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Lignes  du  second  degré  {*). 

Deux  bases  fixes  RS,  rs  étant  données ,  si  Von  con^ 
struit  le  triangle  rsM.  dont  les  cafés  rM,  5 M  sont  res^ 
pecti%^ement  égaux  à  deux  longueurs  Rm,  Sm,  le  lieu 
de  M  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole^  quand  l'aire  du 
triangle  RSm  est  nulle,  cest^à'dire  quand  m  est  un 
point  quelconque  de  la  ligne  RS;  et)  effet,  la  somme 
ou  la  différence  des  longueurs  rM,  iM  est  alors  con- 
stamment égale  a  RS. 

Jacobi,  qui  a  ainsi  modifié  la  définition  de  Tellipse  et 
de  rhyperbole,  fait  remarquer  que  le  lieu  de  M  est  une 
ligne  du  second  degré,  lorsque  m  décrit  une  droite  quel- 
conque. La  méthode  qu*il  a  donnée  dans  le  cas  où  m  se 
meut  sur  la  seconde  base  r5,  et  où  les  deux  bases  sont 
situées  de  manière  qu'on  ait  Rj=:  Sr,  est  fondée  sur  le 
théorème  dlvory,  et  conduit  à  un  mode  de  génération 

(*)  Voir  le  Journal  de  Crelle,  2^  cahier,  t.  LXXIII.  Un  trâTail  ana- 
logae  de  M.  Hermès  a  para  dant  le  3*  cahier  du  même  tome. 
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(6) 
analogue  des  surfaces  du  second  degré.  Cette  méthode  est 
résumée  dans  ce  qui  suit. 

L'équation  d^une  ellipse  étant 

on  considère  une  seconde  ellipse  ayant  les  mêmes  foyers 
F  et  F',  et  dont  Téquation  est 

u  étant  moindre  que  £'. 

Un  point  R  de  la  première  courbe  a  pour  coordonnées 
aa,  b^j  en  supposant  a' -H  /3*  =  i •  Les  coordonnées  d^un 
point  r  de  la  deui^ième  sont  a  y^a* —  u,  P  ^b*  —  u  ;  R  et 
r  sont  appelés  points  correspondants  (*). 

En  remplaçant  a,  p  par  a',  p',  on  a  deux  autres  points 
correspondants  S,  5,  et,  par  suite, 

—  (aa' —  a  v/^*"^^)' -  (  *P' -- P  V^^^"^^)' 

donc 

Ks  =:  Sr. 

C'est  le  théorème  dlvory,  démontré  dans  le  cas  de  Tel- 
lipse. 

Cette  propriété  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de 
u  <:^  £*•  Dans  le  cas  limite  où  u  =  &*,  les  ordonnées  des 
points  r, 5  sont  nulles*,  leurs  abscisses  sont  ac,  a'c^  et, 
comme  a*  et  a"  sont  moindres  que  i,  ces  points  sont  sur 

(*)  Cm  deux  points  sont  tur  une  hyperbole  qui  a  les  mèmet  foyers 

que  les  ellipses  (i)  et  (  a  ),  et  dont  Téquation  —r^  —  -r^-^  =  x  se  déduit 

ce  c        P  ^ 

de  (a  )  en  y  remplaçant  u  par  a} —  a*c*  =  *•-+-  ^*e\ 
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(7) 
le  grand  axe  entre  les  deux  foyers  F  et  F',  Il  en  est  de 
même  pour  tous  les  points  de  cet  axe  correspondants  des 
points  de  Tellipse. 

On  peut  remarquer  que,  pour  u  =  i*,  Féquation  (  a) 
donne^=:o  et  a:*<c', puisque  la  quantité  indéterminée 

T~ —  est  positive  :  elle  représente  ainsi  YelUpse  li- 
mite FF. 

Si  Ton  suppose  fixes  les  points  R,  S  de  Tellipse 
donnée  et  les  points  correspondants  r,  s  de  Taxe  des  x, 
et  si  M  est  un  point  quelconque  de  la  courbe  correspon- 
dant à  un  point  m  de  Taxe,  comme  on  a 

Mr=zR/;i     et     Mj  =  S///, 

M  est  le  point  de  rencontre  de  deux  circonférences 
dont  les  centres  sont  r  et  s  et  les  rayons  Rm  ef  Sm. 

Quand  R  et  S  sont  les  deux  sommets  A  et  A'  du  grand 
axe,  r  et  5  sont  les  foyers  F  et  F' 5  donc  ]V1F  =  A  m, 
MF'  =  A'm,  et  par  suite  MF  4-  MF  :=  AA'. 

Les  calculs  relatifs  à  l'hyperbole  se  déduisent  des  pré- 
cédents en  changeant  i*  en  —  £',  (3*  en  — (3*,  etc.,  et  en 
supposant  u> —  i*.  Il  en  résulte  la  même  propriété  des 
points  correspondants  et  la  même  construction  d'un  point 
de  l'Hyperbole,  avec  cette  différence  que  les  points  /•,  5, 
ira,  etc.,  pour  11  =  —  i',  sont  sur  la  portion  indéfinie  de 
l'axe  des  x  extérieure  à  FF'. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  démontre  le  théorème 
d'iTory  en  observant  que  deux  points  correspondants  de 
deux  paraboles  homofocales  dirigées  dans  le  même  sens 
s'obtiennent  en  coupant  les  deux  courbes  par  une  troi- 
sième parabole  ayant  le  même  foyer  et  le  même  axe,  mais 
dirigée  en  sens  contraire.  Le  calcul  se  fait  en  prenant  le 
foyer  pour  origine  des  coordonnées,  et  il  en  résulte  l'é- 
galité R5  =  Sr. 
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(8) 
Si  l'on  suppose  nul  le  paramèlre  de  la  seconde  para- 
bole, elle  se  confond  avec  Taxe  des  Xy  dont  chaque  point 
au  delà  du  foyer  F  est  le  correspondant  d'un  point  de  la 
parabole  donnée,  et  Ton  a  ainsi,  comme  dans  Tellipse  et 
l'hyperbole, 

Mr=R/if,     Us=Sm, 

Ces  propriétés  des  courbes  du  second  degré  se  dédui- 
sent facilement  de  la  méthode  élémentaire  qui  sert  à  les 
construire. 

A  et  A'  étant  les  sommets  de  Taxe  focal  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole,  et  r  un  point  de  cet  axe,  on  sait  que 
le  point  R  de  la  courbe  s'obtient  par  les  conditions 
RF  =  Ar,  .RF'  =  A'r.  s  étant  un  deuxième  point  de 
l'axe  correspondant  au  point  S,  on  a  aussi 

SF=Aj,    SF'=A'^. 

Or,  si  2/  et  a/^  désignent  les  abscisses  de  R  et  de  S,  on  a 

donc,  O  étant  le  centre  de  la  courbe, 

Or  =  ±: — ,     Os=zt 

û  a 

De  ces  valeurs  on  déduit 

Rf  =:Sr, 

en  tenant  compte  de  l'équation  de  la  courbe. 

Dans  la  parabole,  l'origine  étant  au  sommet  A,  on  a 


^_^^.      CP A.  —  ^"  ^P 

d'où  résulte  aussi 


a  2 


Rf  =:Sr. 
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(9) 
On  a  donc,  dans  les  trois  cas, 

Mr=Rm,     ^s  =  Sm, 

WS'  étant  la  projection  de  RS  sur  la  ligne  rs^  on  a, 
diaprés  les  abscisses  des  extrémités  de  ces  droites  : 
j^  Dans  l'ellipse 

«<R'S'; 

a**  Dans  l'hyperbole 

w>R'S'; 

3^  Dans  la  parabole 

rf=:R'S'. 

On  peut  déterminer  le  centre  et  les  quantités  a,  &, 
2p^  au  moyen  des  coordonnées  des  points  R»  S,  r^s]  on 
a  d'ailleurs 

HF—SF  =  rs    ou     RF-+-SF:=rf, 

d*oà  résulte  une  construction  simple  des  foyers  F  etP, 
un  de  ces  points  étant  à  TinGni  quand  rs  rr:  R'S^ 

Les  deux  foyers  se  confondent,  et  Ton  a  deux  droites 
concourantes  :  i**  quand  RS  =  7'55  a**  quand  Rr  et  S^ 
font  des  angles  ^aux  avec  rs.  Us  sont  à  Tinfinl,  et  Ton  a 
deux  droites  parallèles  quand  rs  =  RS  =  R'S'.  Enfin,  si 
RS  est  perpendiculaire  à  rs  en  O,  avec  la  condition 
Or*—  OR*  =  Os*—  0S%  on  a  la  droite  ORS  dont  tous 
les  points  sont  des  foyers. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  ligne  rs^  et  en  désignant 
par  Xjy  les  coordonnées  de  R,  par  x^^y  celles  de  S  et 
par  jTi,  Xt  les  abscisses  de  r  et  de  5,  l'équation  du  lieu 
de  M  est 

jr»=(Xa_,)(^_^)i_aa-hl)(x'-X,){a:-:r')H-/»=0, 
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(  io  ) 

où 


\  = 


La  courbe  est  une  ellipse  quand  l*<C!i?  une  hyperbole 
quand  1*  >  i ,  et  une  parabole  si  X  =  i . 
On  a  deux  droites  concourantes  lorsque 

(V-i)r'^  =  (X-f.i)'(x'--a:.)% 

d'où  résulte,  en  supposant  l'origine  au  point  de  rencontre 
de  RS  et  de  rs,  l'égalité 

[x'jc,—  x^'x^)  (x'xi-h  x"x,'-^'xx'x")  =  G, 

qui  exprime  les  conditions  géométriques  indiquées. 

L'équation  représente  deux  droites  parallèles  quand 

X  =  I  avec  xl  =  Xx'i  ou  quand  X  =  —  15  dans  ce  dernier 

cas, 

.r'  -X-~  X,         x"  -f-  Xj 

Z=Z  9 

'2  2 

ce  qu'on  voit  aussi  par  la  Géométrie. 

Enfin,  pour  j!  ^=.xl\  X  est  infini,  et  l'équation  donne 

(x--.r')2=0. 

En  résumé,  deux  longueurs  RS,  rs  étant  situées  de 
manière  que  R5  =  Sr,  si  l'on  joint  R  et  S  à  un  point  m 
de  r5,  le  point  M  déterminé  par  les  conditions  Mr=  Rm, 
M5  =  Sm  est  sur  une  ligne  du  second  degré,  et,  si  R'S' 
est  la  projection  de  RS  sur  la  ligne  rs^  le  lieu  est  : 

I**  Une  ellipse  quand  R'S'>  rs  (un  cercle  si  rj  =  o); 

•-i°  Une  hyperbole  lorsque  R'S'<]  rs\ 

3®  Une  parabole  si  R'S'  ==  rs\ 

4^  Deux  droites  concourantes  quand  RS= 7*5,  ou  quand 

\r$  =  S5r; 
5°  Deux  droites  parallèles  si  RS  =  ri  =  R'S'; 
6°  Une  droite  quand  RS  est  perpendiculaire  à  rs. 
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(  >l  ) 

Surfaces  du  second  degré, 

.  Le  changement  que  Jacobi  a  introduit  dans  la  défini- 
tion de  Tellipse  et  de  Fh  jperbole  Ta  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Étant  donnés  deux  triangles  RST,  rsty  si  Von  con- 
stiiiitsur  ce  dernier  comme  base  une  pyramide  tiiangu- 
lairerstM^  dont  les  trois  arêtes  rM,  ^M,  fM  sont  res- 
pectivement égales  à  trois  longueurs  Rm,  Swi,  Tm,  /e 
lieu  de  M  est  une  surface  du  second  de  gré  ^^  quand  le 
volume  de  la  pyramide  RST  m  est  nul,  c^est-à-dire 
quand  m  est  dans  le  plan  RST. 

Le  lieu,  comme  le  calcul  le  montre,  est  du  second 
d^ré,  lorsque  m  se  meut  dans  un  plan  quelconque.  Le 
théorème  se  démontre  par  une  méthode  analogue  à  celle 
qu'on  a  vue  pour  les  lignes  du  second  degré,  dans  le  cas 
où  m  est  dans  le  plan  rsty  et  où  les  triangles  RST,  rst  sont 
situés  de  manière  qu^on  ait 

R*  =  Sr,     Ht  —  Tr,     S/  =  Tj. 

Ellipsoïde,  —  L'équation  de  la  surface  étant 

^  '  a}        b^       c^ 

où  Ton  suppose  a*>i*>c*,  on  considère  un  second 
ellipsoïde  ayant  pour  équation 


b^'-u 


où  IX  <^  c*.  Ces  deux  ellipsoïdes  sont  homofocaux. 

Un  point  R  du  premier  a  pour  coordonnées  aa,  i(3, 
cy,   en    supposant   a*  -H  /S*  4-  y*  =  i  •    Les    quantités 
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(  «2  ) 


a  ^a}  —  u,  (3y/6'  —  w,  y\jc^ — /*  sont  les  coordonnées 
du  point  correspondant  r  de  la  seconde  surface  (*). 

Si  Ton  remplace  a,  jS,  y  par  a',  (3',  /,  on  a  deux  autres 
points  correspondants  S,  5.  On  a,  par  suite, 

donc  R5  =  Sr.  Le  théorème  d'Ivory  est  ainsi  démontré* 

Cette  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  u  <<  c'. 

Pour  le  cas  limite  où  u  =  c*,  i*équation  (2)  donne  2  =  o, 

et,  à  cause  de  l'indétermination  de  la  quantité  positive 

,_    »elle  représente  un  ellipsoïde  limite  dont  tous  les 

points  sont  dans  le  plan  des  xy  et  intérieurs  à  la  courbe 
qui  a  pour  équation 

On  voit  d'ailleurs  que  Vx  et  Vj  du  point  r  qui,  par  l'iiy- 
poihèse  u  =  c*,  sont  devenus  a  y/a*  —  c',  Py^A*  —  c", 
donnent,  par  leur  substitution  dans  le  premier  membre  de 
(3),  la  quantité  a*-}-  (3*  ou  i  — 7*  qui  est  plus  petite  que 
le  second  membre.  La  même  vérification  se  fera  pour  s, 
La  courbe  (3)  est  la  focale  de  la  surface  dans  le  plan  des 
xy  :  elle  a  les  mêmes  foyers  que  Tellipse  principale  de 

(  *  )  On  obtient  l'équation  d^un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  celle  d'un 
hyperboloide  à  deux  nappes,  passant  par  R  et  r,  en  substituant  succès - 
sivement  à  u  dans  l'équation  ())  les  racines  de  l'équation 

—  /3«  «*(*•— f«)=:0, 
une  des  racines  étant  comprise  entre  b*  et  c',  et  l'antre  entre  a*  et  b*- 
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(  '3  ) 
ce  plan 

(4)  ?-^P  =  '- 

Soient  T  et  M  deux  autres  points  de  lellipsoïde  donné, 
ayant  poui:  correspondants  dans  le  plan  des  xy  les  points 
f ,  m  situés  comme  r  et  5  dans  Tintérieur  de  la  courbe  (3)  \ 
on  aura  les  égalités 

R/=rTr,     S/=:T^,     Mr  =  Rw,     Mf==S//i,     Mr  =  Tw. 

En  supposant  Gzes  le^  points  R,  S,  T  de  la  surface  et 
leurs  correspondants  r,5y  r,  il  résulte  des  trois  dernières 
égalités  qu'un  point  quelconque  M  de  Vellipsoïde  est 
r intersection  de  trois  sphères  dont  les  centres  sont  r,  5, 
t  et  dont  les  rayons  sont  les  distances  des  points  R,  S, 
T  àun  point  m  pris  dans  V intérieur  de  la  focale. 

Lorsque  les  points  R,  S,  T  sont  sur  la  section  princi- 
pale du  plan  des  xy^  r,  5,  t  sont  sur  la  focale.  Les  triangles 
rst^  RST  sont  alors  dans  le  même  plan  et  inscrits  dans  les 
deux  ellipses  homofocales  (3)  et  (4)9  de  manière  que 
leurs  sommets  soient  respectivement  des  points  corres- 
pondants des  deux  courbes.  On  peut  de  cette  manière 
construire  par  points  un  ellipsoïde  dont  on  connaît  les 
trois  axes. 

Quand  b  =  aj  c'est-à-dire  quand  rellipsoïde  est  de 
révolution  autour  du  petit  axe,  les  coniques  (3)  et  (4) 
sont  des  circonférences  concentriques  de  rayons  y/a*  —  c* 
et  a.  Les  coordonnées  de  R  étant  aoc,  a(3,  et  celles  de  /% 
«y/a* — c*,  |3^a* — c',  la  ligne  Rr  passe  par  le  centre; 
il  en  est  de  même  des  lignes  S^  et  Tf  •  Les  triangles  RST, 
rstj  inscrits  dans  les  deux  courbes,  ont  leurs  côtés  paral- 
lèles. 

Lorsque  6  =  c,  rellipsoïde  est  de  révolution  autour  du 
grand  axe.  L'équation  (3)  donne  alors  j  =  0;  par  suite, 
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(  i4  ) 
les  points  r,  j,  f,  m,  etc.  sont  sur  Taxe  des  x,  et  les  trois 
sphères  se  coupent  suivant  une  circonférence  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Les  quantités  RS*  —  rs\  RT»  —  n\  ST*  —  5«*  sont  po- 
sitives ;  de  plus,  dans  le  cas  où  R,  S,  T  sont  sur  la  courbe 
(4),  on  peut  remplacer  dans  les  expressions  de  ces 
quantités  a  et  |3  par  coso)  et  sin^,  etc.  On  verra  alors 
qu'une  quelconque  des  longueurs  ^RS' — ri*,  ^T* — rf", 
^ST* —  st*  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres, 
c'est-à-dire  que  ces  trois  lignes  sont  les  côtés  d'un 
triangle.  Jac  bi  a  établi  cette  propriété  caractéristique 
de  Tellipsoïde  par  des  considérations  de  Statique. 

La  méthode  précédente  appliquée  aux  autres  surfaces 
à  centre  donne  les  résultats  suivants  : 

Hjperboloïde  à  une  nappe,  —  Un  point  M  de  cette 
surface  peut  être  construit  de  deux  manières  : 

1°  R,  S,  T  étant  sur  l'ellipse  ~  -^  —  ==  i ,  r,  j,  t  sont 

les  points  correspondants  de  V ellipse  Jocale 


A'-hc» 


et  le  point  m  correspondant  à  M  est  extérieur  à  la  fo- 
cale. 

La  surface  est  de  révolution  quand  les  deux  coniques 
sont  des  circonférences  de  rayons  a  et  ^a^-i-c*. 

Les  quantités  RS*— rj%  RT*— r/%  ST*  — 5^»  sont 
négatives. 

a®  R,  S,  T  étant  trois  points  de  l'hyperbole  — ;  =  '  » 

r,  s  y  t  sont  les  points  correspondants  de  V  hyperbole  fo- 
cale   ^__  .^  —  j^ ^  =  I ,  et  le  point  m  correspondant 

a  M  est  encore  extérieur  à  la  focale. 
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Quand  i  =  a,  la  dernière  équation  donne 


/*,  jr,  f,  m,  etc.  sont  alors  sur  Taxe  des  z,  et  les  trois 
sphères  se  coupent  suivant  un  parallèle  de  la  surface  de 
révolution. 

Les  expressions  simplifiées  des  quantités  ^RS*  —  /v", 
^RT* — /t',  y'ST*  —  st*  montrent  que  ces  quantités  sont 
imaginaires  ou  que  deux  sont  réelles  et  la  troisième  ima- 
ginaire. 

Hjperboloïde  à  deux  nappes.  —  Trois  points  R,  S,  ï 

de  Thyperbole  — ^  =  —  i,  et  les  points  correspon- 

.7*'  Z^ 

dants  7',  5,  tde  V  hyperbole  focale  ^  _^  .   —  -— — ^  =  —  i 

déterminent  le  point  M  de  la  surface,  le  point  correspon* 
dant  m  étant  à  V intérieur  Aq.  la  focale  (*). 

Quand  i  =  a,  les  points  r,  5,  f ,  m  sont  sur  Taxe  des  z^ 
et  la  construction  donne  un  parallèle  de  la  surface  de 
révolution. 

Le    calcul    des    quantités    y/RS*  — /.<* ,    v^RT*  —  r«*, 


y  ST'  —  st}  fait  voir  que  deux  de  ces  quantités  sont  ima- 
ginaires, et  la   troisième  réelle,  ou  bien  qu'elles  sont 

(')  On  peut  construire  le  point  M  d'une  autre  manière.  R,  S,  T,  étant 

trois  points  de  la  surface  à  une  distance  /i  >  c  du  plan  des  xjr^  ont  pour 

r*       r'       h} 
projections  les  points  R',  S',  T'  do  Tellipse ^  -h 'tj  =  -;  —  i.  Soient  r, 

.T«  r*        h* 

j,  t  les  points  correspondants  de  l'ellipse  -; h  .  /      ^  =  —  —  '  »   le 

point  M  est  rintersection  de  trois  sphères  ayant  r,  s^  t  pour  centres,  et 
dont  les  rayons  sont  les  trois  longueurs  ^/i*4-R'm*,  v^A"-hS'/n% 
V^A*-f-T';ii*,  m  étant  un  point  quelconque  du  plan  des  xj\ 

Cette  construction  s'applique  à  Tellipsoîde,  à  l'hyperboloide  à  une 
nappe  et  au  cône,  en  modifiant  conyenablemcnt  les  seconds  membres  des 
équations  des  deux  ellipses,  et  la  situation  du  point  m  dans  le  plan 
des  x/. 
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(  i6) 
toutes  les  trois  réelles,  mais  que  la  plus  grande  est  supé- 
rieure à  la  somme  des  deux  autres. 

Cône.  —  Soit  O  le  sommet;  les  deux  points  R,  S 

étant  sur  la  génératrice  j=  o,  — | —  =  0,  les  points 

correspondants  r,  s  sont  sur  la  ligne  focale 

X  z 

de  manière  que   Or  =  OR  et  05  =  0S;  le  troisième 
point  T  est  sur  la  génératrice  j^  =  o, =  o ,  et  le 


=  0, 


point  t  sur  h  ligne  focale  j=iOj  — = 

à  la  distance  0/  ==  OT;  le  point  m  qui  correspond  au 
point  M  de  la  surface  est  situé  entre  les  deux  lignes  fo- 
cales. 

Quand  c=o,  le  cône  est  de  révolution,  les  deux  lignes 
focales  se  confondent  avec  Taxe  des  z^  et  les  points  r,  s  y  r, 
m  sont  sur  cette  droite. 

Dans  le  cône  RS'— r.ç*=  o,  RT»  —  /£»  et  ST»— 5£* 
sont  des  quanlilés  positives  ou  négatives. 

Cylindres,  —  La  construction  est  analogue  à  celle  du 
cône.  R,  S  étant  sur  la  génératrice  j^  =  o,  jr  =  —  a,  r,  5 
sont  sur  la  focale  j^  =  o,  x  =  —  c  et  à  la  même  dislance 
du  plan  des  xy\  T  est  sur  la  droite  j-  =  o,  a:  =  a  el  r,  à 
la  même  hauteur,  sur  y  =  o,  x  =  c. 

Dans  le  cylindre  elliptique,  m  est  entre  les  deux  lignes 
focales  or  =  ih  c,  et,  dans  le  cylindre  hyperbolique,  il  est 
dans  la  portion  indéfinie  du  plan  des  xZj  en  dehors  de 
ces  deux  droites. 

D'après  la  position  des  points  fixes,  on  a 

RS'— rj»  =  o     et     RT^— r/=:ST'— j/«=:±:  é^ 
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Le  cylindre  parabolique  ;^*=  ipx  étant  considéré 
comme  la  limite  d^un  cylindre  elliptique,  et  les  lignes 
ARS,  Frs  étant  fixes,  T  et  r  s'éloignent  indéfiniment,  et 
la  sphère  décritede  t  comme  centre,  avec  Tm  pour  rayon, 
a  pour  limite  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  som- 
met A , dont  il  est  éloigné  d'une  quantité  égale  k  l'abscisse 
de  m  diminuée  de  AF. 

Paraboloïdes.  —  Pour  démontrer  le  théorème  d'Ivory 
dans  le  cas  des  paraboloïdeshomofocaux,  on  met  l'équa- 
tion de  ces  surfaces  sous  la  forme 

en  prenant  pour  origine  le  point  milieu  de  la  distance 
des  foyers  FF',  et  en  posant 

l  est  supposé  positif,  et,  suivant  les  valeurs  de  A,  on  a  des 
paraboloïdes  elliptiques  dirigés  dans  un  sens  ou  dans 
Tantre,  et  des  paraboloïdes  hyperboliques. 

Soit  h'^l\  si  l'on  coupe  le  paraboloïde  (h)  par  un 
paraboloïde  dirigé  en  sens  contraire,  ayant  pour  équa- 
tion 

(«)  -^4.-^^=-:,x^-a,     oà     «>/, 

la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  xz  a  pour 
équation 


(^+/)(a«./)--(A-/)(a-h/) 


=  i; 


donc  a/,  y\  z'  désignant  les  coordonnées  d'un  point  R 
commun  aux  deux  surfaces,  on  peut  poser 

^nn.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Janvier  1876.)  2 
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(  i8) 
^  et  V  éunt  positifs  et  remplissant  la  condition  /x+ v  =  x . 
On  a^  par  suite, 

,        a  —  //         l  ,  . 

x'=-^--(2^-i). 

Si  Ton  remplace  h  par  A',  on  a  les  coordonnées  XttYit 
2{  d'un  point  r  commun  aux  deux  surfaces  (V)  et  (a)j 
on  a  ainsi 

y;  =  pt (A' +/){«-/),     *î  =  v(A'- /)(«  +  /), 

R  et  r  sont  deux  points  correspondants  des  deux  para- 
boloïdes  [h]  et  (h'). 

On  a  deux  autres  points  correspondants  S,  5,  en  chan* 
géant  a,  fx,  v  en  a',  fx',  v'. 

Des  coordonnées  de  ces  points  résulte  l'égalité 

Rj«— Sr»~o     ou     Rf  =  Sr. 

Si  Ton  fait  Af  =  /,  le  second  paraboloïde  se  confond 
avec  la  partie  du  plan  des  3cy  comprise  dans  Yintérieur 

de  la  courbe  —  z=2X-^l^  qui  est  la  focale  du  parabo- 
loïde (h)  dans  le  plan  des  x^.  Les  coordonnées  de  r  de- 
viennent 

X,  =  -  —  iil,    Xt  =  v''2f*/(a  — /),     «I  ==  o. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  focale 
montre  que  r  est  intérieur  à  cette  courbe  :  il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  du  plan  des  xy  correspondants 
des  points  du  paraboloïde  (h). 

R,  S,  T  étant  trois  points  fixes  de  la  surface,  et  r,  5,  t 
les  points  correspondants  du  plan  des  xy^  un  point  quel- 
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conque  M  est  déterminé  par  les  conditions 

Mr  =  Rw,     Mf  =  S/w,     M/  =  Tw, 

m  étant  un  point  pris  à  Tintérieur  de  la  focale. 

Si  R,  S,  T  sont  sur  la  parabole  principale  du  plan  des 
xy^  r,  5,  t  sont  sur  la  focale,  et  les  deux  triangles  sont 
inscrits  dans  ces  deux  coniques  homofocales,  de  manière 
que  leurs  sommets  soient  des  points  correspondants  :  on 
peut  ainsi  construire  un  paraboloïde  dont  on  connaît  les 
paramètres  2^  et  iip\ 

Le  paraboloïde  est  de  révolution  si  /=  o;  la  focale 
devient  j^*  =  o,  et  les  points  r,  5,  /,  m  sont  sur  l'axe  de 
la  courbe. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  quantités  \/RS*  —  r5*, 


vRT" —  rf',  ^ST*  —  5i*  sont  réelles  et  que  la  plus  grande 
est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Les  résultats  relatifs  au  paraboloïde  hyperbolique  se 
déduisent  des  précédents  en  changeant  v  en  —  v,  et  en 
supposant  h  compris  entre  —  /  el-f-  /.  Les  points  du  plan 
des  ocy  correspondants  des  points  de  la  surface  sont  exté- 
rieurs à  la  focale,  dont  les  points  r,  5,  t  correspondent  à 
trois  points  fixes  de  la  parabole  principale. 

Les  quantités  ^S*  — r^",  v'R^^'^S  >/ST*^"57» 
sont  imaginaires,  et  Tune  d'entre  elles  est  égale  à  la  somme 
des  deux  autres. 

D'après  les  considérations  qui  précèdent,  on  a  ce  théo- 
rème : 

Deux  triangles  RST,r5t  sont  inscrits  dans  deux  lignes 
du  seconddegré  homofocales,  de  manière  que  R5  =  Sr, 
Rr  =  Tr,  S«  =  T^^  si  l'on  joint  R,  S,  T  â  un  point  m 
du  plan,  le  point  dHntersection  de  trois  sphères  ayant 
r,  j,  t  pour  centres  et  Rm,'Sm,  Tm  pour  rayons  est  sur 
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(ao) 
une  surface  du  second  degré  (*),  et  si  Von  forme  les 
quantités  v/RS'—  rs\  y/KF^—rt\  y/ST^—st^,  le  lieu 
est  : 

i^  Un  ellipsoïde,  quand  les  trois  quantités  sont  réelles 
et  peuvent  être  les  trois  côtés  d^un  triangle; 

2^  Un  hjrperboloîde  à  une  nappe,  lorsqu'elles  sont 
imaginaires  ou  que  deux  sont  réelles  et  la  troisième 
imaginaire  i 

3°  Un  hyperboloïdc  à  deux  nappes,  si  deux  des  quan-- 
tités  sont  imaginaires  et  la  troisième  réelle,  ou  si,  étant 
réelles  toutes  les  trois,  la  plus  grande  est  supérieure  à  la 
somme  des  deux  autres  ,• 

4°  Un  paraboloïde  elliptique,  si  elles  sont  réelles  et  si 
l'une  d'elles  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres,- 

5°  Un  paraboloïde  hyperbolique,  si  elles  sont  imagi- 
naires et  si  l'on  a  la  même  égalité,- 

6®  Un  cône^  quand  Vune  d'elles  est  nulle^  les  deux 
autres  étant  réelles  ou  imaginaires  ; 


{*)  Od  a  une  construction  analogue  quand  les  deux  triangles  ne  sont 
pas  dans  le  même  plan;  dans  ce  cas,  on  peut  avoir  un  système  de  deux 
plans. 

Soient  OA,  OA'  les  traces  de  deux  plans  donnés  sur  le  plan  des  xy 
perpendiculaire  à  leur  intersection,  el.r'Ox  la  trace  d*un  plan  bissecteur 
pris  pour  plan  des  xs.  Un  point  R  du  système  étant  projeté  en  R',  on 
porte  sur  Ox'  ou  sur  Ox,  suivant  la  position  du  point,  la  longueur 
Or'  =  0R',  et  l'on  élève  la  perpendiculaire  r'rz=i  R'R;  r  est  le  point 
correspondant  de  R;  on  aura  de  même  5  et  f  correspondants  de  S  et  de  T. 
Au  moyen  des  deux  triangles  ainsi  obtenus,  on  pourra  construire  un 
point  quelconque  de  Tun  ou  l'autre  plan. 

On  aura  un  seul  plan  quand  OA  et  OA'  se  confondront  avec  la  per- 
pendiculaire à  Ox. 

Si  les  deux  plans  sont  parallèles,  on  peut  prendre  pour  point  corres- 
pondant de  R  sa  projection  R'  sur  le  plan  de  symétrie.  On  peut' aussi 
considérer  un  point  quelconque  r  de  ce  dernier  plan  comme  corres- 
pondant de  R,  et,  pour  avoir  s  et  t,  on  joint  les  projections  S\  T'  au 
point  0  milieu  de  R'r,  et  l'on  prolonge  des  quantités   Oj  =  OS'  et 

Or  =  or. 
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'f  Un  cylindre,  quand  V une  d'elles  est  nulle  et  les 
deux  autres  égales; 

8®  Une  surface  de  révolution  :  i^  quand  les  deux 
coniques  sont  des  circonférences  concentriques,  les 
triangles  inscrits  ajant  leurs  côtés  parallèles;  a^  lorsque 
les  trois  points  r,  5,  t  sont  sur  Vaxe  de  la  ligne  du  se-- 
cond  degré  qui  contient  les  points  R,  S,  T. 

SUR  L'HYPOGTGLOÏBI  A  TROIS  REBRODSSEIBNTS  ^ 

PAm  M.  Ch.-Ph.  CAHEN. 


Steiner  a  énoncé  (sans  démonstration)  un  certain 
nombre  de  propriétés  de  Vhypocy^cloïde  à  trois  rebrous- 
sements. 

Cette  courbe  est  engendrée  par  un  point  de  la  circon- 
férence d'un  cercle  qui  roule  intérieurement,  sans  glisser, 
sur  la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  triple. 

Une  démonstration  de  ces  propriétés  a  été  publiée  par 
M.  Cremona  dans  le  Journal  de  Crelle  (année  i865, 

p.  lOl). 

On  trouve  dans  le  Mémoire  de  M.  Cremona  (p.  io6, 
§  11)  une  propriété  de  Thypocycloïde  a  trois  rebrousse- 
ments  qui  est  présentée  sous  une  forme  un  peu  différente 
dans  les  Nout^clles  Jlnnales  du  mois  de  janvier  1869 
(question  898). 

Je  rappelle  ici  la  solution  de  cette  question  898,  et  je 
vais  montrer  tout  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  pour  dé- 
montrer par  la  Géométrie  les  propriétés  démontrées  par 
M.  Cremona  d'une  autre  manière. 

Enfin  j'appliquerai  cette  même  méthode  à  la  démon- 
stration  de  la  question  868  proposée  dans  les  Nouvelles 
Annales  du  mois  de  mai  i868. 
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I.  On  donne  uu  cercle  G  (Jig>  i)  tangent  a  une  droite 
D  en  O.  DVn  point  M  de  la  circonférence  on  mène  MA 
perpendiculaire  à  D,  et  l'on  prend  AB  =  AO.  On  joint 
BM  et  Ton  demande  Tenveloppe  de  la  droite  BM  quand 
le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence.  L'enveloppe 
cherchée  admet  trois  axes  de  symétrie  et  trois  points  de 
rebroussement  remarquables  (question  898). 


Fig.  1. 


:v  :\c 


Fig.  2. 


Remarquons  d'abord  que  Parc  OM  qui  mesure  Tangle 
en  O  du  triangle  îsoscèle  MOB  est  moitié  de  l'arc  ON 
qui  mesure  Tangle  M  extérieur  à  ce  triangle,  ce  qui 
montre  que  la  question  proposée  revient  à  la  propriété 
suivante  énoncée  par  M.  Cremona  [Journal  de  Crelle, 
p.  io6) : 

Deux  rayons  CM,  CN  du  cercle  G  tournent  simultané- 
ment autour  du  point  G,  en  sens  opposé  et  avec  la  con- 
dition que  leurs  vitesses  angulaires  aient  le  rapport  i  :  2; 
trouver  Tenveloppc  de  la  corde  MN  (*). 

Si  Ton  considère  deux  de  ces  cordes  MN  et  M'N'  {fig.  2) 
se  coupant  en  H,  le  triangle  M'JNH,  qui  a  deux  angles 
égaux,  est  isoscèle,  et  par  suite,  lorsque  les  cordes  MN, 
M'N'  se  rapprochent  jusqu'à  se  confondre,  on  aura  à  la 
limite  MN  =  MH. 

Cela  résulte  de  ce  que  l'arc  NN'  est  double  de  l'arc 
MM'. 

(»)  Voir  Creiie.p.  117,  §  33. 
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On  est  donc  ramené  à  chercher  le  lieu  du  point  H  tel 
que  MH=MN,  l'arc  ON  étant  double  de  l'arc  OM. 

Pour  cela,  il  suffira  de  mener  un  cercle  touchant  en  M 
[fig.  3)  le  cercle  donné  G  et  passant  par  le  point  H,  de 


prolonger  le  rayon  CM  en  E  où  il  rencontre  cette  se- 
conde circonférence.  Si,  de.  G  comme  centre,  on  décrit 

l'arc  EF  qui  sous-tend  un  angle  OCF  tel  que  Ton  ait 

OCG^  =  6o«,  on  aura  ECF  =  60°—  ÔCRÏ. 

D'autre  part,  l'arc  EH  =  arc  NK  =  -  —  3  (OM)  5  donc 

angle  3  ÈCF*  =?  Êcîï  et  arc  EF  =  arc  EH. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fait  rouler  sur  le  cercle  CF 
le  cercle  C  qui  le  touche  primitivement  en  F,  ce  point  F 
du  cercle  CI  viendra  en  H  quand  le  contact  des  deux  cer- 
cles se  fera  en  E. 

Le  lieu  du  point  H  est  donc  Thypocjcloïde. 

II.  Remarque.  —  En  se  reportant  à  la  fig.  a,  on  voit 
que,  étant  donnée  une  droite  fixe  coupant  le  cercle  G 
aux  points  M  et  N,  si  une  droite  mobile  qui  coupe  le 
cercle  aux  points  M'  et  N'  se  déplace  de  manière  qu'on 
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(»4) 
ait  consummeot  arcNN' =  aarcMM^  la  droite  WH^ 
«Dveloppera  une  hypocycloïde  qu'elle  touche  au  point  H 
telqueM'H=:M'K'. 

in.  Ueu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits 
à  r hypocycloïde  (*). 

Reportons-nous  à  la  fig.  i . 

Soit  M'B'  la  tangente  à  Thypocycloïde  qui  passe  par 
le  point  M' diamétralement  opposé  à  M;  les  angles  M' OB', 
MOB  étant  complémentaires,  les  angles  M'B'O,  MBO 
respectivement  égaux  aux  précédents  le  seront  aussi  : 
donc  les  tangentes  MB,  M'B'  à  Thypocycloïde  sont  per- 
pendiculaires et  se  coupent  sur  la  circonférence  C  qui 
est  le  lieu  cherché. 

IV.  Du  point  M  situé  sur  le  cercle  C  (Jig*  4)>  on  peut 

Flg.  4. 


mener  à  l' hypocycloïde  trois  tangentes  dont  deux  sont 
rectangulaires . 

Soit  MR  celle  de    ces    tangentes  qui   fait   avec    les 
deux  autres    des   angles    aigus,   MT  une   tangente  au 

(•)  6V«//«,  p.  io3,S6. 
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cercle  C;  si  MR  est  bissectrice  de  Fangle  KMT,  comme 
arc  OR  ^=5  a  arc  OM,  il  en  résulte  arc  OM  =  2  arc  OK, 
donc  MK  est  une  tangente  à  Thypoc jcloïde  ;  donc  : 

Si,  par  un  point  du  cercle  C,  on  mène  une  tangente 
au  cercle  et  trois  tangentes  à  V hypocycloïde ,  deux  de 
ces  tangentes  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
la  troisième  et  la  tangente  au  cercle. 

V.  Arc  MK  =  arc  KR  [fig.  4)  ^  donc  MR  est  perpen* 
diculaire  à  KC  ('*'). 

H  résulte  de  là  que,  MK,  MK',  MR  étant  trois  tangentes 
menées  par  un  point  du  cercle  C  à  rhypocycloïde,  la 
parallèle  RL  à  KK'  touche  Thypocycloïde,  parce  que 
l'angle  R  est  droit  et  que  le  cercle  C  est  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  courbe. 

En  prenant  fitX  =5  |uR,  on  a  le  point  de  contact  A  de 
cette  tangente,  et  comme  KL  =  KM,  que  K'L'  =  K'M, 
les  points  L,  L'  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 
KL,K'L'. 

Ainsi  : 

VI.  La  droite  LU,  qui  joint  les  points  de  contact  h^ 
\J  de  deux  tangentes  rectangulaires^  est  tangente  à  la 
courbe  (**). 

VIL  La  longueur  lAJ  est  constante  et  égale  à  quatre 
fois  le  rayon  du  cercle  C. 

Réciproque  du  théorème  VI  : 

VIII.  Les  tangentes  à  Vhypocycloide  aux  points  L, 
L',  oh  une  tangente  à  cette  courbe  la  rencontre,  sont 
rectangulaires. 


C)  CreiU,  p.  io3,  %  9. 
{**)Crelîe,^.  io6,  §  12- 
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(a6) 
Menons  la  tangente  LM  en  L  (fig.  4)  <^  rhypocycloïde 
et  la  tangente  MU'  perpendiculaire  à  ML  \  la  droite  LL'^ 
est  tangente  à  rhypocycloïde  d'après  le  théorème  YI,  et 
comme,  par  un  point  L  pris  sur  la  courbe,  on  ne  peut 
mener  que  deux  tangentes  LM  et  LL',  LL''  se  confond 
ayec  LL',  et  le  point  L'^  avec  le  point  L',  car  LL^''  =  LL'. 

IX.  Si  Ton  achève  le  rectangle  LML'S  dont  la  diago- 
nale MS  passe  par  les  points  G  et  fx  milieux  des  droites 
KK',  LL',  on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  intersections  S  des  noimalcs  rectangu^ 
laites  est  une  circonféreiice  quia  C  pour  centre  et  pour 
rayon  3  CM. 

X.  Développée.  —  Les  trois  normales  SL,  SL',  SX 
enveloppent  évidemment  une  hypocycloïde  inversement 
homothétique  (le  point  C  étant  le  centre  d'homothétie) 
de  celle  qu'enveloppent  leurs  homologues  MK,  MK',  MR, 
c'est-à-dire  que  : 

La  déifeloppée  de  V hypocycloïde  est  une  liypocy^ 
cloïde  inversement  homothétique  à  la  première  (C  est 
le  centre  d'homothétie)  \  le  rapport  d'homothétie  est  ^. 

Reportons -nous  à  ^^ifig.  4)  nous  verrons  que  la  para- 
bole qui  a  S  pour  foyer  et  qui  touche  les  droites  ML, 
ML'  a  pour  tangente  au  sommet  la  droite  LL'  qui  passe 
par  les  pieds  L  et  U  des  perpendiculaires  abaissées  du 
foyer  S  sur  les  tangentes  ML,  ML';  par  suite,  cette  para- 
bole a  son  sommet  au  point  A,  où  LL'  touche  Thypocy- 
cloïde. 

II  résulte  de  là  que  : 

XI.  Cette  parabole  enveloppe  l' hypocycloïde  elle- 
même,- 

XII.  Son  axe  enveloppe  la  développée  de  Vivypocy- 
cloïde} 
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Xin.  Son  sommet  1  décrit  VkyjfocycloUde} 

XIV.  Son  foyer  S  décrit  le  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  de  rebroussement  de  l' hypocycloïde ; 

Enfin  : 

XV.  Sa  directrice  est  la  parallèle  menée  par  le  point 
M  à  LL\  et,  comme  cette  parallèle  est  symétrique  de  LU 
par  rapport  au  point  C,  elle  eni^eloppe  une  hypocycloïde 
symétrique  par  rapport  au  point  C  de  celle  qu  enve- 
loppe LU. 

XVI.  Considérons  deux  tangentes  AA',  BB'  (Jîg.  5) 
à  rhyp«cycIoïde. 

Fig.  5. 


Soit  arcOA  =  a,  et  par  suite  arcOA'  =  2  a  ;  de  même 
OB  =  j3  et  OB'  —  2(3.  L'angle  ADB^  a  pour  mesure 

AB' -î-  BA'  2S  —  a  H-  2a  —  S  a  -i-  fi 

arc ~-  arc  — =  arc • 


Les  angles  B'  et  A'  ont  aussi  chacun  pour  mesure 

I     o 

arc !-.  donc  les  triangles  DAB',  DBA'  sont  isoscèles. 

XVII.  On  voit  par  là  que  : 

Étant  donnée  une  tangente  AA'  à  Thypocycloïde  et  un 
point  D  sur  celte  tangente,  pour  mener  par  D  une  se- 
conde tangente,  il  suffit  de  décrire  du  point  A  (le  plus 
rapproché  de  O  des  deux  points  A,  A')  un  arc  de  cercle 
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(a8) 
de  rayon  AD  qui  coope  le  cercle  G  au  point  B'^  joignant 
B'D,  on  a  une  tangente  BD  à  Thypocycloïde. 

XVni.  Soii  AA'  [fig.  6)  une  ungente  menée  à  Thypo- 
cycloïde  par  un  point  arbitraire  D. 


Fig.  6. 


Du  poîut  E  où  AA'  coupe  le  cercle  C  comme  centre, 
décrivons  avec  ED  comme  rayon  une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  C  aux  points  B'  et  C;  diaprés  ce 
qui  a  été  dît  (XVII),  B'D  et  C'D  seront  des  tangentes 
menées  par  le  point  D  à  rhypocycloïde. 

Ces  deux  tangentes  coupent  encore  le  cercle  C  en  F  et 
en  G. 

En  se  reportant  au  théorème  XYI,  on  voit  que  les 
triangles  FDA',  GDA'  sont  isoscèles  *,  donc  FG  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  A'D  ;  de  même  EF  est  perpen- 
diculaire au  milieu  de  CD,  et  £G  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  B^D. 

Il  résulte  de  là  que  les  parallèles  menées  aux  côtés  du 
triangle  EFG  respectivement  par  les  points  A',  B',  C 
forment  un  triangle  ABC  homothélique  à  EFG,  le  point 
d'intersection  D  des  hauteurs  du  triangle  EFG  étant  le 
centre  d'homothétie,  et,  par  suite,  le  triangle  ABC  a 
pour  hauteurs  celles  du  triangle  EFG  qui,  comme  on 
sait,  touchent  rhypocycloïde. 

Si,  maintenant,  on  se  reporte  à  \^  fig»  i,  on  voit  que 
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MN  étant  une  tangente  à  rhypocycloïde^  si  Ton  a 

aarcOM  =  arc  ON, 

c'est  par  le  point  N  que  passe  la  tangente  perpendicu- 
laire k  MN. 

Si,  d'un  autre  côté,  nous  nous  reportons  à  IsL^g.  5, 
nous  verrons  que,  si  Ton  a  aarcOA  =  arcOA',  c'est  du 
point  A  comme  centre  qu'on  a  décrit  la  circonférence 
qui  sert  à  déterminer  une  nouvelle  tangente  BB'. 

Comme,  dans  le  problème  actuel  {/ig.  6),  nous  avons 
décrit  le  cercle  du  point  E  comme  centre,  c'est  la  droite 
BC  qui  sera  une  tangente  à  l'hypocycloïde  ^  il  en  sera  de 
même  de  AB  et  de  AC, 

Donc  : 

Si  trois  tangentes  à  Vhypocycloide  passent  par  un 
même  point,  les  tc^ngentes  perpendiculaires  respectiue^ 
ment  à  celles-là  foraient  un  triangle  dont  les  trois  pre^ 
mières  tangentes  sont  les  hauteurs. 

XIX.  D'un  point  quelconque  F  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  abaissons  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  de  ce  triangle.  On  sait  que  les  pieds  de  ces 

FIg.  7. 


perpendiculaires  sont  en  ligne  droite f  trouver  Venue- 
loppe  de  cette  droite  (question  868)  ('*'). 

(*;  Voir  Crelle,  p.  iio,  §  19,  et  IVouvelies  Annales,  a«  série,  t.  IX, 
p.  73,  U  solution  de  M.  P.  Serret. 
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La  droite  ab  (Jig,  7)  qui  joint  les  pieds  des  perpendi- 
culaires est  tangente  au  sommet  d'une  parabole  inscrite 
au  triangle  ABC.  Cette  parabole  a  le  point  F  pour  foyer, 
et  sa  directrice  passe  par  le  point  de  concours  H  des 
hauteurs. 

La  droite  HF  rencontre  ab  en  J,  et  le  point  d  est  le 
milieu  de  HC;  donc  les  triangles  ^^H  et  daY  sont  ëgauiL 
et  da  =  dp. 

II  résulte  de  là  que  le  triangle  dam  est  isoscèle. 

Comme  d'ailleurs  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
ABC  passe  par  les  milieux  de  HA,  HB,  HC,  il  passera 
aussi  par  le  milieu  d  de  HF. 

On  voit  par  là  que  ABC  {Jîg*  8)  étant  le  triangle 
donné,  m  le  pied  de  la  hauteur  A/ra,  ad  une  des  droites 


dont  on  cherche  l'enveloppe  et  qui  rencontre  en  a  le 
côté  BC  et  en  die  cercle  des  neuf  points,  le  triangle  adm 
est  isoscèle.  Or  l'angle  m  de  ce  triangle  a  pour  mesure 


arc  di 


9  a  1  angle  en  a  a  pour  mesure 


ATc(  mk  —  fit) 


donc 


2  •"  *  a 

arcm/r=:2arcrfi,  donc  la  droite  a&  enveloppe  une  hypo- 
cycloïde  circonscrite  au  cercle  des  neuf  points  et  touchant 
les  trois  côtés  et  les  trois  hauteurs  du  triangle  donné,  ce 
qu'on  pouvait  prévoir  en  prenant  le  point  F  à  un  som- 
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met  oa  au  point  diamétralement  opposé  à  un  sommet  de 
ce  triangle. 

On  voit  aussi  que  Thypocycloïde  est  l'enveloppe  des 
tangentes  au  sommet  des  paraboles  inscrites  k  un 
triangle  (*). 

MSGDSSION  ALGÉBRIOUE  DE  LtQlIATION  EN  X, 

Pui  M.  A.  PICART. 


Soient 

(i)     S  =  Aa:^ -h  2Bjc^ -hCj*-4-2Da?  4-2E7-f-F=o, 

(2)  S'  =  A'x'-t-  nB'xx  4-  Cy^-h  nD'x  -+-  2E'j  +  F'~  o 

les  équations  de  deux  coniques  ; 

(3)  S  — XS'  =  o 

l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  leurs 
points  d'intersection. 

En  exprimant  que  cette  dernière  équation  représente 
deux  droites,  on  obtient  la  condition 


(4) 


A— ^A'  B— )iB'  D  — XD' 
B  — XB'  C-XC  E— XE' 
D  — XD'     E  — XE'     F— Xr 


c'est  l'équation  en  X. 

Pour  qu'à  une  valeur  réelle  de  X  corresponde  un  sys- 
tème de  sécantes  communes  réelles,  il  faut  que  celte  va- 
leur de  X  rende  positive  la  quantité 

(B  -  XB')^-  (A  —  XA')  (C  --  XC), 

que  nous  appellerons  A,  ou  bien  l'annule  en  rendant 

(•)  Crelle,  p.  no,  §  20. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(3a) 
positive  la  quantité 

(E  — XE')»-(C  — XC')(F  — IF'), 

que  nous  désignerons  par  A|. 
Or  Téquation  (4)  peut  s^écrire 

/  {F->F)[(A  — >A')(C-llC')-(B-XB')»] 

(5)  I       -.  (A— XAO(E-.\E0»— (C— XC')(D-XDO» 

(  -h  2(B—  XB')  (D  —  XD')(E  —  XE')  =  o. 

Supposons  d'abord  AfC —  B"  >  o  ;  Téquation  du  se- 
cond degré 

(6)  (A  -  X A')  (C  -  X C  )  -  (B  —  XB')'  =  o, 

dont  le  terme  en  X*  a  pour  coefficient  A'G —  B'*,  a  ses 

racines  réelles;  car,  pour  X  =  oo  ,  son  premier  membre 

A         C 
est  positif,  et,  pour  X  =  --7  ou  —9  il  est  négatif.  Nous 

A  (4 

ABC 
excluons  le  cas  où  Ton  aurait  -7  =  --,  =  —>  parce  qu'a- 

A  Jd  \> 

lors  on  voit  immédiatement  que,  pour  X  s=  --79  Téqua- 

tion  (3)  représente  deux  droites  réelles  dont  une  à  Tinfini. 

A         C 

Désignons  par  ce  et  |3  ces  deux  racines;  si  77  <C  ;v'  1  u"^ 

A  Cl 

A  C 

est  plus  petite  que -7' l'autre  plus  grande  queT;7-,  soit 

A  C 

*<Ct7»  P!>7v'  Substituons  successivement  «  et  (3  à 

A  Lt 

la  place  de  X  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (5), 
ce  premier  membre  devient,  pour  X  =  a, 

—  (A  —  aA')  (E  —  aE')«—  (C  —  aC) (D  —  aD')» 


H-  2  (E  -  aE'  ) ( D  —  aD')  v^(A  — aA')(C  — «C)  ; 

mais 

^  A  ^  C 
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(33) 
d'oà  l'on  tire,  puisqu'on  peut  toujours  supposer  A'  >»  o, 
par  suite  C>  o,  en  vertu  de  Thypothèse  A'C —  B'*>  o, 

A  — «A'>o,     C  — aC'>o; 

donc  le  résultat  de  la  substitution  est 

—  [(E-  aE')  v'a"^^^"^—  (D  -  aD')  ^C^Tc]', 

c  est-à-dire  négatif. 

Pour  ^  =  i3,  le  résultat  de  la  substitution  esl,  puisque 

(5  >  ~  >  ^,  et,  par  suite,  A  — ^ A'<  o,  C  —  (3C<  o, 

H- [(E  ~  PE')  v^"^=TÂ -f- (D  -  pD')  v^[G^^>, 

c'est-à-dire  positif.  Donc  Téquation  (5)  a  une  ou  trois 
racines  réelles  comprises  entre  a  et  p.  Soit  V  Tune  de 
ces  racines  ;  cette  valeur,  mise  à  la  place  de  1  dans  le 
premier  membre  de  Téquation  (6),  le  rend  négatif,  puis- 
qu'elle est  comprise  entre  ses  deux  racines  *,  donc,  pour 
X  =  V,  la  quantité  A  est  positive. 
Considérons  en  second  lieu  le  cas  où 

A'C— B'^<o. 

Les  racines  de  Téquation  (6)  peuvent  être  réelles  ou 
imaginaires.  Supposons- les  d'abord  réelles-,  soient  a  etp 

ces  deux  racines  :  elles  sout  toutes  deux  on  <;— >  ou 

A       C  C 

comprises  entre  77  et  -7»  ou  >  —  •  Si  on  les  substitue  à 
A         Cl  Cl 

la  place  de  X  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (5), 

comme  A  —  «  A'  et  C  —  aC  sont  de  même  signe,  ainsi 

que  A —  P  A'  et  C  —  |3C,  puisque  leur  produit  est  positif, 

on  obtient  ou 

-  [(E-aE')VA~^-(D-.«D')v/C-7C']S 
~[(E-pEON/Âirpv--(D-pD')v/C^pC']% 
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ou 

-4-  [(  E  —  aE'  )  v^a  A^^Ti  H-  ( D  -  aD' )  V^aC  —  C]% 
-+-  [(E  —  pE'  )  VpA'^^^^^  -h  (D  -  piy)  v/pC' ~"C]% 

c'est-à-dire  toujours  deux  résultats  de  même  signe.  Donc 
Téquadon  en  X  a  une  ou  trois  racines  réelles  en  dehors 
de  l'intervalle  compris  entre  a  et  |3  ^  mais  toute  valeur  de 
X  non  comprise  entre  a  et  f3  fait  prendre  au  premier 
membre  de  Téquation  (6)  le  signe  — ;  donc,  encore  dans 
ce  cas,  il  y  a  au  moins  une  racine  de  l'équation  en  X  qui 
rend  positive  la  quantité  A. 

Si  nous  supposons  maintenant  les  racines  de  l'équa- 
tion (6)  imaginaires,  son  premier  membre  prend  toujours 
le  signe  —  pour  toute  valeur  de  X  ;  par  conséquent,  tontes 
les  racines  réelles  de  l'équation  en  X  rendront  positive  la 
quantité  A. 

Il  nous  reste  encore  à  faire  voir  que,  quand  l'une  des 
racines  réelles  de  Téquation  en  X  annule  A,  s'il  n'y  en  a 
pas  d'autre  qui  rende  A  positif,  elle  rend  positive  ou 
nulle  la  quantité  Ai,  c'est-à-dire  que,  pour  cette  valeur 
de  X,  l'équation  (3)  représente  deux  droites  réelles  paral- 
lèles distinctes  ou  une  droite  double  réelle.  En  effet, 
l'équation  en  X  peut  s'écrire 

(B  — XB')(E  — XE')— (C  — XC')(D— XD')* 
—  [(B  —  >B')-~  (A  —  XA')  (C  —  XC')] 
X  [(E  -  XE')^  -  (C  -  XC) (F  -  XF')]  =  o, 

ce  qui  montre  que  A  et  Ai,  quand  ils  ne  sont  pas  nuls, 
sont  de  même  signe.  Or,  si  la  racine  réelle  X'  qui  rend 
généralement  A  positif  l'annule,  on  peut  supposer  que 
les  coefficients  A,  A',  B,  B',  C,  C,...  soient  altérés  de 
quantités  infiniment  petites  qui  ne  feront  que  modifier 
infiniment  peu  les  deux  courbes;  la  racine  XMeviendra 
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W-hâiï!'^  elle  cessera  d'annuler  la  quantité  A  pour  la 
rendre  positive;  par  suite,  elle  rendra  positive  la  quan- 
tité Al  ',  mais  la  nouvelle  valeur  de  A|  diffère  infiniment 
peu  de  la  première;  donc  celle-ci  était  positive  pour 
X  =  X',  à  moins  qu'elle  ne  fût  nulle  en  même  temps 
que  A. 

Sans  vouloir  entrer  dans  le  détail  des  cas  particuliers, 
il  nous  faut  pourtant  examiner  encore  spécialement  le 
casoùA'C  — B'«  =  o. 

Alors  Téquation  (6)  se  réduit  à 

(6')  (2 BB'  —  AC  —  C A')  >  -f-  AC  —  B»  =  o  ; 

Tune  de  ses  racines  est  infinie.  Désignons  Tautre  par  p  . 
siaBB' — AC — CA'^o,  cette  racine  est  plus  grande 

C 
que  —  j  et,  si  aBB' — AC — CA'«<o,  elle  est  plus  petite 

que  --7*  En  effet,  dans  le  premier  cas,  on  a  bien 
B^— AC 


2BB'  — AC— CA'-^C' 

car,  si  Ton  chasse  les  dénominateurs,  cette  inégalité  de- 
vient, en  tenant  compte  de  Thypothèse  A'C —  B^*  =  o, 

(B^/cP— Cv^r)'>o; 

dans  le  second  cas,  on  a  bien 

2BB'-AC'— CA'^A'' 
car,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  on  obtient 

(BV^— A\/C>>o. 

Mais,  dans  le  premier  cas,  si  l'on  substitue  /3  à  X  dans 
Féquation  (5),  son  premier  membre  devient 

-f.  f(E  -  pE')  v^pïT^TA^.  (D  ~  pD')  v^pc^:rcji, 

3. 
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c'e8t*à*dire  positif;  dans  le  second,  il  devient 

-  [(E—  pE')  v/A-pV-(D  -  pD')  v'C^^'^h 

c^est-à-dire  négatif.  D'ailleurs,  si  Ton  substitue  +00  à  1, 
on  trouve  le  signe  du  discriminant 

A'E'*4-C'D'»— 2B'D'E'-hF(B'*- A'C). 

qui  se  réduit  ici  i 

A'E'»4-C'D'^-   aB'DE' 

ou  _^ 

(eVÂ^~d'v/c')% 

c'est  à-dire  le  signe  -h.  Donc  Téquation  en  X  a  une  ou 
trois  racines  réelles  inférieures  à  ^  dans  le  premier  cas, 
et  supérieures  à  |3  dans  le  second;  mais,  dans  le  premier 
cas,  tout  nombre  inférieur  à  [3,  mis  à  la  place  de  X,  rend 
le  premier  membre  de  Téquation  {&)  négatif;  dans  le 
second,  la  même  chose  a  lieu  pour  tout  nombre  supé- 
rieur à  |3;  donc  il  7  a  au  moins  une  racine  réelle  de 
Téquation  en  X  qui  rend  positive  la  quantité  A,  réduite 

ici  à 

-  (2BB'~  AC—  CA')  X  -  AC  -h  B». 

Si,  en  même  temps  que 

A'C'-B'^=:o, 
on  a 

aBB'—AC— CA'zzio, 
on  en  tire 

_ (A^± ^' -  (AC'-^CA^)^ __ Ac     a^çm-cva;» 
~"      4B''      ""      4A'c'     ■"  2  "^      4a'c' 

Or 

A'C^'+C^A^»       AC 

4A'C'        ^   2'' 

car  cette  inégalité  revient  à 

(AC'-CA')»>o; 
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donc  B*  —  AC  est  positif  :  la  quantité  A  est  alors  con- 
stante et  positive. 

SUR  U  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ÉOUATNNS^ 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Je  rappelle  d'abord  un  théorème  bien  connu  :  le  po- 
lynôme du  second  degré  X,  homogène  en  Xi,  Xt,  Xs,..., 
x«  peut  être  décomposé  en  une  somme  de  n  carrés  po- 
sitifs, négatifs  ou  nuls,  et  cela,  du  reste,  d^une  infinité  de 
manières,  ainsi  que  le  prouve  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  Ce  que  nous  voulons  prouver,  c'est  que, 
de  quelque  manière  que  s^effectue  la  décomposition,  le 
nombre  des  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls,  sera  tou- 
jours le  même. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  cas  d'une  et  deux  va- 
riables. En  effet,  un  polynôme  homogène  à  deux  variables 
ne  saurait  être  à  la  fois  une  somme  et  une  différence  de 
carrés  ;  car  ses  racines  seraient  a  la  fois  imaginaires  et 
réelles,  ce  qui  est  absurde.  Il  ne  saurait  non  plus  être 
une  somme  de  carrés  positifs  et  une  somme  de  carrés 
négatifs  :  ainsi  le  théorème  est  établi  pour  le  cas  de 
deux  variables.  La  discussion  des  courbes  du  second  de- 
gré, celle  des  surfaces  du  second  ordre  prouvent  qu'il  a 
lieu  encore  pour  les  cas  de  trois  et  quatre  variables. 

Admettons  qu'il  ait  lieu  pour  le  cas  de  n  variables. 
Considérons  ensuite  un  polynôme  P  quelconque  homo 
gène  et  du  second  degré  à  n  +  i  variables,  Xi,  Xt, . . .  ^ 
^iH-i  j  supposons-le  susceptible  des  deux  décompositions 

P  =  ai  X,  -4-  a»  X,  -♦-...-<-  a,^!  X;,^.|, 
X  et  Y  désignant  des  fonctions  linéaires,  et  a,  P  Tun  des 
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nombres  —  i,  o,  4-  i.  On  aura 

i^  Observons  que  Tune  des  quantités  a  est  de  même 
signe  que  Tune  des  quantités  (3  ;  car  si  tous  les  a,  par 
exemple,  étaient  positifs  et  tous  les  |3  négatifs,  le  pre- 
mier membre  de  (i)  serait  positif,  et  le  second  négatif, 
ce  qui  est  inadmissible. 

a®  Si  nous  supposons  a„^.i  =  P«+i,  on  pourra  poser 

Xn+i  ^=  Xh+i       ou       Xn+i  —   In^-i  =  O, 

et  l'on  pourra  en  conclure  x„+i,  par  exemple,  en  fonc* 
tion  linéaire  de  Xi^  or,,. . .,  Xn^  à  moins  que  Ton  n'ait 
identiquement  X,^.i  =  T„^.i  ^  mais,  même  dans  ce  cas,  on 
pourrait  choisir  pour  Xn^i  une  fonction  linéaire  arbi- 
traire de  a?!,  Xj, . . . ,  x„. 

La  formule  (i),  quand  on  y  remplace  x„+i  par  sa  va- 
leur, prend  la  forme 

(2)  «.x;'H-«,xvH-...+cr,x;^=p.YV-f-p.T;»+...-4-p.Y;s 

X^  et  Y'  désignant  les  valeurs  de  X  et  Y  exprimées  en 
JT],  jr„. . .,  x„.  Celte  formule  (2)  est  identique  comme 
la  formule  (i)  ;  car  t„+i  seul,  qui  n'y  entre  plus,  cesse 
d'être  arbitraire. 

Or,  par  hypothèse,  une  identité  telle  que  (a)  ne  sau- 
rait avoir  lien  entre  n  variables,  si  elle  ne  contient  pas 
le  même  nombre  de  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls  dans 
ses  deux  membres.  Donc,  etc. 

Cela  posé,  considéixms  le  polynôme  du  second  degré 
en  Xo,  X,,. . .,  x„«i  : 

/         (r  —  a,)  (.ro  -+-  a,  j:,  H-  aî  or,  -t-  .  .  .  -+-  a*?-'  x„.,)» 
/jj    )   -4-(f— a»)(ar, -f-ajJC,  4-»;^:,+..  .-t-a»-*Xn_,)* 
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toat  décomposé  ea  carrés,  dans  lequel  ai,  a,,. .  .,  a^ 
sont  les  n  racines  de  l'équation  à  coefficients  réels 

/(a?)  =  o, 

et  t  une  indéterminée  ;  désignons  ce  polynôme  par  7  (f  ). 
Je  dis  que  le  nombre  des  carrés  positifs  dans  lesquels  oa 
peat  le  décomposer  est  égal  au  nombre  des  racines  réelles 
moindres  que  r.  Cela  est  évident  quand  toutes  les  racines 
sont  réelles;  mais,  quand  il  y  en  a  d'imaginaires,  la  for- 
mule (3)  semble  compliquée  d'imaginaires,  et  Ton  ne 
voit  pas  aussi  bien  les  choses. 

Supposons  ai  imaginaire;  soit  a^  la  racine  conjuguée; 
les  deux  premières  lignes  de  la  formule  (3)  seront  des 
expressions  conjuguées  :  leur  somme  sera  donc  réelle.  Il 
est  facile  de  voir  qu'elle  est  la  différence  de  deux  carrés. 
En  effet,  posant 

f  —  a,  r=  A  -4-  B  yj—  I ,      /  —  tta  =  A  —  B  sf—  I , 

jr,  -f-  a,  or,  -+-...=:  P  -f-  Q  \/—  i , 
.r,  -h  aj  X,  4-  .  .  .  =  P  —  Q  v^  —  I , 

la  somme  des  deux  premières  lignes  de  (3)  sera 

(  A  -f-  B  v/^)  (P'—  Q'-i-  aPQ  vZ-ï) 

-f-  (  A  —  B  sf^\)  (P»—  Q»-  aPQ  sf^i) 
ou 

3A(P'— Q»)  — 4BPQ, 
c'est-à-dire 

-(-«-¥^«)="[(-"â«)'-«'(-"-)]- 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  racines  ne  sont  pas  toutes 
réelles,  le  nombre  des  carrés  positifs,  c,  sera  égal  au 
nombre  i  de  couples  de  racines  imaginaires,  augmenté 
du  nombre  n  des  racines  réelles  inférieures  à  t.  Soit  n' 
le  nombre  des  racines  réelles  inférieures  à  t',  et  c  Me 
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nonxbre  des  carrés  positi£i  dans  (f  (/')^  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

n  —  n'  z=zc  —  <?', 

Ainsi  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  t 
et  t'  est  la  différence  du  nombre  des  carrés  positifs  dans 
lesquels  on  peut  décomposer  (p(f)  et  (p(£'). 

Reste  à  montrer  comment  on  formera  la  fonction  sy- 
métrique (f  [t)  des  racines  de/=  o. 

Posons 
(^  —  z)  (ar. -4- oTi  z -f- a?,  «>^- .  . . -f- .r^,  2"-')»=  F  (z); 

le  coefficient  de  -  dans  — ^     ^     sera  précisément 

F  (a,)  +  F  (a,) -+-...      ou     ^(0- 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  pro- 
position, très-connue  d'ailleurs. 

Le  théorème  précédent,  analogue  i  celui  que  M.  Her- 
mite  afaîtconnaitre  pour  remplacer  lethéorèmedeSturm, 
est  d'une  application  beaucoup  plus  facile  que  ce  der- 
nier, une  simple  division  suffisant  à  faire  connaître  le 
résultat. 

BIBL106RAPH1B. 


Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires^  par 
M.  Màximilibn  Marie,  répétiteur  à  l'École  Polytech- 
nique, t.  P^.  —  Nouvelle  Géométrie  analytique^  ou 
extension  des  méthodes  de  la  Géométrie  de  Descartes 
à  Vétude  des  lieux  qui  peuvent  être  représentés  par 
les  solutions  imaginaires  des  équations  à  deux  et  ^ 
trois  variables. 
M.  Maximilien  Marie  se  propose  de  déyelopper,  dans  un 

seul  Ouvrage,  une  série  de  travaux  déjà  publiés  par  lui  à  di- 
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Tenes  époques,  mais  que  le  lectear  ne  storait  pas  toujours  se 
procurer  facilement. 

Le  premier  volume  de  cet  Ouvrage  vient  de  paraître  :  il  con- 
tient le  développement  d'un  nouveau  système  de  Géométrie 
analytique,  qui  a  surtout  pour  but  FinterpréUtion  des  solutions 
ifliaginaires  des  équations  à  deux  et  à  trois  variables.  Dans  ce 
système  de  Géométrie,  une  seule  et  même  équation  ne  repré- 
sente pas  seulement  une  courbe  réelle,  mais  une  infinité 
d'autres  courbes  réelles,  que  l'on  appelle  les  conjuguées  de 
celle-ci,  et  qui  ont  une  grande  analogie  de  propriétés  avec 
elle. 

Sans  entrer  ici  dans  de  grands  détails^  nous  allons  donner 
une  idée  de  la  théorie  de  M.  Marie. 

Considérons  l'équation 

et  soit  X  =  a  -t-  p  ^ —  1 ,  7  =r  a'  4-  p'  ^ — i  une  solution  de 
cette  équation  ;  nous  la  représenterons  par  le  point  dont  les 
coordonnées  réelles  seraient 

«'=a  -4-p, 

Gela  posé,  si  Ton  établit  entre  p  et  p'  une  relation  p'=  pc, 
e  désignant  une  constante,  on  aura 

(-'==:  a  H-  p, 
^^  |/z=a'+pc. 

Or  a,  p,  a'  étant  liés  entre  eux  par  les  deux  équations  dans 
lesquelles  se  décompose 

/(«-+- pv/=T,     a'-+-pV^)=^o, 

les  équations  (i)  donneront  «'  et  y  en  fonction  d*un  seul 
des  paramètres  a,  p,  a'.  Le  lieu  des  points  4/,  y,  pour  une  va- 
leur donnée  de  c,  est  ce  que  Ton  appelle  la  conjuguée ^  c  du 
lieo/(;r,  x)  =  o;  c  en  est  la  caractéristique.  La  caractéristique 
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de  chaque  conjaguée  dépend  du  choix  des  axes,  mais  non  la 
figure  ni  la  position  de  cette  conjuguée. 

M.  ]klarie  montre  que  la  quantité  c  est  le  coefficient  angu- 
laire de  la  direction  qu'il  faudrait  donner  à  l'axe  des  y  pour 
rendre  les  abscisses  x  de  la  conjuguée  c  réelles. 

Les  conjuguées  d^un  lieu  du  premier  degré  à  coefficients 
imaginaires  sont  des  droites  issues  d'un  même  point. 

Les  conjuguées  d'une  ellipse  sont  les  hyperboles  ayant  les 
mêmes  diamètres  conjugués  que  cette  ellipse  et  touchant  oetle 
ellipse. 

Lorsque  Ton  considère  deux  équations 

si  r—  =  -^  et  ^—  z=  -î,  les  courbes  réelles  représentées  par 

ùx        ^x      Dj       ^y 

ces  deux  équations  seront  tangentes*  Il  en  est  de  même  des 
conjuguées  de  ces  courbes  réelles  qui  passent  au  point  (x,  y)^ 
lorsque  ce  point  est  imaginaire. 

Si  l'on  remplace  en  particulier  l'équation  ç  =  o  par 

la  droite  représentée  par  cette  équation  sera  tangente  ày=:  o, 
et  si  le  point  x^  y  est  imaginaire,  la  conjuguée  de  cette  droite 
qui  y  passera  sera  tangente  à  la  conjuguée  de  même  caracté- 
ristique de  la  courbe /=  o. 

L'enveloppe  des  conjuguées  d'une  courbe  donnée  par  l'équa- 
tion/"(or,  ^)==:o  comprend  évidemment  la  courbe  réelle  repré- 
sentée par  cette  équation  ;  mais  cette  courbe  n'est  pas  la  seule 
enveloppe  des  conjuguées  en  question.   M.  Marie  trouve  la 

ày         ,  , 
seconde  partie  de  l'enveloppe  en  exprimant  que  —  est  réel; 

l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  jouit  de  plusieurs  pro- 
priétés intéressantes  que  nous  ne  pouvons  pas  énoncer  dans  un 
aperçu  nécessairement  succinct. 

M»  Marie  étudie  successivement  la  théorie  des  asymptotes, 
des  centres  et  des  diamètres,  etc.,  dans  les  courbes  et  leurs 
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conjoguéeSy  et  presque  toujours  les  conjuguées  semblent  en 
quelque  sorte  compléter  la  courbe  réelle;  les  propriétés  des 
conjuguées  rappellent  celles  des  hyperboles  tangentes  à  une 
même  ellipse  et  possédant  les  mêmes  diamètres  conjugués. 

Le  Chapitre  XI  du  livre  de  M.  Marie  est  une  introduction  à 
la  théorie  de  la  courbure  des  lignes,  on  y  étudie  le  lieu 

et  ses  conjuguées';  Tenveloppe  de  ces  conjuguées  est  un  cercle. 
La  théorie  de  la  courbure  des  lignes  planes  est  étudiée  dans  le 
Chapitre  suivant  j  on  y  remarque  le  théorème  suivant  : 

La  déçeloppée  de  l'enpeloppe  imaginaire  des  conjuguées 
d'une  courbe  est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la 
déçeloppée  de  cette  courbe, 

ht  Chapitre  XIY  est  consacré  à  Tétude  des  points  singuliers 
des  courbes  planes. 

Le  Chapitre  XY  traite  de  la  quadrature  des  courbes  planes 
et  de  leurs  conjuguées.  En  appelant  d  Fangie  des  axes,  la  no* 
tation  suivante,  où  les  limites  ar«,  jr^  et  x,,  Xt  ^  rapportent  à 
deux  points  d'une  même  conjuguée, 


sinO  I  ydx^ 


représente,  par  sa  partie  imaginaire.  Taire  comprise  entre  la 
conjuguée  et  le  diamètre  correspondant  à  ses  cordes  réelles, 
et,  par  sa  partie  réelle,  l*aire  comprise  entre  le  diamètre,  Taxe 
des  X  et  les  deux  ordonnées  extrêmes. 

Parmi  les  résultats  trouvés  par  M.  Mane,  on  remarque  le 
suivant  : 

L'arc  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  est  fourni 
par  la  même  intégrale  que  l'arc  de  V enveloppe  réelle  ou  de  la 
courbe  proposée. 

.Nous  bornons  à  ces  considérations  le  compte  rendu  de  TOu- 
vrage  de  M.  Marie;  mais  nous  ajouterons,  pour  en  donner  une 
idée  et  inspirer  au  lecteur  le  désir  d'en  faire  la  lecture ,  que 
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Fauteur  étend  toutes  les  considérations  dont  nous  venons  de 
parler  à  la  Géométrie  dans  Tespace. 

Ainsi,  à  toute  surface  on  peut  adjoindre  une  infinité  de  sur- 
faces conjuguées  dont  Fétude  est  aussi  simple  que  celle  des  con- 
juguées des  courbes  planes.  ^  H*  Laursht. 

Histoire  des  Mathématiques  depuis  leur  origine  jus- 
qu^au  commencement  du  xix*  siècle,  par  M .  F.  Hoefeb, 
1874.  —  Paris,  Hachette.  Un  vol.  de  600  pages»  avec 
4^  figures  dans  le  texte.  Prix  :  4  francs. 

Le  livre  que  nous  annonçons  fait  partie  de  la  collection  inti- 
tulée Histoire  universelle  y  publiée  sous  la  direction  de  M.  Y. 
Duruy.  On  doit  déjà  à  M.  Hœfer  une  série  d'ouvrages  relatife 
à  l'histoire  des  sciences  physiques,  astronomiques  et  naturelles. 
V Histoire  des  Mathématiques  forme  le  complément  de  cette 
série  importante. 

L'auteur  de  cet  Ouvrage  a  suivi  dans  ce  travail  une  méthode 
excellente  qui  établit  les  quatre  grandes  périodes  principales  ' 
de  révolution  de  la  science  : 

l '^  Invention  des  nombres,  des  chiffres  et  des  premiers  élé* 
ments  de  VArithmétique  et  de  la  Géométrie. 

C'est  à  ces  seules  notioqs,  à  part  quelques  faits  particuliers, 
que  se  bornèrent  les  connaissances  des  peuples  de  l'Orient,  la* 
dons.  Égyptiens,  Chinois,  etc. 

2^  Écoles  grecques  fondées  par  Thaïes,  Démocrite  et  Anaza- 
gore,  Pythagore  et  Platon.  Écoles  d'Alexandrie,  fondées  par 
Euclide,  puis  par  Ptolémée. 

Ces  diverses  Écoles  poussèrent  les  sciences  mathématiques 
fort  loin,  mais  ne  réussirent  pas  à  d^ager  de  loi  générale. 

3^  Période  de  transition  :  développement  de  TAlgèbre  pen- 
dant le  moyen  âge. 

4°  Temps  modernes  :  invention  et  usage  du  Calcul  infinité- 
simal, des  séries  et  des  fonctions. 

L'Histoire  générale  des  Mathématiques  a  toujours  offert  nu 
grand  intérêt.  Elle  a  démontré  combien  ont  été  pénibles  les 
efforts  de  Tesprit  humain  à  dégager  la  vérité,  à  créer  les  mé- 
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tkodes  de  raisonnement  et  d'investigation ,  à  généraliser  les 
résultats  en  possession  desquels  il  s'est  trouvé  peu  à  peu. 

Le  progrès  dans  ce  genre  de  recherches  a  éprouvé  des  fluc- 
tuations bien  singulières,  liées  intimement  à  l'histoire  des  peu- 
ples qui  ont  constitué  la  grande  famille  de  l'humanité.  En 
dehors  des  Grecs,  par  exemple,  quel  peuple  nous  a  légué  une 
plus  abondante  moisson  de  vérités  mathématiques?  C'est  à  ce 
peuple,  k  l'espnt  si  net,  à  l'intelligence  si  vive,  que  la  science 
moderne  est  redevable  de  toutes  ses  méthodes  les  plus  délicates. 
Les  Arabes,  dont  on  a  vanté  l'habileté,  n'ont  pas,  à  beaucoup 
près,  contribué  autant  que  les  Grecs  au  progrès  des  Mathéma* 
tiques.  Us  ont  en  principalement  la  gloire  d'avoir  traduit  et 
commenté  leurs  ouvrages,  mais  les  véritables  géomètres  arabes 
sont  en  bien  petit  nombre,  et  leur  passage  a  été  de  bien  courte 
dorée. 

Ces  diverses  particularités,  M.  Hcefer  les  a  ti*ès-bien  signa- 
lées dans  les  livres  UI  et  IV,  dont  l'importance  n'échappera  pas 
au  lecteur.  U  nous  suffirait  de  mentionner  ici  les  savants  grecs 
qui  ont  attaché  leur  nom  à  divers  théorèmes  d'Analyse  et  de 
Géométrie  bien  connus;  mais  ce  détail  nous  mènerait  trop 
loin  et  nous  forcerait  à  paraphraser  l'exposé  de  Tautenr. 

L'histoire  des  Mathématiques  chez  les  Grecs  est  précédée  de 
considérations  sur  les  origines  des  Mathématiques,  formant  le 
Livre  I*'  de  l'Ouvrage,  et  du  Livre  II  consacré  aux  Mathémati- 
ques dans  l'antiquité. 

Le  livre  Y  renferme  l'historique  de  la  période  de  transfor* 
matioB,  qui  embrasse  tout  le  moyen  âge,  dont  elle  a  gardé 
l'empreinte  caractéristique.  L'esprit  humain,  à  cette  époque,  se 
livra  aux  combinaisons  compliquées  à  plaisir.  L'idée  simple 
devait  éprouver  la  plus  grande  difficulté  à  se  dégager;  des  con- 
sidérations astrologiques  et  mystiques  servirent  à  envelopper  la 
science,  dont  elles  retardèrent  longtemps  encore  le  dévelop* 
ment.  I^ous  les  retrouvons  pour  la  dernière  fois  au  xvi'  siècle  : 
elles  ont  servi  de  base  aux  immortels  travaux  de  Kepler.  Enfin 
cette  même  époqne  vit  éclore  aussi  ces  vaines  recherches  aux- 
quelles donna  lien  la  quadrature  du  cercle,  dont  l'histoire  a 
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fait  l'objet  de  nombreux  développements  dans  le  grand  Ouvrage 
de  Montucla,  et  dans  un  livre  spécial  que  publia  ce  même  au- 
teur en  I 754* 

Le  Livre  VI  et  dernier  est  consacré  à  Thistorique  succinct  des 
progrès  des  Mathématiques  pendant  les  xvi",  xvii*  et  xviii*  siè- 
cles. La  question  de  Torigine  et  de  la  priorité  du  Calcul  infini- 
tésimal est  soigneusement  élucidée;  l'auteur  a  dà,  malheureu- 
sement, réduire  son  exposé  aux  faits  les  plus  essentiels;  il  lui  a 
fallu  se  renfermer  dans  les  modestes  limites  d'un  traité  élémen- 
taire, et  qui,  pour  être  spécial, exigerait  plusieurs  gros  volumes, 
à  en  juger  déjà  diaprés  les  recherches  de  Montucla  et  de  de  la 
Lande,  qui  s'arrêtent  aussi  au  xix"  siècle,  tandis  que,  depuis, 
de.  nouvelles  méthodes  ont  été  créées,  qui  ont  produit  les  ré- 
sultats les  plus  inattendus. 

L'esprit  de  méthode  et  la  concision  dans  l'exposé  recom- 
mandent cet  Ouvrage  à  tontes  les  personnes  qui  s'intéressent 
au  progrès  des  Mathématiques.  Les  élèves  des  classes  de  Ma- 
thématiques spéciales,  les  candidats  à  la  licence  et  à  l'agrégation 
y  trouveront  des  éléments  utiles  à  leurs  recherches  et  à  lenrs 
travaux  ;  enfin  ce  livre  sera  lu  aussi  par  les  personnes  qui  n'ont 
pas  fait  des  Mathématiques  élevées  l'objet  de  leurs  études,  l'aa- 
teur  ayant  écarté  soigneusement  les  théories  arides  et  les  for- 
mules compliquées. 

L'histoire  complète  des  Mathématiques  exigerait  bien  d'autres 
développements.  Elle  devrait  comprendre  la  biographie  des 
mathématiciens,  le  détail  de  leur  correspondance  avec  les  géo- 
mètres de  leur  temps,  l'exposé  de  leurs  méthodes  et  la  critique 
de  leurs  ouvrages.  Pour  l'étude  de  plus  d'une  question,  il  fau^ 
drait  consulter  de  nombreux  documents,  reproduire  les  origi- 
naux les  plus  importants,  interpréter  même  les  passages  obscurs 
et  difficiles.  Tel  n'a  pas  été  le  programme  du  travail  de  M.  Hœfer. 
Il  a  été  obligé  de  le  resti'eindre  à  des  proportions  plus  modestes, 
qui  le  rendent  ainsi  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  lec- 
teurs. 

De  nos  jours  où  la  science  a  été  mise,  pour  ainsi  dire,  à  la 
portée  de  tous,  un  ouvrage  élémentaire,  un  exposé  succinct , 
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répond  à  ua  besoin  réel  et  suffit  grandement  à  combler  une 
lacune.  Tel  est  le  cas  de  cet  Ouvrage,  qu*il  faudra  consulter 
lorsqu'on  écrira  Thistoire  complète  des  Mathématiques,  pour 
faire  suite  au  grand  Traité  de  Monturla,  achevé  et  publié  par 
de  la  Lande,  et  à  l'Histoire  de  F  Astronomie  par  Delarobre  et  par 
Bailly,  ouvrages  précieux  par  les  exposés  lucides  et  les  docu- 
ments originaux  qu'ils  renferment  en  si  grand  nombre. 

V Histoire  des  Mathématiques  de  M.  Hœfer  s'arrête,  avons- 
nous  dit,  au  commencement  de  notre  siècle.  Depuis  cette  époque, 
l'Analyse  et  la  Géométrie  se  sont  enrichies  de  méthodes  et  de 
théories  toutes  nouvelles,  dont  le  principe  date  de  nos  jours. 
En  Analyse,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  méthodes 
d'intégration  ;  en  Géométrie  analytique,  les  coordonnées  curvi- 
lignes, les  propriétés  des  courbes  gauches  ;  en  Géométrie,  la 
théorie  des  surfaces,  le  principe  de  correspondance  et  ses  nom* 
brenses  applications  dans  la  voie  féconde  ouverte  par  M.  Cbasles 
et  suivie  par  les  géomètres  contemporains  :  tels  sont  les  prin- 
cipaux résultats  acquis  à  la  science  depuis  ces  derniers  temps. 

Les  progrès  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse  en  France  ont  fait 
lobjet  de  rapports  présentés  par  M.  Ghasies  et  par  M.  Bertrand. 
UaisTexposé  historique  des  progrès  accomplis  à  la  fois  en  France 
et  à  l'étranger  nécessitera  de  longues  et  savantes  recherches,  qui 
exigeront,  de  la  part  de  celui  qui  les  entreprendra,  une  connais- 
sance  approfondie  des  théories  modernes,  afin  qu'il  puisse  éta- 
blir, entre  des  méthodes  si  variées,  la  coordination  qui  existe 
entre  elles,  et  qui  représente  le  caractère  philosophique  de  cette 
histoire  des  progrès  de  l'esprit  humain. 

H.  BaocA&D. 


GOBBBSPONDANGB. 


Extrait  (Tune  Lettre  de  M.  /•  de  la  Goumerie.  — 
Le  numéro  de  novembre  1874  ^^^  Nous^elles  Annales 
contient  une  Note  très-intéressante  de  M.  *Haton  de  la 
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Goupillière,  sur  l'enveloppe  d'une  droite  dont  deux 
points  décrivent  des  lignes  rectangulaires. 

Cette  enveloppe  est  une  variété  d'une  courbe  que  j'ai 
étudiée  sons  le  nom  de  trilatérale  harmonique,  et  dont 
j'ai  fait  connaître  diverses  propriétés  en  la  considérant 
soit  isolément,  soit  dans  ses  relations  avec  certaines  sur- 
faces symétriques  par  rapport  aux  plans  et  aux  sommets 
d'un  tétraèdre. 

Il  ne  me  serait  pas  possible  de  reproduire  en  quelques 
lignes  les  théorèmes  assez  nombreux  auxquels  je  fais 
allusion.  Je  désire  seulement  ajouter  cette  indication  à 
l'énumération  que  M,  Haton  de  la  Goupillière  a  faite 
des  résultats  obtenus  par  divers  géomètres  sur  la  cubo* 
cycloïde. 

QDESTION. 

1155.  On  donne  la  parabole  semi-cubique 

(i)  X» —  Zajr^z=o'y 

d'un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  trois  tan- 
gentes à  la  courbe^  désignons  par  (C)  le  cercle  qui  passe 
par  les  trois  points  de  contact.  Chercher  : 

i^  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C)  a 
un  rayon  constant  \ 

0?  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  (C)  est  constamment  sur  la  courbe  (i)  ; 

3®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C) 
touche  la  courbe  (i). 

Résoudre  les  mêmes  questions  pour  le  cas  de  la  para- 
bole cubique 

(a)  x^ — 3ajr  =  o. 

(L.  Painvin.) 
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LIBHAmiE  DE  GAUTHIER-VILLARS. 

â»trç«  ài4tafiqiio  tor  l'origiao  oi  lu  dèveluppQCieiit  des 
yeootUii»  Firtiaiîièrcmcîit  ûo  tnWm  t^i  se  rapporteTit 

î'.  r). r  ,  ,...,        *5    fr. 

ihr^OY.  Prolfifiâttttf  à  rUniverdité  do  Louvato.  ^  Comu  de  Géomélrio 
onai/ti^t.  *i  vo)iiiD06  grand  in-».  '    ireadans  leCosIc.* ..     17  Tr 

\  fitË  H.UNK  ;  187'!. *     8  l'f . 

uts  iij£  L  iiiiACE;  1874 9  (r 

i  ij  couleur,  i87«*  {Ou vragu  cmiip Ici*) S  fr. 

i 32  fr. 

r  -.Vf/ 

î^  !Ma+>.  ^^  I  PfT.firt^ir  ffniiufiatifae,  ÉieciricHé 

L,-^  [    ijt^  ,i  tt  ;a , au  fr. 

lAMm    —  Cours  de  Ph^slûne  de  rÊcôlê  Poîviedmlffme.  Af-M^^Piot.  .a 

Ttiormoillétrie,  DiUtnlOtii,  vient  tU*  parante^et 
I       ^  Le  Uim«  t*'  du  ti>f-(/j  r/  ^tcehmfmt  d«  M,  JiMm  el 

ruât  r< 

JiAjniHEIM  (à.).  Profocsoiarè  rfecole  PoIyteelmiiîtR».  ^  Sur  lei  turfaoes 
irajactoiroa  det  poiitu  d'une  âgiir«  de  larme  lnvarlabld  dont  le  dé- 

1     (0  ^  1»^  '  ^'  hhîariqii^,  puur  li»  So«ieiipt«ur»»  cil  lirn  %î<»  ÎJr  Tr-  rJ 

[B^  4o  JO  U  iiQ  r«  «Anonré  par  erreur  tur  b  touvdrlun:  du  liusiirrfi 
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(n««Kiêmc  Série.)  —  Janvier  lft7S> 
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Bi 


1  ne»». 


» 


TAULE     IIES     MATIÈRES. 


Gt  m  ta  tint)  iirs  ligticrs  ei  iJt*s  surfuces  ilii  secoDtl  degrii  4l*A|jf^ 

Jambi;  l>i*r  M,  /,  /ffl/ZA: - 5 

Sur  lliy|M>cyclàyc  k  Iroti  rf^limii&sepirot»;  par  M.  Ci^-Fh*  CtiÂm»,  â l 

Disftistîùn  nl^'rbiîi]»!^  ck  ré<]tiatiutt  en  >4  par  ftl«  ^«  i^iearr  r 

Sur  [»  Mfpnrfttkiii  dri  ratines  dei  eqtiatbns;  par  M.  17.  lautvé${,,  Sj 

Biblkigraphie.  4** 


LiaRiiiini  iii  GAUTIIlER*ViLLARS,  qoai  des  AiGuinii»,  55. 

élém@iitain^  î  ses  théories  de  la  Géométrie  modiinit.  - 

OGER  i  F.  )^  Profiseieur  (riliHloln)  4*t  lia  Géo^Ta]tbi(s  tttt  Collège»  &<> 
—  AUaii  de  GéograpMâ  : 

rir 

Ê»..-   :  ,.._.:.......■ 

Ift 

iaf^e  ne  DIXIEME    lu- 
fil, i\h. 

17',  H'  ET  9*  -5 


(Oeusirme  Série*)  —  FéirHei*  1S7S« 
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NOUVELLES  ANNALES 


t>E 


MATHÉMATIQUES, 

JOLRiSAl  DES  CANDIDATS 

U  %    t  lOLRS  rOLVTECHNlOUE  ET  NOBMAIH, 

lu  H  MM.  GKBONO, 

PK'D'rttticii    6 1.   iiiraiiiiTffilBt| 
tt 

Ch-  BlUSSE. 

*a««c;i   m  t.'BNiirM»iir  ■ 


l>EIT\IÈME   SÉRIE. 

TOME  QUATORZIÈUE. 


'«••i-icinivM  ttoxun-r.  kn  184^  cah  un.  gekono  tst  Tsnvci'Jt. 


FÉVIUER  1875. 


ilrd9«ér«  i^onr  ta  rédaction,  à  K.  (lEEOHO,  nts  d  Eafir,  IS, 
'   >  M    BRISSË,  ru©  d  Enter,  22. 


PARIS, 

nilKK'VlLLVRS,  IMPlUMEUIWLlUltAïaiî 


1875 


la-qiyjglr 


iTi 


LIBRAIRIE  DE   GAUTHIER-VILLARS. 

«OAl    DB»   «VOOSTIIIS,    55,    A    FAKIS. 


NOUVELLES  AlALES  DE  MATH£MT1|UES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 
AUX      ilCO^SS.     VQIsYTlEiOnKXqVK,     BIP      X«gR»|A%£, 

RÉDlGtt  PAR 

M.  GEKONO, 

Prore«iettr  de  Ualhèmaliquef, 
ET 

M.  Ch.  BRISSE, 

Répétttottr  à  l'Ecolo  PolytecbDique,  Agrégé  do  rUulverBilé. 


Fublioatlon    fondée    en    1,84 2    par    MBX.    Gerono    et   Terquen»} 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet  et  Bourg^et. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois  ot 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  texte. 
F^'année  1876  est  en  cours  de  publication. 

On  ne  peut  s'abonner  que  pour  Tannée  entière. 

L'abonnement  est  augmenté  de  3  francs  à  partir  de  l'année  1869,  et  les 
prix  pour  les  divers  pays  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu'il  suit  : 

Paris 15  fr 

Départements  et  Algérie 17 

Angleterre,  Allemagne,  Belgique,  Egypte,    Espagne,   Italie, 

Luxembourg,   Pays-Bas,    Portugal,    Suisse,  Turquie 18 

Amérique  du  Nord,  Chine,  Cocbinchine,  Grèce 19 

Amérique  du  Centre,  Brésil,  Chili,  Pérou,  Moldavie,  Norvège, 

Suède 20 


FaBanàlLE  SÉRZB  :  20  volumes  iD.8(1842àl86l),  au  lleu  de  240rranc9i, 
200  francs  payables  delà  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  100  francs 
restants  en  un  bon  à  trois  mois  à  Tordre  de  M.  Gauthier-Vil lars,  à  partir  de 
Pfpoque  de  la  livraison  des  20  volumes. 

Les  tomes  X  et  XVI  à  XX(i85i  et  1857-1861}  ne  se  vendent  pas 
séparément. 

Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément 12  ir. 

La  BBUZZiSMB  SÉRZB,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chaque 
mois  par  cahier  de  48  pages. 

Les  tomes  1  à  V  (1862  k  1866)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément. ..     15  fr. 
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(  49) 
SUR  LES  QUADRATURES, 

Par  m.  g.  POSSE, 

PrivQt-docent  à  rUniversité  de  Saint-Pétersbourg. 


Les  propriétés  connues  des  fractions  continues  algé- 
briques permettent  d^obtenir  sur-le-champ  une  formule 
générale  pour  Tévaluation  approximative  des  intégrales 
de  la  forme 


/: 


f(x)^[x)dx. 


et  dont  la  formule  célèbre  de  Gauss  n'est  qu'un  cas  par- 
ticnlier.  En  faisant  des  hypothèses  particulières  sur  la 
forme  de  la  fonction  Aonnée  f(x)^  oh  tombe,  dans  le 

cas  àef[x)  =  (i  —  J^')*^,  sur  la  formule  connue 

•7—1    sji  —  x^       ^ 
ou 

(s  — j:,){z  — xj).  .  .(2  — .«,)  =  ---  cos(/iarccosz). 

Cette  formule,  déjà  démontrée  de  diverses  manières  (^), 
occupe  un  rang  tout  particulier  parmi  les  autres  for- 
mules du  même  genre  :  d'un  côté,  elle  appartient  à  celles 
que  donne  la  théorie  des  fractions  continues  avec  le  de- 
gré d'approximation  qui  leur  est  propre  *,  d'un  autre,  elle 
est  une  formule  des  quadratures  à  coefficients  égaux  (**) . 

(■)  Voir  M.  Ch.  Hermitb,  Cours  d' Analyse,  p.  452;  M.  Mehler,  Journal 
de  Crelle,  t.  63,  p.  162. 

(*♦  )  Voir  Sur  Us  Quadratures,  par  M.  P.  TcHEBiCHBrr  {Journal  de  Idon^- 
Pille,  a*  série,  t.  XVIII). 

Ann.  de  Matkém.,  a«  série,  t.  XÎV.  (FéTrier  1875.)  4 
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(5o) 
Je  démontre  qu'elle  est  la  seule  jouissant  de  cette 
double  propriété,  en  me  proposant  de  résoudre  directe- 
ment la  question  suivante  : 

Trousser  la  forme  de  la  fonction  f(x)  qui,  restant 
positwe  entre  les  limites  —  x  et  -\-  i  de  la  variable, 
donne 


i 


H-i 

/(x)ff(j:)dx=z  *[(p(x,)-hç(x,)4-...4-7(^J] 

I 

k  étant  indépendant  de  la  forme  de  cp  (x),  et 

^{x)  r=  fl.  H-  rt,  j:  -4-  tf j  x^  -h . . .  H-  tfj, ar'"  -+-  a^n+i  x*"+*  -+-.... 

En  faisant  y  (x)  ■= »  intégrant  les  deux  membres 

de  l'égalité  précédente  par  rapport  à  z^  et  passant  en- 
suite des  logarithmes  aux  nombres,  on  aperçoit  immé- 
diatement que  la  question  proposée  est  équivalente  à 
cette  autre  : 

Trouver  la  fonction  f(x),  positivée  entre  les  limites 

—  i  et  -^i  de  la  variable^  pour  laquelle 

J-^  -F(z)  +  -^  +  — -f-..., 

F(z)  désignant  une  fonction  entière  de  degré  n. 

D'autres  cis  particuliers,  qu'on  trouve  développés 
dans  cette  Note,  m'ont  paru  dignes  d'attention,  à  cause 
de  leur  simplicité  et  de  la  facilité  avec  laquelle  on  les 
déduit  de  la  formule  générale. 

1.  La  fonction y*( or)  restant  positive  entre  les  limites 

—  I  et  + 1  de  la  variable,  on  sait  que  le  développement 
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(  5i  ) 
en  fraction  continue  de  Tintëgrale 


£ 


peut  être  mis  sous  la  forme 
k 


z  -^  a  -h 


az  -4-  B  H -- 

^        a.  *  +  p. 


tous  les  quotients  incomplets  étant  linéaires  par  rapport 

à  z. 

P 
Désignant  par  r^  la  réduite  du  rang  n'^'"',  nous  aurons 

Soit 

Q«  =  C{z  —  a:.)  (z  —  ar,).  .  •  («  ~  ^«) , 

C  étant  une  constante  et  Xi,  Xt, . . .  »  x»  des  quantités 
réelles,  inégales  et  comprises  entre  les  limites  — i  et 
+ 1  ;  nous  obtiendrons 


i  =  1 

Posant  ç  (z)  =  a©  4-  a,  «  -h . . .  -f-  a,„  5*"  -h . . . ,  multi- 
pliant les  deux  membres  de  la  formule  (i)  par  cp(z)  et 

égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  -y  nous  au- 

z 

rons  la  formule  générale  des  quadratures 

i  =  n 

£^',(x)/(,)^=5;^,(..)-^A, 

4. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


(5a) 
OÙ  A  est  de  la  forme  a,»  8  +  «i,»^,  e^-f- . . .  et  s'annule, 
par  conséquent,  chaque  fois  que  (f{x)  est  une  fonction 
entière  d'un  degré  inférieur  à  a/i. 
Remarquant  que 


J-i  x  —  Xi 


et  dénotant  par  A,-  le  coefficient    ",  ':?  nous  aurons 


^'-d:^/-. 


X  — Xi 

et  la  formule  précédente  prend  la  forme 

»=« 
(3)  r^/Cx)7(x)^=2A,T(x,)  +  :V. 

La  formule  de  Gauss  correspond  au  cas  dey'(x)  =  i . 

2.  Passant  aux  applications,  nous  ferons  d'abord 

I 


/(^)  = 


V^i  —  x» 
Dans  ce  cas,  on  obtient 


j-,    (*■ 


dx 


t)  ^I— -X*  ^3*—  I  2  -f-  (V^«»  —  I  —  «) 


d'où  le  développement  suivant  : 


I 

2S  —  . 
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(53) 
Les  expressions  de  Q„  et  de  la  racine  Xi  sont  ici 

Q.  z=  cos(/iarccosz}  =  cos/i^,  pour  z  =  cos^ , 

et 

Xi  =  cos  I TT I  =  cosa ,   pour  a  = 

La  formule  (a)  donne 


2;  —  I 
—  —  fr. 
2/1 


.     /2C-I      \ 

\    2«        /       f       cos/i^ 

'  ""  .      (7.1  —  1      \      f,      cos®  — 


ou,  observant  que  cosna  =  o, 

sina        C"^  C0S/70 — cos/ia   _ 

A,==: ; I rfn>, 

/ism/îa  Jq        cos<ï)  —  cosa 
Or,  il  est  aisé  de  vérifier  la  relation  suivante  : 

SCOS/29 — cos/ia    .  .    /      X 
$ina=:siD(/iaJ  +  2C0SoSlD(/f  —  i)a-K... 
cosf  — cosa  ^     '  T       \  / 


( 


•2cos(/i  —1)7  sina, 


où  le  nombre  des  termes  à  retenir  dans  le  second  membre 
est  égal  à  n;  elle  est  évidemment  vraie  pour  n  =  i  ei 
71  =  2,  et  se  généralise  de  la  manière  ordinaire,  en  par- 
tant de  ce  que 

COS(/l  -4-l)f  =  2C0SÇC0S/IÇ  —  cos(/i  — -i)f. 

D*après  cela,  Texpression  de  A,-  devient  simplement 

Ai  =  — ; f      sm  ncta^  -zz  —• 

nsinna.  J^  ^       n 

La  formule  (3)  se  réduit  donc,  dans  le  cas  considéré, 
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(54) 
à  la  formule  connue 

i  =  n 

(5)        \         ^^L_L^^      y  ç(:p.)H.^^.4.«^..'  +  . 


OU 

Jr,  =  ces 


{-rH 


3.  On  aura  deux  autres  formules  très-simples,  en 
posant 

et 


I**  Poury(ar)  =  ^i  —  x",  on  obtient 


i:^ 


^«* —  1  -f-a         22  —  [z  —  ^«'— l) 


I 

1Z -__   j:^- 


V^'—  I  -h  2 

d'où  le  développement 


-f-I 

v/i- 

-x^dx 

__ 

ir 

-1 

Z  - 

—  X 

22 

22 

I 

I 
22 

Posant  z  =  cosf ,  on  aura,  comme  il  est  aisé  de  voir, 

Qsin(/i-M)cp  /    ÎTT    \ 


:C0Sa. 
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(55) 
L'expression  de  Aj  devient  alors 


\/î  -h  1/     r"  sîn(/i  -+■  i)tfsmfd(f 
4-  i)  oosiir  Jq  cosf  —  cosa 


A,  =  — 

(«-♦-  l)0OSiir  ^Q 

OU,  observant  qae  sin  (/i  +i)  a  =  o, 

sin'a  Z*'^  sin(« -f- i)f  sinç  —  sin(/i -f- Oasina 

(if  +  i)cos(/H- i)a  Jq  cosç  —  cosa 

Or 

sin(ii  +  i}f  sio^ —  sin(/t  +  i)asin7 

=  1  fcos/if  —  cosita  —  [cos(/i  -h  2)ç  —  cos(/i  H-  2)a]î; 

d'où  Ton  tire,  à  l'aide  de  la  formule  (4)9  après  de 
simples  réductions, 

/î  H-i  \n-hij 

Ainsi  l'on  obtient  cette  formule  très-simple 

(6)  jr^v^^=^fW''*=7^  2('-'')i'(")^  *' 


ou 


Pour 


/    in    \ 

t,  =:  CCS  1  • 1  • 


/{-)=\/-:x^' 


n  a 


I 
22  4- 1 


22 — 

2Z  — . 
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(56) 
Posant  z  =  cos(5>,  on  obtient 


Q„  = ,      Xi  =  ces  ( )  =  ces  a 

.     1  \in-^\) 


sm-<p 

2 


et 

4 

(2«- 


.       I  .  Z*^  .      /272-f-I     \    .      I        , 

sin-asma  /      sin  I ^J9in-faç) 

72/Î-4-I     \      I  cos®  —  cosa 


Comme 

sin  I 


/2/i-î-I      \ 

on  peut  substituer  sous  le  signe  d'intégration,  au  lieu  de 

.    /  2  n  -h  I    \    .    I 


sm 
Pexpression 


lin -V\     \    .     I  .     lin-\-\     \    .     I 

Sin    —  0  )  sm  -  9  —  sm  I a  )  sm  -  a 

V      2        V        ^  \       2  ;        2 

=  -  ïcosnv  —  COSnx  —  [cos(/i  -+-  i)»  — -cos(/i  H-  i)a]|, 

et  dé  là,  en  vertu  de  la  relation  (4)9  on  tire  sans  diffi- 
culté 

2/î  -f-  I  \2/I-hI/         2/l-t-lL  \2/I-f-l/J 

Donc,  dans  le  cas  actuel,  la  formule  (3)  se  réduit  à  la 
suivante  : 

i  =  « 

(7)  f_^  y  7vî?W'^=^^2('~")»("^-^^» 


Digitized  by  VjOOQIC 


(5?) 

OÙ 


/      2/ir     \ 

,  =  COS -    . 

\3/î  H-  1/ 


Les  expressions  si  simples  des  éléments  de  ces  formules 
les  rendent  très-commodes  dans  les  applications. 

La  formule  (5  )  diffère  des  autres  en  ce  que  Texpres- 
sion  de  Âj  est  indépendante  de  la  racine  correspondante 
X,;  nous  allons  voir  tout  de  suite  qu'elle  est  la  seule  qui, 
jouissant  de  cette  propriété,  donne  à  l'erreur  A  la  forme 
assignée. 

4.  Pour  le  faire  voir,  proposons-nous  de  résoudre  di- 
rectement la  question  suivante  : 

Trouvfer  la  fonction  f(x)  qui,  restant  positivée  entre 
les  limites  — i  et -h  i  delà  variable,  donne 

i  =  n 

k  désignant  une  quantité  indépendante  de  la  forme  de 

Supposant  pour  un  moment  <f  (x)  =  i,  on  aura 

J'{x)dx  z=  nk\ 

désignant  la  valeur  de  i  f{x)dx  par  C,  et  introdui- 
sant la  fonction yi  [x)  =  p;/(jc),  nous  réduirons  la  ques- 
tion  proposée  à  la  détermination  deyi(x),  remplissant 
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(58) 
la  condition  suivante  : 


(8)    f^y.{x)^(^)=^J^^{xt)-i-a^, 

Mettons  pour  ç  {x)  la  fonction 9  et  posons 

F(z)  =  (z  -  X,  )  (z  —  X,) . . .  (2  -  J:„)i 
la  formule  (8)  donnera 


ir^'"' 


dx  F'(z)  c 

—  -4-  - --rr 


•— X        /îF(z)        z 


2il-»-l 


d'où  il  résulte  immédiatement  que  la  fraction  irrëduc- 

F'(«) 
tible  -^j-j  est  la  w'*""  réduite  de  la  fraction  continue 

nt(z] 


z-h  a  -^ 

I 
az  -4-  (i-4 


=x:^^ 


3-Hp.  H-. 


Cherchons  donc  à  déterminer  les  constantes  inconnues 
a,  â,  fiy  0^1  v"  9  de  manière  à  vérifier  la  condition  iden- 
tique par  rapport  à  z 

pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n.  P.,  et  Q^  dési- 
gnant, comme  plus  haut,  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur de  la  Ti**"**  réduite. 

Calculant  les  réduites  des  trois  premiers  rangs,  nous 
aurons 

P,  =  1,      P,  =  az-f-p,     P,=  (a,z-f.p,)P,-f-P„ 

Q,  =  z  +  fl,      Q2  =  az»-}-(fla-4-P)z4-aP  -hi, 

Q,  =  (a,z  +  p,)Q,-î-Q,. 
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(59) 
La  condition  aPt  =:  Q\  donne 

d'où 

et,  par  suite, 

P3=:a(z  -f-  «),     Qj=a«*-I-  2aaaH-  /?»a  -h  i, 

•    P,  =  aa,2*-f- a(p, -f- fla,)ï -f- «ap, -f-I, 

et  enfin 

Qj=:  aa,  *' -4- a  (Pi-f- a  aa,)z'-f- (fl*  «a,  H- 2  fl  ap,-f- 1)« -f- /ï*aPiH- a. 

La  condition  SPs  =  Q'jj  fournit  deux  équations 

3{p,-h<ia,)=2(p,-l-2«a,),     3(flap,-^l)  =  a»aa,-4-2tfap,-^l, 

d'où 

p,  =  /!«,,     a,  =  2; 

ainsi  l'on  aura,  en  posant  Po  =o,  Qo  =  i,  les  relations 

P,r=a(»-|-ii)P,-*-P.,      Q,=:a(«-|-/i)Q,-+-Q., 
P,=r2(z-+-ll)P,-f-P„      Q,=  2(2-t-£l)Q,-f-Q,. 

U  est  facile  de  voir  que,  en  poursuivant  de  ia  même 
manière,  on  aura  généralement 

pl=:aai,     ai  =  aj  r=  ai  =^.  .  .  =  2,     ajm:  «4:=  a«=.  .  .  rrr  a, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

Q,«  z=r  2  f  «  +  a  )  Qim^i  ■+•  Qim-u 
Q»^i  =1^  2  (  S  —  a  )  Q,«  -t-  Q,«_,. 

En  effet,  ayant 

Q,  =  (a,^,  z  -4-  p^a )  Q^.  -+-  Q,.„ 
et  supposant  que 

QU,  =  («  — i)Pn-.,     Q'„-,=  (/ï-a)P.-„ 
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(9) 


(60) 
on  aura 

OU 

Q'n  =--  a,_,Q.^_,  -h  («  — l)  (««-.22  4-  P«-a)P»-i  -^  («  —  2)  P.H-a- 

Pour  calculer  a„_j  et  |3„_j,  on  prendra  la  relation 
nP„  =  Q'^,  qui  se  réduit,  en  vertu  de  la  précédente,  à 

(  I O)  «„_,  Q„-,  =  (  a„_,  3  -h  p,_, )  Pn-,  -f-  2  P„_t. 

Le  nombre  n  étant  ^3,  la  comparaison  des  coefficients 
de  z""*  et  z"^'dans  les  deux  membres  de  la  relation  (lo) 
fournira  deux  équations,  qui  ne  peuvent  être  identiques 
par  rapport  i  «„.,  et  (3„_,,  vu  que  les  coefficients  de 
z"~*  dans  P„_i  et  de  z""'  dans  P„_j  ne  sont  pas  nuls. 
Donc  les  constantes  a  et  a  sont  les  seules  qui  restent  ar- 
bitraires. 

Il  nous  reste  à  montrer  que  les  relations  supposées, 
savoir  les  formules  (9),  entraînent  comme  conséquence 
nécessaire  l'identité  «P«==Q'„,  pour  toute  valeur  en- 
tière et  positive  de  n. 

Ayant  vérifié,  par  ce  qui  précède,  l'exactitude  de  la 
formule  (11)  pour  n  =  2  et  71  =  3,  nous  la  supposerons 
vraie  pour  n  =  im  et/i  =  2m-}-i,et  nous  allons  voir 
qu'elle  le  sera  aussi  pour  n  =  2m  -h  2  et  »  =  2m  -4-  3. 

En  effet,  en  vertu  de  (9),  la  formule  (10)  donne 

«  Qim+i  =  a  {*  -f-  fl)  P,„^,  4-  2P,«  =  P,«+,  H-  P,„, 
2  Q,«  =  2  (  s  H-  a  )  P,,  H-  a P,«_.  =  P,„^,  -+-  p,^^.. 

Or 

Q^+,  =  2  (z  -h  a)  Qa«+,  4-  Q,„, 

donc 

Q',m+>  -  a  Qm.+.  -h  a  («  4-  fl)  Q',^+  .  4-  Q'„„, 
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(6.  ) 

OU 

=  (2mH-2)P»,+,. 
Absolument  de  la  même  manière,  on  trouverait 

Ainsi  il  est  démontré  que  la  condition  Identique  (i  i) 
n'est  vérifiée  que  pour  la  fraction  continue  de  la  forme 


z-^a  -4- 


a(«-4-fl)-f- 


2(3  -ha) 


c(z-hû)  -h 


2(2-f-fl)-f-. 

Soit  i'  la  fraction  périodique 


a  (  3  -h  fl  )  -f- 


2(2H-û)-f- ; r- 


OQ  aura 


^  '  2{3-f-fl)  -+-•' 

d'où 


et  enfin 

ti  : 


p=— (z4-a)  +  4/(z-+-a)»-h- 


a-h  a  -hf 


\'^i 


Posant,  pour  abréger, 
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z  —  X 


(6a) 

on  a 

I 

Or 

I I     /*  ^« dx 

Donc,  si  Ton  fait 
_  2   /•«• ^ _   ç  -^^ 

'^t/iï.     (a  —  ^)  ^(J?  ~«i)(^— a»)        •/— I 
on  conclut  nécessairement  que 

d'où 

a  =  O)     a  =  —  2 
et 

'^  ^l — X' 

car  autrement  on  pourrait  assigner  à  z  une  valeur  qui 
ne  rendrait  pas  infinis  simultanément  les  deux  membres 
de  Tégalité  précédente. 

La  forme  générale  de  la  fonction  cherchée/(x)  est  donc 

C  étant  une  constante. 

Ou  voit,  d'après  cela,  qu'on  ne  saurait  trouver  une 
formule  des  quadratures,  à  coefficients  égaux,  différente 
de  la  formule  (5),  en  assignant  à  l'erreur  A  la  forme 
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(63) 
NOTE  SUR  LA  QUESTION  206 

(Tolr  i**  série,  t.  IX,  p.  lie); 
Pae  le  p.  PEPIN,  S.  J. 


Trouv^er  des  nombres  rationnels  qui  satisfassent  aux 
équations 

Si  Ton  s'en  tient  à  cet  énoncé,  la  solution  donnée  à 
Tendroit  cité  est  pleinement  suffisante;  mais  on  peut 
donner  à  cette  question  plus  d'étendue  et  demander  une 
méthode  qui  permette  de  trouver  toutes  les  solutions 
rationnelles  dont  les  termes  entiers  ne  dépassent  pas  une 
limite  assignée.  Supposons  que  les  valeurs  rationnelles 
des  inconnues  réduites  au  plus  petit  dénominateur  com- 
mun soient 

m  n  p  a 

x  =  -,     J..-,      z  =  -,     «  =  -; 

/,  m^  n^  Pi  q  désigneront  cinq  nombres  entiers  premiers 
entre  eux.  Si  Ton  multiplie  par  /'  les  équations  proposées 
et  qu'on  les  combine  successivement  par  addition  et  par 
soustraction,  on  en  déduira  le  système  équivalent 

(1)  ^  2/ï»=;7»— <7S 

(2)  2(/n'—  P)  =  fj*  -+•  7'. 

Soit  1  le  plus  grand  diviseur  commun  des  trois  nom- 
bres n^p^qx  Féquation  (i)  sera  résolue  de  la  manière  la 
plus  générale  par  les  formules 

(3)  n  =  ^\st,    /?  — X(*»-Har*),     q  z=z\[s^ ^  If*). 
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L'équation  (2)  devient  ensuite 

(4)  /»»— /'=À»(j<-h4/^), 

Aucun  facteur  de  X  ne  peut  diviser  en  même  temps  les 
deux  nombres  m  et  /,  parce  qu'alors  il  serait  diviseur 
commun  des  cinq  nombres  l^m^n^p^q^  que  nous  sup- 
posons premiers  entre  eux.  D'ailleurs  on  peut  supposer 
A  pair  ou  impair.  Soit  \  =  2MN  et  5*-f-  4'*  =  PQ5  on 
résoudra  l'équation  (4)  en  posant 

^    '  (  w=:]VPP4-N»Q,     /  =  M*P  — N'Q. 

Dans  ce  cas,  lexm  seront  de  même  parité  ;  comme  n,  p^ 
q  sont  déjà  pairs,  il  faut  que  les  deux  nombres  /  et  m  soient 
impairs. 

Soit  X  :^  MN  impair;  on  aura 

m-|-/  =  M^P,     m-./=N»Q, 
d'où 

M^P  -^-  N»Q        ,       M'P  —  N»Q 

2  2 

Il  faut,  dans  ce  cas,  que  les  deux  nombres  P  et  Q  soient 
de  même  parité.  Du  reste,  les  solutions  des  équations 
proposées  sont  données  dans  les  deux  cas  par  les  for* 
mules 

■  M«P  +  1S»Q  _     4MN^^ 

|^~"M^P  — N^Q*  ''"'ivi'P^^^' 

M»P  — N«Q   '      ""     NPP— lï^o"' 

Les  quatre  nombres  M,  N,  5  et  f  ne  sont  assujettis  qu'à 
la  seule  condition  que  les  deux  nombres  M  et  N  soient 
premiers  entre  eux,  ainsi  que  les  deux  nombres  s  et  r.  On 
voit  aisément  que  Ton  pourra  déduire  de  ces  formules 
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toutes  les  solutions  dans  lesquelles  le  numérateur  de  y^ 
\MSst  ne  surpasse  pas  une  limite  assignée.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  nombres  M,  N,  5,  t  qui  satisfont 
a  cette  condition,  on  décomposera  de  toutes  les  manières 
possibles  le  nombre  (5*4-4**)  en  deux  facteurs  P  et  Q, 
et  les  formules  (6)  donneront  une  solution  des  équations 
proposées  pour  chacune  de  ces  décompositions. 

Une  partie  de  ces  solutions  peut  s'exprimer  d'une  ma- 
nière générale  en  fonction  des  quatre  nombres  entiers  M, 
N,  5,  ^;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  équations  (6)  P  et 
Q  par  l'un  des  systèmes  de  valeurs 

P  =  i,  Q=.^  +  4^ 

Les  valeurs  données  par  les  formules  (6)  seront  en- 
tières si  les  quatre  nombres  M,  N,  P,  Q  vérifient  la  con- 
dition 

On  pourra  prendre  arbitrairement  les  deux  nombres  5, 
t\  comme  la  somme  5*  +  4**  i^e  peut  jamais^tre  un  carré, 
on  pourra  toujours  trouver  une  infinité  de  solutions  de 
l'équation 

(7)  M»— (j*-|-4/^)N'=:rbi. 

Soit,  par  exemple,  5  =  t=  i^  on  vérifiera  l'équation 
M*  —  5N'  =  ±  I ,  en  posant  M  =  2,  N  =  i .  Les  autres 
solutions  se  déduiront  de  la  formule 

en  faisant  varier  n  de  i  à  00  .  On  aura 

Pour  chaque  valeur  de  n,  on  obtiendra  une  solution  en 

Ann.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Février  1875.)  5 
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nombres  entiers  des  équations  proposées,  savoir 

(8)  x  =  W-^SW,    ^=4MN,     «  =  6MN,     tt=:2MN. 

On  peut  aussi  obtenir  des  solutions  entières  exprimées 
d'une  manière  générale  en  fonction  d'un  nombre  entier 
arbitraire.  En  effet,  on  vérifie  l'équation  (7)  en  prenant 
5  =  1,  P==i,  Q  =  i  +  4^S  ]M=atS  N  =  i.  De  celte 
solution,  on  en  déduira  une  infinité  d'autres,  où  P  et  Q 
conservant  les  mêmes  valeurs  i  et  i  +4^^?  l^s  valeurs  de 
M  et  de  N  seront  données  par  la  formule 

(9)  M  H-  V^r-f-'J^N  =  (2^*+  V^i-+-4^*)"- 

Les  valeurs  n  =  i ,  n  =  2  de  l'exposant  donnent  res- 
pectivement les  solutions 

x=n-8/*,   r  =  8/%    z=4r«{i4-2r'),    a=4/»(i— 20> 

x  =  {8t'-hiy-^i6t*(i  -f-  41^),    X  =  '6/»(i  -h  8r*). 
z  =  8r»(8r«-f-i)(i4-29\), 

Les  formules  deviennent  de  plus  en  plus  compliquées  a 
mesure  que  l'exposant  n  prend  une  valeur  plus  grande. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  99 

(  TOir  !'•  série ♦  1. 1 V.  p.  370  )  ; 

Par  m.  h.  BROCARD. 

Soient  un  kyperboloïde ,  son  cône  asymptote  et  un 
plan  principal  commun.  Tout  plan,  tangent  à  V hyper- 
boloïde,  perpendiculaire  au  plan  principal,  retranche 
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du  cône  ojrjrmptote  un  cône  fermé,  de  volume  constant. 
Démontrer  le  théorème  général  dont  celui-ci  est  un  co- 
roUaire.  (  Tekquem  .  ) 

Le  théorème  général  à  établir  esl  le  suivant  : 

Vern^elopped^un  plan  mobile  qui  détache  d* un  cône 
quelconque  du  second  degré  un  cône  fermé,  de  volume 
constant,  est  un  hjperholoïde  à  detix  nappes  admettant 
le  cône  donné  pour  cône  asymptote. 

L'ëqaation  du  cône  rapporté  à  ses  axes  principaux 
ëiant 

celJe  du  plan  variable  est 

ax-h  Pjt  -hyz  =  ^, 

a,  ^,  y  désignant  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  nor- 
male au  plan  avec  les  axes,  et  d  la  distance  de  l'origine  à 
ce  plan.  Éliminant  z,  on  a  la  projection  de  la  conique 
d'intersection  sur  le  plan  des  xy 

dont  la  surface  a  pour  expression 

2irabc9^y 

(c'7''  — fl'a»— ^^P')"* 

et,  comme  le  cosinus  de  Tangle  du  plan  sécant  avec  le 

plan  des  xy  est  y,  l'ellipse  de  section  a  pour  surface—  • 

Mais  la  hauteur  du  cône  détaché  est  égale  à  d  ^  le  volume 
de  ce  cône  est  donc 

^  2irabc8^  nirabc^^ 

v= ^  =  -^, 

5. 
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d'où  

On  a  donc  à  chercher  Tenveloppe  du  plan 


aj:  -f-  p/  -4-  7Z  =  A'  vc^7'—  fl*a'—  b^p\ 

sous  la  condition 

a»-f-p'4-7'=  I. 

Sous  cette  forme  d*équation,  on  reconnaît  que  ce  plan 
est  tangent  à  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 

rX  %r>  «3 


dont  le  cône  asymptote  n*est  autre  que  le  cAne  donné. 


Questions  767  et  768 

(rolr  a*  sérld,  t.  Y,  p.  383); 

Pab   m.   E.    PELLET. 

767.  Les  cercles  circonscrits  aux  différents  triangles 
temi-réguliers  inscrits  dans  une  ellipse  ont  pour  centre 
radical  commun  le  centre  de  cette  ellipse, 

(FOURET.) 

768.  Étant  donnée  une  conique  et  un  point  dans  son 
plan,  de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  d^un  triangle  circonscrit  à  cette  conique  et  tel 
que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de 
contact  des  côtés  opposés  se  coupent  au  point  donné; 
le  cercle  passant  par  les  pieds  de  ces  trois  perpendi- 
culaires et  les  centres  analogues  ont  le  même  centre 
radical. 

Le  lieu  de  leurs  centres  est  une  conique.  Leur  enve- 
loppe est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre» 

(FOURBT.) 
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Ces  deux  questions  sont  des  conséquences  d^un  théo- 
rème très-général  c[ui,  je  crois,  n^a  pas  été  remarqué  (^). 
D'après  un  théorème  de  M.  Faure,  les  cercles  circonscrits 
aux  différents  triangles  conjugués  à  une  conique  coupent 
orthogonalement  le  cercle  diagonal  de  cette  conique, 
c'est-à-dire  le  cercle  lieu  des  angles  droits  circonscrits  a 
cette  conique.  Transformons  la  conique  et  les  triangles 
par  polaires  réciproques,  en  prenant  pour  conique  de  ré- 
férence un  cercle  situé  dans  le  plan  de  la  conique,  et  les 
cercles  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  pour 
pôle  le  centre  du  cercle  de  référence  et  pour  module  de 
transformation  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle.  Nous  au- 
rons ce  théorème  : 

D'un  point  O,  pris  dans  le  plan  d'une  conique^  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d^un  triangle 
conjugué  à  cette  conique;  le  cercle  passant  par  les  pieds 
de  ces  trois  perpendiculaires  et  les  cercles  analogues 
ont  le  même  centre  radical.  On  l'obtiendra  aisément 
en  abaissant  du  point  O  des  perpendiculaires  sur  deux 
diamètres  conjugués  et  menant  la  droite  qui  joint  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  et  les  droites  analogues  : 
elles  passent  toutes  par  ce  centre  radical. 

On  a  évidemment  le  théorème  analogue  pour  l'es- 
pace : 

IXun  point  O  quelconque  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  d^un  tétraèdre  conjugué  à  une  sur- 
face du  second  ordre;  la  sphère  passant  par  les  pieds 
de  ces  quatre  perpendiculaires  et  les  sphères  analogues 
ont  le  même  centre  radical.  On  V obtiendra  aisément 
en  abaissant  du  point  O  des  perpendiculaires  sur  trois 
plans   diamétraux  conjugués   et  menant  le  plan  qui 

(*)  Voir  I"  série,  t.  XX,  p    80,  et  a*  série,  t.  VI,  p.  466. 
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passe  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  et  les  plans 
analogues  :  ils  passent  tous  par  ce  centre  radical. 

Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  les 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  contact 
du  côté  opposé  concourent  en  un  même  point.  Si  Ton  fait 
varier  le  triangle  de  manière  que  ce  point-là  soit  fixe, 
ses  sommets  resteront  sur  une  conique.  En  effet,  on  peut 
projeter  la  figure  de  manière  qu'à  la  conique  corresponde 
un  cercle,  et  au  point  donné  le  centre  du  cercle;  alors  le 
triangle  se  projettera  suivant  un  triangle  équilatéral  cir- 
conscrit. L'équation  du  cercle  étant  x'-Hy'  —  z*  =  o, 
les  sommets  du  triangle  équilatéral  parcourront  le  cercle 
X*  -r~j^ —  4  ^*  =  o.  On  voit  immédiatement  que  ce  trian- 
gle restera  toujours  conjugué  au  cercle x*-|-jK*+  a  «*  =  o. 
Revenant  à  la  figure  primitive,  on  voit  que  les  sommets 
du  triangle  parcourront  une  conique  bitangente  à  la  pre- 
mière, et  que  le  triangle  restera  conjugué  à  une  conique 
bitangente  aux  deux  premières.  En  disposant  convena- 
blement le  triangle  de  référence,  les  équations  des  co- 
niques pourront  s'écrire 

x^  -H  y"^  —  2z- .—  o. 

On  a  le  théorème  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
degré. 

Les  tétraèdres  circonscrits  à  une  surface  du  second 
degré,  et  tels  que  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
au  point  de  contact  de  la  face  opposée  se  coupent  en  un 
même  point  donné,  ont  leurs  sommets  situés  sur  une  sur- 
face du  second  degré  circonscrite  à  la  première,  et  sont 
conjugués  à  une  autre  surface.  Si  Ton  prend  pour  té- 
traèdre de  référence  un  tétraèdre  conjugué  à  la  première 
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surface  et  ayant  un  de  ses  sommets  au  point  donné,  les 
équations  de  ces  surfaces  pourront  s'écrire,  en  prenant 
pour  face  t  =  o  celle  qui  est  opposée  au  point  donné 

Eu  rapprochant  ces  divers  théorèmes,  on  a  le  sui- 
vant : 

Si  un  triangle  se  meut  en  restant  tangent  à  une  co- 
nique, et  de  manière  que  les  droites  qui  joignent  chaque 
sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé  se  coupent 
en  un  point  donné  :  i^  les  circonférences  qui  lui  sont 
circonscrites  coupent  orthogonalement  une  même  cir- 
conférence,  et  par  suite  ont  pour  enveloppe  une  courbe 
anallagmatique  ;  2^  il  en  est  de  même  des  cercles  qui 
passent  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  du  plan  sur  les  côtés  du  triangle. 

Et  le  théorème  analogue  pour  Tespace. 


Question  932 

(Toir  a*  térie,  t.  VIU,  p.  19a)  ; 

Pa&  m.  MORET-BLANG. 

Le  lieu  lies  sommets  des  triangles  semblables  à  un 
triangle  donné,  construits  sur  les  rayons  de  courbure, 
d'une  épicycloïde  (cjrcloïde)  ordinaire  et  d^un  même 
côté  de  ces  rayons  de  courbure,  est  une  épicycloïde 
[cycloïde)  allongée  ou  raccourcie.         (Fouret.) 

Soient  m  un  point  de  répicycloïde;  c  la  position  cor- 
respondante du  centre  du  cercle  mobile^  O  le  centre  du 
cercle  fixe;  nie  point  de  contact  de  ces  deux  cercles;  a  et  r 
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leurs  rayons;  mixle  rayon  de  courbure  de  répicycloïde 
au  point  m,  et  nifim'  le  triangle  semblable  au  triangle 
donné  construit  sur  mfi  (*), 

Le  point  n  divisant  mfi  dans  un  rapport  constant 

(mn        «  -4-  T  ''\      1         •       1  / 

—  = ^—    »  le  triangle   mnm'  est    constamment 
iwp        a-h  r  J  ^ 

semblable  à  un  triangle  détermine,  que  je  désignerai  par 

MNM'. 

Sur  en,    construisons  le   triangle  cnc'  semblable  à 

mnm'  ou  à  MNM',  et  joignons  c^m!.  Les  deux  triangles 

ncm^  ne' m'  ayant  un  angle  égal  en  n,   compriê  entre 

côtés  proportionnels,  sont  semblables,  et  comme 


cm  =  c/i, 

on  a  aussi 

c'  tn'=.c'n^ 


valeur  constante;  de  plus 

c'm\c'  n  =  end  =  mnm'  =  MNM', 

valeur  aussi  constante.  Ainsi  Ton  obtiendra  le  point  m' 
en  menant  par  le  point  c*  une  droite  de  longueur  con- 

stante  c'm'  =:z  c'n  =  cn  ^^rp»  faisant  avec  cm  un  angle 

égal  à  MNM',  dans  un  sens  déterminé. 

Cela  posé,  menons  nn'  parallèle  à  cc\  qui  coupe  Oc' 
au  point  »',  et  des  points  O  et  c'  avec  On'  =  /  et  c'n':=za' 
pour  rayons  décrivons  deux  circonférences.  Supposons 
le  point  m' lié  invariablement  à  la  circonférence  c',  et 
faisons  rouler  les  circonférences  c  et  c'  sur  les  cercles 
fixes  On  et  O Al'  avec  des  vitesses  telles  que  Tangle  nOn' 
reste  constant.  Soient  C|,  ni,  mt,  c\,  n\,  m\  les  positions 
des  points  c,  n,  m,  c',  n',   m'  quand  les  rayons  0«, 

(  *  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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On'  ont  loumé d'un  angle  nOni=2n^On^  =  ^ .  Les  deux 
drconférences  mobiles  auront  tourné  du  même  angle 

-ç  =  -7  <f  ;  par  suite,  les  lignes  correspondantes  c^  rrii^ 

c\  m\  feront  entre  elles  un  angle  constant  égal  à  MNM^ 
Le  point  ni^  coïncidera  donc  encore  avec  le  sommet  d'un 
triangle  semblable  à  MNM'  construit  sur  mi  n^  :  donc 
le  lieu  de  ce  sommet  est  répicycloïde  allougée  ou  rac- 
courcie (suivant  que  c^m'  ou  c'n  est  plus  grand  ou  plus 
petit  que  a')^  décrite  par  le  point  m' lié  invariablement 
â  la  circonférence  c\  roulant  sur  la  circonférence  de 
rayon  Orl. 

Pour  une  cycloïde,  on  construira,  comme  précédem- 
ment, le  triangle  cnc'  semblable  i  MNM',  on  mènera 
c'n'  égale  et  parallèle  à  cn^  et  par  n  '  une  parallèle  x'y' 
à  la  droite  ocy  ^^^  laquelle  roule  la  circonférence  c 

Le  lieu  du  point  m'  sera  la  cycloïde  allongée  ou  rac- 
courcie décrite  par  le  point  m\  lié  invariablement  à  la 
circonférence  c'  roulant  sur  x'y*  avec  la  même  vitesse 
que  c  roule  sur  xj  :  la  démonstration  est  la  même. 


Question  1046 

(Tolr  a*  iArle,  t  X,  p.  SS?  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Tout  nombre  premier  ;?  =  8^  -hi  prend  d'une  seule 
manière  chacune  des  deux  formes 

p=ix^-^  i6^S    pzzit^'^  8a». 

Pour  g  impair,  ou  p  =  i6r+  9,  des  deux  nombres 
y  et  M,  Vun  est  pair  y  Vautre  impair. 

Pour  q  pair,  ou  p  =  i6r  -+-1^  les  nombres  y  et  u 
sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs. 

(Lebesoue.) 
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Je  m'appuierai   sur  ce  théorème  de  la  théorie  des 
nombres  :  Tout  diviseur  de  V expression  <*+  ou*,  dans 
laquelle  têtu  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  est 
compris  dans  lafonne  quadratique 

Pf^-h  nqjrz  -hrz^y 
où  Ton  a 

pr—q^zzza,     a^f-» 

Y  ei  z  étant  d^ailleurs  premiers  entre  eux. 

Si  a  =  I ,  on  a  nécessairement  y  =  o,  ^  =i,  r=i. 

Si  a  =  2,  on  a  nécessairement  ^==0,  ^  =  i,r=a. 

Si  a = — 2 ,  on  a  nécessairement  <y  =  o,p  =  i,r= — a, 
ou  ^  =  o,  p  =  a,  r  =  —  I . 

U  en  résulte  que  tout  diviseur  de  Tune  des  expressions 

/^-f-tt%       t^-\-lu\       /2--2II*       (0U2I*—  1/*) 

est  de  même  forme  que  le  dividende,  car  les  deux  formes 

^2 —  2Z*      et      2j' —  z' 

sont  équivalentes.  En  effet 

x^—  2«'=  ^(y  —  ^y —  [y  —  ^2)'« 

Cela  posé,  p  étant  un  nombre  premier,  l'expression 
x''"*  —  I  ou  x^'f  —  I  est  divisible  par  p  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  x  non  multiples  de  p,  et  en  particu- 
lier pour  les  %q  nombres  entiers  compris  entre  zéro  et/9 
(  théorème  de  Fermât  ) .  Or 

a:«î  —  I  =  (a7<*  +1  )  ( x<^  —  i), 

et  comme  il  n'y  a  pas  plus  de  4?  nombres  entre  zéro  elp 
qui  puissent  rendre  Tun  des  facteurs  divisible  par  p,  il 
y  en  a  précisément  ^q  qui  rendent  a:*^-f-i  divisible 
par  p. 
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Pour  Fane  de  ces  valeurs,  x^''  + 1  étant  la  somme  de 
deux  carres  premiers  entre  eux,  son  diviseur  p  sera  de  la 
même  forme,  et  Ton  aura 

p    ^=    X*    -^    Z*y 

de  la  forme  f  '  +  ai^' ;  donc  p  sera  de  la  même  forme,  et 
Ton  aura 

p  =  t^-h!iv\ 

On  sait  qu'un  nombre  premier  ne  peut  prendre  que 
d'une  seule  manière  la  forme  j^'  +  az*,  a  étant  un 
nombre  positif  (Lbgendre,  Théorie  des  nombres ,  n**236)5 
donc  on  aura  d'une  seule  manière 

^  =  .r^  -h  Z»  =:  /»  H-  2V^, 

x'  et  t*  étant  des  carrés  impairs,  de  la  forme  847  +  I9 
2'  et  ni^*  devront  être  divisibles  par  8,  et  Ton  aura 

d'où 

X  sera  de  la  forme  8m  +  3,  si  ^  est  impair,  et  de  la  forme 
im  +  1,  si  ^  est  pair. 
Dans  tous  les  cas,  on  aura 

Premier  cas  :  p  =  i6r-f-  9,     x  =  Sm±  3. 
1°  Soit  t  =  8w  ±:  I,  la  relation  (i)  devient 

8(m  qp /i)  [8( m  dz /ï)  in  6]  =  8  (11' —  2^*) 
ou 

2(/nip/i)[4  (mdrn)±i]:=  id^—  2j^ 

Les  signes  placés  entre  m  et  it  se  correspondent  ainsi 
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que  ceux  qui  précèdent  le  terme  numérique  *,  mais  les 
premiers  sont  indépendants  des  seconds,  et  vice  versa. 
Je  ferai  remarquer  d'abord  qu'aucun  des  facteurs  du 
premier  membre  ne  peut  être  de  la  forme  8  m  d=  3.  En 
effet,  on  peut  écrire 

a»—  a/'=  7.^  (aX-  -f- 1)^  [u\  —  7.y\  ), 

a"*  étant  le  produit  de  tous  les  facteurs  a,  et  (aA  -f- 1)*  le 
produit  de  tous  les  facteurs  impairs  communs  à  u'  et  à 
j^*,  et  Ml,  j^i  des  nombres  premiers  entre  eux. 

u\  —  ^j\  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  même  forme 
quadratique,  et,  par  suite,  de  la  forme  linéaire  8/»+  i. 

Si  l'un  des  facteurs  du  premier  membre,  par  exemple 
le  facteur  entre  crochets,  était  de  la  forme  8m=b3,  il  de- 
vrait renfermer  à  la  première  puissance  aAr  +  i,  ou  Tun 
de  ses  diviseurs,  qui  devrait  dès  lors  diviser  aussi  Tautre 
facteur  (m  q=  n)  ;  mais  alors  ce  diviseur  diviserait  u,  y^ 
x-^rt^  X  —  «,  et,  par  suite,  j:  et  f  ;  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  x  exy  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que 
t  et  u. 

Donc  m  ein  devront  être  l'un  pair  et  l'autre  impair; 
li' —  aj^'  sera  divisible  par  a,  mais  non  par  4  •  donc  u 
est  pair  et  y  impair, 

a°  Soit  t  =  8/1  rh  i,  on  aura 

[8(iii±«)zfc4][8(wip/i)db2]  =  8(«'— aj») 
ou 

[a  (/n±:  «)  zti]  [  4  (m  ip /ï)  ±1]  =:  tf'-- aj». 

D'après  la  remarque  faite  plus  haut,  m  et  n  seront  tous 
deux  pairs  ou  tous  deux  impairs;  les  facteurs  du  pre- 
mier membre  seront  impairs,  tous  deux  de  la  forme 
8m  +  I  ou  tous  deux  de  la  forme  8m  —  i  (à  cause  de  la 
correspondance  des  signes  placés  devant  i);  leur  produit 
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sera  de  la  forme  8m  + 1,  ce  qui  exige  que  u  soit  impair 
et  y  pair. 

Deuxième  cas  :  p  =  i6r  -j-  i,     x  =  8/îi  ±  i . 
i^  Soit  <  =  8/1  dz  I,  on  aura 

[8  (mdz  /i)  db  a]  [8  (/w  qz  n)]  =  8  («>—  2:r'), 
ou 

2(/iiif:«)[4{'w±/i)±i]  =  a*--  27^ 

On  voit,  comme  précédemment,  que  m  el  n  doivent 
être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  :  u* —  2^*  est 
donc  divisible  par  4 9  et,  par  suite,  u  et  y  sont  pairs, 

2^  Soit  f  =  8/ï  db  3,  on  aura,  en  divisant  par  8, 

[4(/n  ±/f)qzi][2(/?iqp/i)±:i]  =  a»—  2^*; 

met  n  devront  être  encore  de  même  parité;  les  facteurs 
du  premier  membre  sont,  l'un  de  la  forme  8/n+i, 
Tautre  de  la  forme  8  m  —  i  ;  leur  produit  est  de  la  forme 
8  m  —  I,  ce  qui  exige  que  u  ety  soient  impairs. 

Question  1077 

(Toir  a*  série,  t.  XI,  p.  191); 

Paa  m.  moret-blang. 

Appelant  projections  d^un  point  sur  une  courbe  les 
pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  la  courbe, 
on  demande  : 

i^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  donné  ,- 

2?  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  circonférences  guipassent  par  deux  points 
donnés  ; 

3^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d*un  même  point 
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sur  toutes  les  paraboles  qui  passent  par  trois  points 
donnés  ; 

4^  Quel  est  le  lieu  des  projections  d^un  même  point 
sur  toutes  les  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés  ^ 

5^  Peut-on  déduire  de  la  solution  de  cette  dernière 
question  les  solutions  des  questions  précédentes? 

(Mànnheim.) 

i^  Le  lieu  est  évidemment  la  circonférence  ayant 
pour  diamètre  la  droite  qui  joint  le  point  que  Ton  pro- 
jette au  point  donné. 

7?  Je  prends  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés 
pour  axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  cette  droite  pour  axe  des  j^.  Soient  a  a  la  distance  des 
deux  points  ;  ^o)  JKo  '^^  coordonnées  du  point  qu'on  pro- 
jette, et  P  Tordonnée  du  centre  de  Tune  des  circonfé- 
rences. 

Les  équations  de  la  circonférence  et  de  la  normale 
seront 

L'élimination  de  P  entre  ces  deux  équations  donne 
Téquation  du  lieu 

(x'-hj^  —  û^)  (x  —  x^)  -h  27(0:07— ^»«)  =  0. 

Si  le  point  qu'on  projette  est  sur  Taxe  des  j^  Téqua- 
tion  se  réduit  a 

ar(x»-f-7'—  27.7  — û»)  =  o; 

elle  représente  l'axe  des  y^  et  la  circonférence  ayant  pour 
centre  le  point  (o^y^)  et  passant  par  les  deux  points 
donnés,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 
.3^  Soient  A,  B,  C  les  trois  points  donnés,  et  O  le 
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point  que  l'on  projette.  Je  prends  le  point  A  pour  eri*^ 
gine  des  coordonnées  rectangulaires  et  la  ligne  AB  pour 
axe  des  a:.  Soient  x^,  y^  les  coordonnées  du  point  C^ 
Xo,^o  celles  du  point  O  et  i  l'abscisse  du  point  B. 
L'équation  d'une  parabole  passant  par  A,  B,  C  sera 

(i)  a?y^ -^ 'xaxy '\- x^ — hx  —  c/ =  o, 

avec  la  condition 

(î)  a'y\  -h  2«  *,  7i  -4-  xf  —  *x,  —  cj,  =  o. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  (x,  /) 

est 

afl*)^-4-2tfx  —  c y  — y^ 

aay-^2.x — b        X  —  x, 
d'où 

(3)  !ia'y{je—x.)-hiia[x{x  —  x,)'-y{y-^y.)] 

« 
—  (  2Jr  —  6)  (r  —/o)  —  c(aî  —  Xo)  =  O. 

On  aura  l'équation  du  lieu  des  pieds  des  normales,  en 
éliminant  a  et  c  entre  ces  trois  équations,  ce  qui  conduit 
à  une  équation  du  septième  degré. 

4^  Je  prends  le  point  que  l'on  projette  pour  origine 
des  coordonnées  recungulaires.  Soient  Xi,  j^i^  Xt,  /i*, 
Xs,  yt  ;  X4,  ^4 1^  coordonnées  des  quatre  points  donnés^ 

et 

ax*  4-  bxy  -^  cy'* '+-dxcy  -h  i  =  o 

l'équation  d'une  conique  passant  par  ces  quatre  points. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  (x,  y) 

sera 

bx  -{-  ney  -h  e y 

vtax  -h  by  -hd      x 
si  la  normale  passe  par  l'origine*,  d'où 

^axy  -h  b{y^  —  x')  — ac xy  -i-  dy  —  ex  :=:  o. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  demandé  en  éliminant 
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aj  b,  Cj  d^  e  entre  les  six  ^{uations 

ax^  -^-hxy    -+-  ey^  -^  dx  -h  ey  -+-  i  =  o, 
ax]  +  bx^yl  -f-  cy]  -h  dx^  -h  eyi  -{-  i  =  o, 

• • • 7 

2axx-\-b{jr^'—x^)  —  2cxx  -^  dx  —  ex  =  o. 
Il  suffit  d'égaler  V éliminant  à  zéro  : 


x> 

*r 

J^» 

X 

r 

xj 

^.7i 

rî 

ar, 

ri 

x\ 

x,j^, 

rî 

«3 

r> 

x\ 

^3^3 

rî 

*i 

r3 

X» 

^^4^4 

rî 

x^ 

^4 

227 

X»— X» 

-2xr 

r 

—  X 

=  0. 


La  courbe  est  du  quatrième  degré,  et  passe  par  Ton- 
gine  et  par  les  quatre  points  donnés . 

5°  De  ce  dernier  résultat  on  pourrait  déduire  les 
précédents. 

Une  parabole  est  une  conique  tangente  à  la  droite  de 
Finfini  ;  mais,  tandis  qu'un  cinquième  point  détermine 
complètement  une  conique  passant  par  quatre  points 
donnés,  si  l'on  donne  un  quatrième  point  d'une  conique 
passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite  donnée, 
il  y  a  deux  coniques  satisfaisant  k  ces  conditions.  L'indé- 
termination d'une  parabole  dont  on  donne  trois  points 
est  donc  double  de  celle  d'une  conique  dont  on  donne 
quatre  points,  et  le  lieu  cberché  doit  être  pour  la  para- 
bole de  degré  double  de  ce  qu'il  est  pour  la  conique, 
c'est-à-dire  du  huitième  degré  ;  mais  la  droite  de  l'infini 
fait  évidemment  partie  du  lieu,  car  le  point  à  l'infini  sur 
chaque  parabole  est  le  pied  de  la  normale  menée  du 
point  donné  parallèlement  à  l'axe.  L'équation  du  lieu 
doit  donc  se  réduire  au  septième  degré. 
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Un  cercle  passant  par  deux  points  donnés  est  une 
conîqne  passant  par  ces  deux  points  et  par  les  deux  points 
circulaires  de  Tinfini^  la  droite  de  Tinfini  fait  encore 
partie  du  lieu,  dont  l'équation  doit  se  réduire  au  troisième 
degré. 

Enfin,  si  Tun  des  deux  points  donnés  s'éloigne  à  Tin- 
6ni,  la  droite  de  Tinfinî  devient  une  solution  double,  et 
Téquation  du  lieu  se  réduit  au  deuxième  degré.  On  re- 
connaît d'ailleurs  immédiatement  que  le  lieu  est  une  cir- 
conférence. 

Remarque,  —  Dans  le  premier,  le  deuxième  et  le  qua- 
trième cas,  le  lieu  cherché  passe  par  tous  les  points  don- 
nés. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  passera  par  le  point  O, 
si  ce  point  est  extérieur  au  triangle  ayant  pour  sommets 
les  trois  autres.  Il  passera  par  chacun  de  ceux-ci,  si  la 
perpendiculaire,  menée  par  ce  point  à  la  droite  qui  le 
joint  au  point  O,  ne  passe  pas  entre  les  deux  autres. 


Question  H26 

(Totr  a*  lérle,  t.  Xin,  p.  64  )  : 

Pae  m.  BOURGUET. 

Trouver  Venveloppe  cfune  sphère  à  une  surface  du 

second  degré  et  coupant  orthogonalement  une  sphère 

de  rayon  donné,  (E.  Pellet.) 

J'établirai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  sphères  qui  se  coupent  en  un  point  A  et 

coupent  orthogonalement  une  sphère  O,  de  rayon  R,  se 

coupent  en  un  autre  point  A'  situé  sur  la  ligne  OA  ^t 

tel  quon  a 

Ok.Ok!  =  Vi\ 

En  effet,  OA.OA'^  Ût'=  R*. 

Ann,  de  Mathémat.^  2«  série,  t.  XIV.  (Féyriep  1 874.)  6 
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Cela  posé,  trois  sphères  tangentes  à  une  surface  S, 

dans  le  voisinage  du  point  A,  coupent  orthogonalement 

une  même  sphère.  Ces  trois  sphères  se  coupent  en  un 

même  point  qui  a  pour  limite  A,  et  en  un  autre  poiijtt  A' 

qui,  à  la  limite,  se  trouve  sur  la  droite  OA,  et  tel  que 

Ton  a 

OA.OA'=:R^ 

Comme  OA  est  connu,  on  construira  OA'  sans  difficulté. 
Cette  équation  peut  être  considérée  comme  Téquation  de 
la  surface  cherchée. 

La  solution  analytique  est  la  traduction  de  la  solution 
géométrique. 

Soient  Xi,  j^i,  Zi  les  coordonnées  du  centre  de  la 
sphère  mobile  :  son  équation  sera 

=  x^ -h  jr^ -h  i^ — 2XX,  —  2JJ, —  2*3,4-  R'=o. 

Entre  Xi,  ^|,  Zi  existe  une  certaine  relation  dépendant 
de  la  surface  directrice  9(^1,^1,  rj)  =  o.  Pour  avoir 
l'équation  du  lieu,  il  faut  éliminer  or,  jTj  z  entre  les  trois 
équations 

(a)         j:» -4-/2 4-  s'—-  2X.r,  —  %yjx—  2««,-l-R*=:0, 

(3)  4^  =  4=-^. 

?u^  ?yi  ?«i 

Les  équations  (3)  indiquent  que  les  deux  points  d'in- 
tersection de  trois  sphères  infiniment 'voisines  sont  sur 
une  droite  passant  par  Toriglne.  Appelons  x^y^  z  les 
coordonnées  d'un  des  deux  points,  et  j/^  ^,  J  les  coor- 
données de  celui  qui  est  sur  la  surface  directrice  \  on  aura 

f_^    J^    Z_    P_    pP 
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Les  coordonnées  des  deux  points  devant  satisfaire  à 
Téquation  (a),  on  déduit 

qui  nous  ramène  à  la  même  conclusion  que  la  solution 
géométrique. 

Soit  F(jc',j^,  z')  =  o  l'équation  de  la  surface  direc- 
trice ;  Téquation  de  la  surface  cherchée  sera 


Si  F  représente  une  surface  du  second  degré,  le  lieu 
cherché  sera  du  quatrième  degré;  Torigine  sera  un  point 
conique  double  ou  un  point  isolé,  suivant  que  la  sur- 
face directrice  est  infinie  ou  finie. 

Tout  plan  passant  par  l'origine  et  par  une  génératrice 
rectiligne  de  la  surface  directrice  coupe  la  seconde  sur- 
face suivant  un  cercle  passant  par  l'origine.  Le  point 
conique  de  la  surface  est  tangent  à  un  cône  homothétique 
au  cône  asymptote. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  d'une  manière  analo^e  par 
MM.  Alfred  Aousset  et  Genty.  M.  Moret-Blanc  a  borné  son  calcul  au  cas 
où  la  surface  du  second  degré  touchée  est  une  sphère.  Enfin  M.  V.  Hiouz 
a  étendu  la  question  en  se  proposant  de  trouver  d'abord  le  lieu  du  centre 
de  la  sphère  mobile,  c'est-à-dire  la  déférente  de  l'anallagmatique  dont 
la  sphère  fixe  est  la  directrice. 


Question  H29 

*  (foir  a*  férlt,  t.  XUI,  p.  na); 

PAa  M.  GAMB£Y. 

Un  triangle  ABC,  rectangle  en  A^  tourne  autour 
d'un  axe  mené  par  B,  parallèlement  à  AG.  Calculer 
ses  trois  côtés  sous  la  double  condition  que  son  péri- 

6. 
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mètre  ait  une  valeur  donnée  et  que  le  volume  engendré 
par  lui  en  un  tour  complet  soit  maximum. 

Soient  a,  b,  c  les  côtés,  et  ap  le  périmètre,  qui  est 
donné.  Il  s'agit  de  déterminer  ces  côtés  par  la  condition 
que  le  produit  bc*  soit  maximum. 

Or,  des  relations  connues 

a  -h  b  -h  c=z  ap, 

on  déduit  facilement 

p  = î 

2p  —  c 

d'où 

2/?  —  C 

Égalant  à  zéro  la  dérivée  de  cette  expression  par  rap* 
port  à  c,  il  vient 


et,  par  suite, 


^  =  o»    ^=^il±)/n)' 


La  racine  c  =  o  répond  au  minimum  de  bc*,  La  sui- 
vante ^ 

répond  au  maximum  cherché. 

Quant  à  la  troisième^  il  faut  la  rejeter,  car  on  a  ton- 

j  ours  c  <;  -—>  et  afortion 
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Les  valeurs  correspondantes  de  a  et  &  sont 

et  celle  de  ftc* 


ftc»  =  C.(,,_,,^). 


Note.  —  Solution  analogue  de  MM.  de  Marsilly;  Launay,  instituteur 
adjoint  à  Mézièrea  (Ille-et-Vilaine);  Paul  Henriot,  élèye  du  collège  Sta- 
nislas; Barthe  et  Souriau,  élèves  du  lycée  de  Poitiers;  Launoy,  maître 
auxiliaire  an  lycée  de  Lille;  Louis  Goulin,  élève  du  lycée  du  Havre;  et 
A.  Monter. 

Question  1130 

(  voir  »•  férto,  t.  XIII,  9.  iia  )  ; 

Pak  m.  chabanel. 

Etant  donnée  une  courbe  plane  quelconque  et  une 
surface  du  second  degré j  trouver  les  surfaces  dév^elop- 
pables  qui,  passant  par  la  courbe,  ont  leur  arête  de 
rebroussement  sur  la  surface  :  V équation  différentielle 
du  premier  ordre  à  laquelle  se  ramène  la  solution  de 
ce  problème  peut  toujours  s^ intégrer  par  de  simples 
quadratures*  (E.  Lâguerre.) 

Soit  fx  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  de  l'une  des 
surfaces  développables  cherchées,  surface  que  je  dési- 
gnerai par  X.  La  tangente  menée  à  cette  arête,  le  contact 
étant  en  /x,  est  génératrice  de  cette  surface,  et  rencontre 
la  courbe  plane  donnée  en  m.  Par  ce  point  m,  on  peut 
mener  une  infinité  de  droites  tangentes  à  la  surface  du 
second  degré  donnée  ;  le  lieu  de  ces  tangentes  est  un  cône 
du  second  degré  S. 

Si  Ton  fait  varier  le  point  |i  sur  Tarête  de  rebrousse- 
ment, à  chacune  des  positions  de  ce  point  correspondront 
ane  génératrice  firTi  et  un  cône  H^   considérons  deux 


Digitized  by  VjOOQIC 


(86) 
points  [x'  et  [i^^  infini  ment  voisins  Tun  de  l^autre.  Les  gé- 
nératrices jui'm'  et  lÂ^^m"  se  rencontreront  en  l'un  des 
deux  points  jui'  et  ii.^\  en  fx''  par  exemple;  ce  point  appar- 
tiendra à  rintersection  des  cônes  £'  et  £''  et,  par  suite, 
a  Tenveloppe  des  cônes  Z.  Mais  cette  enveloppe  est  tan- 
gente au  cône  1^^\  et,  puisqu'elle  passe  par  le  point  fx'^, 
elle  contient  la  génératrice  j^'^m''.  Ainsi  l'enveloppe  des 
cônes  S  est  le  lieu  des  génératrices  fx/n,  lieu  qui  n'est 
autre  chose  que  la  surface  développable  X.  Le  problème 
revient  donc  à  déterminer  l'équation  de  l'enveloppe  des 
cônes  Z  circonscrits  à  la  surface  du  second  degré  donnée, 
et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  la  courbe  plane  aussi 
donnée. 

Je  prends  pour  plan  des  xy^  le  plan  de  cette  courbe,  et 
je  donne  aux  axes  des  x  et  des  j^  des  positions  telles,  que 
l'équation  de  la  surface  du  second  degré  donnée  se  ré- 
duise à 

(l)S=:  — Aj:*-|-Ay-l-A"z'-{-2Bjrz-+-2B>a-f-2Cs4-D  =  o. 
Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  point  m,  et 

(2)  p  =  a>(a) 

l'équation  de  la  courbe  plane  donnée. 
L'équation  du  cône  S  est 

*  I  =  [a(Ax  -hP«)  4-  P(A'r  +  B'z)  -h  Cz  -h  Dp 

—  S(Aa>-f-A'p»-f-D)=o, 
ou  bien 

(3)  2  =  /a»H-  iwp*-h  2/îap-i-  2/7a  -+-  iq^  -+-  r-r  o, 

/,  m,  n^  py  q^  r  étant  des  fonctions  indépendantes  de  a 
et  de  /3. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  i  a  et  i  P« 
on  a 

(4)  dx{la-^  n^-hp)-^  d^{m^'{-na-^q)^Of 
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équation  que  Ton  rend  homogène  en  posant 

Im  —  /ï*        ^       ^         Im  —  n} 

et  dont  on  obtient  ensuite  Tintégrale  générale  par  de 
simples  quadratures. 
Soit 

(5)  f  (a,  p,  x,^,  «,  >)=o 

cette  intégrale  générale. 

L'élimination  de  a  et  de  ^  entre  les  équations  (a),  (3) 
et  (5)  donnera  Féquation  de  la  surface  développable  X, 
qui  répond  aux  conditions  générales  du  problème,  cette 
surface  étant  particularisée  par  la  valeur  donnée  à  la  con- 
stante X. 

Questions  H32  e/  H33 

(  Tolr  a*  série,  t.  XIII,  p.  207  )  ; 

Pae  m.   BOURGUET. 

i  J32.  On  donne  trois  droites  quelconques  D^,  D^,  De , 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  A,  B,  C  et  un  point  O 
dans  le  plan  de  ce  triangle. 

Par  le  point  O,  on  mène  un  plan  quelconque  qui 
coupe  les  trois  droites  données  en  a,  b,  c.  Les  plans 
(A,  a),  (B,  &),  (C,  c)  se  coupent  en  un  point  m,  dont 
on  demande  le  lieu  lorsqu^on  fait  ^varier  le  plan  qui 
passe  par  le  point  O.  (Manitheim .) 

1133.  On  donne  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
A,  B,  C,  un  irièdre  dont  le  sommet  est  un  point  du  plan 
de  ce  triangle  et  un  point  quelconque  O. 

Parle  point  O,  on  mène  une  transversale  quelconque 
qui  coupe  les  faces  du  trièdre  aux  points  a,  bjC* 

Les  plans  (A,  a),  (B,  &),  (C,  c)  se  coupent  en  un 
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point  m,  dont  on  demande  le  lieu  lorsquonfait  varier 
la  transversale  qid  passe  en  O.  (Manbheim.) 

Prenons  une  droite  quelconque  MN  et  cherchons  les 
points  d^intersection  de  cette  droite  avec  la  surface.  Pour 
cela,  par  le  point  M  je  mène  deux  plans  (  A,  a),  (6,  h)\ 
le  plan  (G,  c)  correspondant  déterminera  un  point  N 
tel,  qu'à  un  point  M  correspondra  un  seul  point  N. 

Réciproquement,  éiant  donné  N,  cherchons  M  :  pour 
cela,  je  fais  tourner  le  plan  mobile  autour  de  Oc;  les 
deux  plans  (A,  a),  (B,  6)  correspondants  formeront 
deux  faisceaux  homographiques,  et  leur  intersection  en- 
gendrera un  cône  du  second  degré  et  ce  sont  les  intersec- 
tions de  ce  cône  par  la  droite  MN  qui  seront  le  point  M. 
On  voitqu'à  chaque  point  Ncorrespondent  deux  points  M; 
les  points  d'intersection  de  MN  avec  la  surface  sont 
ceux  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  :  on  sait  qu'il  y 
en  a  trois.  Donc  la  surface  est  du  troisième  degré.  Si  le 
point  O  est  dans  le  plan  du  triangle,  l'un  des  trois  points 
sera  dans  ce  même  plan,  qui  fera  partie  de  la  surface,  et 
le  reste  de  cette  surface  sera  du  second  degré.  Si  l'on  fait 
coïncider  les  deux  plans  (A,  a),  (B,  h)  avec  le  plan  du 
triangle,  les  trois  plans  se  couperont  dans  le  cas  général, 
suivant  la  droite  G  :  donc  les  trois  côtés  du  triangle  font 
partie  du  lieu.  Menons  par  le  point  O  une  droite  ab 
coupant  les  deux  droites  D^,  De*,  il  est  évident  que  l'in* 
tersection  des  deux  plans  (A,  a),  (B,  6)  fera  aussi  partie 
du  lieu.  Ces  six  génératrices  avec  trois  autres  points  dé- 
termineront la  surface.  Dans  le  cas  particulier  où  O  est 
dans  le  plan  du  triangle,  la  surface  du  second  degré  est 
déterminée  par  les  trois  dernières  génératrices. 

CoREÉLiTiF.  —  Étant  donnés  trois  droites,  un  plan 
et  un  trièdre  ayant  son  sommet  dans  le  plan,  par  un 
point  du  plan  et  par  les  trois  droites  on  fait  passer  trois 
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plans  gui  coupent  les  arêtes  du  trièdre  aux  points  a,  &, 
c.  L^enueloppe  du  plan  abc  est  une  surface  du  second 
degré  f  inscrite  dans  le  trièdre.  Il  est  facile  de  construire 
trois  génératrices. 

Solution  analogue  pour  la  question  1133. 

CoiiEéLATiF.  —  Étant  donnés  un  triangle,  un  trièdre 
ayant  son  sommet  dans  le  plan  du  triangle  et  un  plan 
quelconque,  on  trace  une  droite  dans  ce  dernier  plan  : 
par  cette  droite  et  par  les  trois  sommets  du  triangle  on 
fait  passertrois  plans  qui  coupent  les  arêtes  du  triangle 
aux  points  a,  &,  c;  Venifeloppe  du  plan  abc  est  une 
surface  du  second  degré  inscrite  dans  le  tétraèdre. 

Note.  —  Solutions  géométriques  analogues  de  MM.  Chabanel,  Dewulf 
et  Genty.  Solutions  analytiques  de  MM.  Gambey,  Genty,  Lemelle,  Mar- 
quet  et  Moret-Blanc. 


Question  1135 

(voir  a*  série,  t.  XIII,  p.  307). 

Pa»  m.  bourguet. 

a  et  b  étant  deux  nombres  entiers  quelconques ,  la 
fraction 

(a  -\-i)(a  -^  1) .  .\2a{b  '\'i){b  -h  2).  .  .ib 
i.2.3...(fl-i-6) 

est  égale  à  un  nombre  entier.  (Catalan.) 

Cette  question  peut  se  généraliser  ainsi  :  prouver  que 

r(a,)  r(«2)..  .r(«*)  r(«,  -f-/ï2  +  .  ..4-«a) 
est  un  nombre  entier. 
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Cela  revient  à  prouver  que 

jr  =  «>  x=»  or  =s  • 

î  2  (=;) +2  (?)  -•■-  i'  (?)  *ï;'(^^:^ 

OU,  a  fortiori  y 

i(p)-(?)*—(;-o-("^^^-^)- 

Soient  a,,  a,,. . . ,  a„  la  partie  entière  du  quotient  de 
ai, . . . ,  Aji  par  ^'  et  aj,  a^, . . .  ^  a^  les  restes  ;  cela  revient 
à  prouver  que 


-Ok\ 


(^)-(^)— (^)n^ 


■  aj  -h  .  .  .-+-«*) 


Ce  qui  est  évident,  puisque  le  terme  le  plus  grand  du 
premier  membre  est  à  lui  seul  plus  grand  que  le  second 
membre. 

C^est  une  application  de  la  formule  de  M.  Dësiré 
André,  donnée  dans  la  a*  série,  t.  XIII,  p.  i85. 

Note.  —  Solution  analogue  de  MM.  L.  Jacques,  à  Crémone;  Moret-Blanc  ; 
J.  de  Virieu,  à  Lyon. 

Question  1136 

(TOir  V  •irl«.  t.  XI11,  p.  ao6): 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Le  nombre  entier  p  étant  la  somme  de  quatre  carrés 
entiers,  on  a 

/>^  =  P»  4-  Q'  -{-  R'  -I-  S% 
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P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers^  positifs  ou  négatifs^  tels 
que  la  somme  algébrique 

2>E>-f-PH-Q-f-R  +  S 

est  égale  à  un  carré,  et  Von  a  aussi 

p"  —  P'»  -h  Q''  -f-  R'»  -4-  S'S 

F,  Q',  R\  S' étant  des  entiers  dont  la  somme  algébrique 
est  égale  à  p.  (S.  Reâlis.) 

Soit 

1°  Si  Ton  pose 

st-h  tu-^su—  r^=z  P, 
tu  ^ru-h  rt  —  s^=  Q, 
r«  -h  n  -h  m  ~  r»  =  R , 

rf  4- Jr  4-  rr  —  m'=:S, 
on  aura 

j?>=P»-f-Q>-f-R*-+-S» 

et 

2^  -4-  P  -1-  Q  -K  R  H-  S  =  (r  -4-  J  -f-  /  -h  m)». 

a°  Si  Ton  pose 

r^ -h  st  -h  su  -h  tu  z=  P', 
5^—  ftt  -f-  rt  —  m  r=:  Q', 
fi  —  stt-^ru—rs=^  R', 
«'  —  j^  -+-  rf  —  rr  =  S', 
on  aara 

/?»=P'»4-Q"-f-R'»+S'* 
et 

p'4.Q'-f-R'4-S'=/?. 

Cette  dernière  solution  n*étant  pas  symétrique,  on 
en  déduit  trois  autres  par  la  permutation  circulaire  des 
lettres  r,  j,  f ,  u. 
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Il  est  évident  qu'une  autre  décomposition  du  nombre  p 
en  somme  de  quatre  carrés  donnerait  d'autres  solutions. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Genoccfii.  —  Votre  colla- 
borateur, M.  Picart,  dans  le  numéro  de  février  de  vos 
annales  (t.  XIII,  p.  81-82),  cite  M.  Maximîlien  Marie 
au  sujet  de  la  limite  à  laquelle  s'arrête  la  convergence  de 
la  série  de  Taylor,  et  qui  n'est  pas  nécessairement  la  va- 
leur de  la  variable  offrant  le  plus  petit  module  parmi 
celles  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée  infinie. 

Dans  une  Note  publiée  en  1873,  dont  j'ai  Thonneur 
de  vous  adresser  un  exemplaire,  j'ai  montré  que  cette 
remarque  doit  être  attribuée  à  mon  compatriote  M.  Félix 
Chiè,  qui  Ta  faite  le  premier  expressément  et  avec  toute 
la  précision.  Je  ne  me  suis  pas  appuyé  sur  des  documents 
rares  ou  inédits,  mais  sur  le  recueil  des  Comptes  rendus 
et  sur  un  Rapport  rédigé  par  Cauchy  lui-même,  qui, 
après  avoir  rappelé  son  célèbre  théorème  sur  la  conver- 
gence de  la  série  de  Maclaurin,  s'exprimait  de  la  manière 
suivante  : 

ft  En  appliquant  ce  même  théorème,  dans  mes  Exer-- 
cices  d'analyse,  à  la  série  de  Lagrange  et  en  supposant 
cette  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
d'un  paramètre  variable,  j'ai  dit  qu'elle  demeure  con- 
vergente quand  le  module  du  paramètre  est  inférieur  au 
plus  petit  de  ceux  qui  introduisent  des  racines  égales 
dans  l'équation  donnée.  Cette  proposition  est  exacte;  mais 
il  convient  d'ajouter,  avec  M.  Chiô,  que  la  série  de  La- 
grange demeure  convergente,  quand  le  module  du  para- 
mètre est  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  égales 
deux  racines,  dont  l'une  est  précisément  la  somme  de  la 
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série.  Telle  est,  en  effet,  la  conséquence  qui  se  déduit 
Dalurellement  du  simple  énoncé  du  théorème  général.  » 
(Comptes  rendus,  t.  XXXIV,  p.  3o4-3o5.) 

J'ai  montré  au$si  dans  la  même  Note  que  Cauchy  avait, 
dès  1844)  remarqué  les  exceptions  que  comporte  la  règle 
tirée  des  racines  égales  de  l'équation  et  proposé  de  la 
remplacer  par  une  autre  règle  relative  aux  valeurs  infi- 
nies de  la  fonction  ou  de  ses  dérivées  [Comptes  rendus, 
t.  XIX,  p.  iSy),  en  ajoutant  que  cette  dernière  règle 
avait  été  adoptée  par  Chiô  dans  son  Mémoire  de  la  même 
année.  Le  calcul  de  Cauchy  est  identique  k  celui  qu'a 
développé  M.  Puiseux  dans  son  Rapport  sur  les  Mémoires 
de  M.  Marie.  Chi6  a  insisté  sur  la  distinction  précédente 
dans  un  Mémoire  postérieur  présenté  à  la  Société  Philo- 
.  niathique,et  je  vous  prie,  Monsieur,  d'en  agréer  un  exem- 
plaire. 

Ainsi  la  priorité  de  mon  compatriote  est,  je  pense, 
très-claireinent  établie.  Je  suis  heureux  d'ajouter  que, 
dans  deux  lettres  que  M.  Marie  a  bien  voulu  m'adresser, 
il  a  loyalement  reconnu  les  droits  de  Félix  Chiô,  en  re- 
grettant que  les  sentiments  d*admi ration  et  de  recon- 
naissance voués  par  ce  dernier  à  Cauchy  l'aient  empêché 
de  faire  valoir  ses  droits  exclusifs,  a  Son  silence,  dit 
M.  Marie,  a  eu  pour  résultat  définitif  de  tellement  ense- 
,  velir  sa  découverte,  que  les  disciples  de  Cauchy,  ceux 
mêmes  qui  ont  dû  compulser  ses  moindres  écrits,  n'en 
eurent  pas  connaissance,  puisqu'ils  n'en  ont  pas  profité, 
et  qu'ainsi  la  Science  en  resta  privée  pendant  une  ving- 
taine d'années.  »  M.  Marie  ajoutait  :  «  Je  vous  remercie 
de  l'envoi  du  troisième  Mémoire  de  M.  Chiô  que  j'ai  lu 
avec  un  vif  intérêt  et  qui  montre  quelle  rectitude  de  juge- 
ment M.  Chiô  apportait  dans  les  difficiles  recherches  qui 
l'ont  occupé.  »  Il  finissait  par  ces  mots  :  «  Et  maintenant 
je  viens  me  mettre  à  votre  disposition  au  sujet  de  ce  qu'il 
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conviendrait  de  faire  dans  Tintérèt  de  la  mémoire  de 
M.  Chi6.  « 

Je  vous  demande  donc,  Monsieur,  de  vouloir  bien  faire 
une  petite  rectification  à  Tarticle  de  M»  Picart.  Ce  sera 
une  œuvre  juste  et  pieuse  dont  nous  serons  infiniment 
reconnaissants,  la  famille  de  M.  Chi6  et  moi.  Je  pourrais 
discuter  quelque  autre  affirmation  de  M.  Picart,  mais  je 
me  borne  à  citer  les  paroles  suivantes  de  M.  Darboux  : 
a  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  conver- 
gence de  la  série  de  Lagrange  sont  bien  connues  :  elles 
ont  été  indiquées  avec  toute  la  netteté  possible  par  Cauchy 
et  par  Félix  Chiô.  Il  n'y  a  donc  plus  rien  de  nouveau  à 
établir  sur  cette  question,  et  ce  qui  a  pu  faire  illusion, 
dans  ces  derniers  temps,  à  quelques  géomètres,  c^est  que, 
dans  son  beau  Mémoire  sur  cette  série,  M.  Rouché  s^est 
contenté  de  donner  une  condition  suffisante  pour  la 
convergence,  mais  nullement  nécessaire.  »  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques ,  t.  VI,  p.  67, 

1874.) 

Omission.  —  C'est  par  erreur  que  nous  avons  oublié 
de  mentionner  M.  Brocard  comme  ayant  résolu  la  ques- 
tion 900. 


QUESTIONS. 

1156.  On  a  une  masse  quelconque,  attirant  suivant  la 
loi  de  la  gravitation.  Soit  di^  un  élément  infiniment  petit 
de  volume  pris  n'importe  où 'dans  l'espace.  Si  on  le  sup- 
pose rempli  d^une  matière  homogène  ayant  pour  densité  i , 
il  supportera  une  attraction  R  de  la  part  de  la  masse 
attirante.  Soit  r  la  distance  de  cet  élément  di^  à  un  poi^t 
fixe  M,  et  cp  l'angle  que  la  direction  de  R  fait  avec  la 
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direction  de  la  droite  qui  joint  Pélëmenl  di^  au  point  M. 

Si  Ton  fait  la  somme  de  toutes  les  expressions  — j-?  qui 

se  rapportent  à  tous  les  éléments  di^  de  l'espace,  le  ré- 
sultat sera  égal  au  produit  du  potentiel  de  la  masse  atti- 
rante relativement  au  point  M,  par  4'^fy  ^  étant  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  f  la  force 
d'attraction  de  deux  points  matériels  de  niasse  i,  situés 
à  l'unité  de  distance.  (F.  Didoiy.) 

ii57.  Etant  donnés  un  système  quelconque  de  points 
matériels  et  deux  droites  fixes  dans  Tespace,  on  demande 
le  lieu  des  droites  qui  rencontrent  les  deux  droites  fixes 
et  qui  sont  axes  principaux  d'inertie  par  rapport  à  un  de 
leurs  points.  Lieu  de  ce  point.  On  examinera  en  parti- 
culier le  cas  où  Tune  des  droites  fixes  passe  par  le  centre 
de  gravité  du  système,  et  aussi  le  cas  où  l'une  de  ces  droites 
est  axe  principal  d'inertie  relativement  au  centre  de  gra- 
vité. (F.    DiDOK.) 

1158.  Étant  donnée  une  masse  quelconque  dont  chaque 
molécule  attire  suivant  une  loi  qu'on  suppose  être  repré- 
sentée par  une  simple  fonction  de  la  distance  au  point 
attiré,  on  peut  se  proposer  de  trouver  toutes  les  surfaces 
jouissant  de  cette  propriété,  que  les  droites  suivant  les- 
quelles sont  dirigées  les  attractions  de  la  masse  sur  des 
points  matériels  placés  en  tous  les  points  de  Tune  quel- 
conque d'entre  elles  soient  normales  à  une  même  sur- 
face. Démontrer  que,  pour  chacune  des  surfaces  cher* 
chées,  il  existe  une  relation  constante  y*(R,  y)=:o 
entre  le  potentiel  de  la  masse  relatif  à  chaque  point  de 
cette  surface  et  la  grandeur  R  de  l'attraction  de  la  masse 
sur  ce  point.  Si  la  relation  ne  contient  pas  R,  elle  donne 
des  surfaces  de  niveau;  si  elle  ne  contient  pas  Y,  elle 
donne  ce  qu'on  peut  appeler  des  surfaces  d'égale  aU 
traction.  (F.  Dinow,) 
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1159.  Lorsqu'un  angle  constant  2<f  se  déplace  en  res- 
tant tangent  à  une  courbe  plane  convexe  et  fermée  d^un 
périmètre  S,  la  bissectrice  extérieure  de  cet  angle  enve- 

loppe  une  courbe  fermée  dont  le  périmètre  est  -: 

En  faisant  varier  Tangle  aop  et  réduisant  par  Thomo- 
thétie  chacune  des  courbes  obtenues  dans  un  rapport 
égal  à  sincf ,  on  forme  une  série  de  courbes  fermées  isopé- 
rimètres. Quelle  est  celle  de  ces  courbes  qui  comprend 
la  plus  grande  aire?  (G.  Fouret.) 

1160.  Étant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un 
axe  radical  commun,  on  les  coupe  par  une  de  leurs  sphères 
orthogonales,  et  Ton  prend  les  circonférences  obtenues 
comme  bases  d'autant  de  cônes  ayant  pour  sommet  com- 
mun un  point  de  Taxe  radical.  Chacun  de  ces  cônes  coupe 
la  sphère  correspondante  suivant  une  deuxième  circon- 
férence :  toutes  ces  circonférences  sont  situées  sur  une 
même  sphère  orthogonale  aux  sphères  données.  Réci- 
proque. (G.  Fouret.) 

1161.  Si,  d'un  point  M  pris  sur  une  branche  d^hj- 
perbole,  on  mène  une  tangente  MT  au  cercle  bi tangent 
à  lâk  courbe  selon  son  axe  transverse,  et  si,  du  même 
point  M,  on  mène  une  parallèle  à  l'asymptote  jusqu'à 
son  point  d'intersection  Q  avec  Taxe  transverse  de  l'hy- 
perbole, le  triangle  IVITQ  est  isoscèle. 

(L.-A.  Levât.) 

1162.  Construire  une  hyperbole,  étant  donné  l'axe 
transverse  AA'  et  un  point  M  de  la  courbe. 

(L.-A.  Levât.) 
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lÉTERlINATION  DBS  DIVISEURS  A  COEFFICIENTS  CMNEN- 
SDRABLES,  D'UN  DE6RÉ  DONNÉ,  D  UN  POLYNOME  ENTIER 
M  a:  A  COEFFICIENTS  CONIHENSDRARLES*, 

Pak  m.  L.  MALEYX. 


I.  Deux  diviseurs  d'un  polynôme  entier  en  x  qui  ne 
diffèrent  que  par  un  coefficient  constant,  ayant  la  même 
composition  algébrique,  ne  sont  pas  considérés  comme 
distincts. 

IL  En  multipliant  un  polynôme  entier  en  x,  à  coeffi- 
cients commensurables,  par  un  multiple  commun  des 
dénominateurs  de  ses  coefficients,  et  en  divisant  les  coef- 
ficients du  produit  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  forme  un  nouveau  j^lynôme  à  coefficients  entiers 
premiers  entre  eux;  le  ^^eau  polynôme,  qui  ne  diffère 
du  premier  que  par  un  coefficient  constant,  admet  les 
mêmes  diviseurs  que  lui,  et  conserve  la  qualité  de^i viser 
exactement  tous  ceux  que  le  premier  divisait  lui«/î|ème. 

in.  De  là  résulte  que  la  recherche  de  tous  les  divi- 
seurs à  coefficients  commensurables  d'un  polynôme  entier 
en  X9L  coefficients  commensurables  se  ramène  à  celle  de 
tous  les  diviseurs  à  coefficients  entiers  premiers  entre  eux 
d'an  polynôme  entier  en  x  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés. 

IV.  Le  produit  d^un  polynôme  entier  en  acr  à  coeffi- 
cients entiers  premiers  entre  eux  par  un  polynôme  entier 
dont  certains  coefficients  sont  des  nombres  fractionnaires 

^nn,  de  Machémat.,  2*  série,  t.  XIV.  (Mars  1876.)  7 
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irréductibles  ne  peut  être  un  polynôme  à  coefficients  en- 
tiers. 

Réduisons  tous  les  coefficients  du  polynôme  multi- 
plicateur à  leur  plus  petit  dénominateur  commun,  et  soit 
a  Tun  des  facteurs  premiers  de  ce  dénominateur  que  nous 
représenterons  par  aXm]  le  polynôme  multiplicateur 
est  de  la  forme 

g  X  P  ^  Q 
a  X  /w 

«  X  P  étant  la  somme  des  numérateurs  des  termes  dont 
le  coefficient  est  divisible  par  a,  et  Q  la  somme  de  ceux 
dont  aucun  coefficient  n'est  divisible  par  a.  Mettons  de 
même  le  multiplicande  sous  la  forme 

a  X  P,  -f-  Q,  ; 

Q  contient  au  moins  un  terme  différent  de  zéro,  sans 
quoi  aXm  ne  serait  pas  le  plus  petit  dénominateur 
commun  des  coefficients  du  multiplicateur,  et  Qi  con- 
tient aussi  au  moins  un  terme,  puisque  les  coefficients 
du  multiplicande  sont  premiers  entre  eux. 
Cela  posé,  effectuons  le  produit^  on  trouve 

g'  PP,  -4-  «P.  Q  -f-  aPQ,  -f-  QQt 
aX/H 

et,  pour  démontrer  que  tous  les  coefficients  du  produit 
ne  sont  pas  entiers,  il  suffit  de  montrer  que  Tun  au  moins 
des  coefficients  du  numérateur  n'est  pas  divisible  par  le 
facteur  a  qui  entre  au  dénominateur. 

Or,  parmi  les  termes  du  produit  Q  x  Qi,  il  en  existe 
au  moins  un  qui  ne  se  réduit  pas  avec  les  autres  et  dont 
le  coefficient  n'est  pas  divisible  par  cf,  puisqu'il  est  le 
produit  de  deux  nombres  dont  aucun  n'est  divisible  par 
le  nombre  premier  a.  Ce  terme  ne  peut  admettre  de 
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semblables  que  parmi  ceux  des  produits  a*PPi,  ^PiQ, 
aPQi,  qui  sont  tous  divisibles  par  a  ]  le  coefficient  du 
terme  résultant  de  leur  réduction  étant  la  somme  de 
plusieurs  nombres  divisibles  par  a  et  d*un  seul  qui  ne 
l'est  pas  ne  saurait  être  divisible  par  a. 

U  en  résulte  que  la  division  d'un  polynôme  à  coeffi- 
cients entiers  par  un  polynôme  à  coefficients  entiers 
premiers  entre  eux  ne  peut  se  faire  exactement  que  tout 
autant  que  le  quotient  est  un  polynôme  k  coefficients 
entiers. 

V.  Soient 

F(.r)  =  Aaf' -f-  A,  j^—'  H-  .  . .  -h  A« 
un  polynôme  entier  en  x  et  à  coefficients  entiers  ^ 

un  second  polynôme  entier  en  x,  à  coefficients  entiers 
premiers  entre  eux  et  diviseur  du  premier;  ^{^)  ^^  quo- 
tient dont  les  coefficients  doivent  être  des  nombres  en- 
tiers d'après  le  numéro  précédent  ;  on  aura 

RempIaçons-yxpar~9  et  multiplions  les  deux  mem- 
bres par  p*"  ;  on  aura 


p' 


-(i)  =  ^r(i)xr-Hf) 


ou 


Aa" -*- A.a-^»  P  + . .  .  H- A«  P*" 

K  étant  un  nombre  entier. 
D'après  cela ,  aa^  -h  ba^'^  /3  -f- ...-+-/  (5/»   doit   être 

7- 
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un  diviseur  arithmétique  du  nombre 

Ao-'-hAa'"-'  p  -4-.  . .  -hA«  p*. 

Désignons  ce  diviseur  par  M,  on  aura  Téquaiion  du  pre- 
mier degré 

entre  les  /?  +  i  coefficients  inconnus  a,  &,...,/  du  po- 
lynôme cherché. 

Si  Ton  donne  à  -  p  -h  i  valeurs  distinctes  0'  F  »  F  '  *  *  '  ' 

P  P    P«    P> 

T^:  si  Ton  désigne  généralement  par  M^  un  diviseur  cou- 

venablement  choisi  de  PrF(r)>  '*  résolution  du  sys- 
tème des  p  -h  I  équations 

aaP-^baF-'p  -h  ,  .  . -h  l^=  M, 
aaP  -4-  6af --'  p.  -h  .  .  .  -f-  /pf  =  M,, 
«aj  -f-  6aJ-«p,  -f- .  .  .  -I-  /pÇ=  M„ 


fera  connaître  les  p  -4- 1  coefficients  du  diviseur  <f(x), 

VI.  Désignons  maintenant  par  m^  le  nombre  des  divi- 
seurs de  P"F  (  -'  j  •  Si  l'on  donne  à  M,  successivement  les 

valeurs  de  tous  ces  diviseurs  dans  le  système  des 
p  + 1  équations  du  numéro  précédent,  on  formera  un 
nombre  de  systèmes  analogues  égal  à 

wt  X  iwi  X  iwj  X . . .  X  m^. 

En  résolvant  chacun  de  ces  systèmes,  on  déterminera 
les  coefficients  d'un  nombre  égal  de  polynômes  de  degrép, 
parmi  lesquels  figureront  tous  les  diviseurs  de  degré  p  à 
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coefficients  entiers  premiers  entre  eux  du  polynôme  F(x). 
Mais  en  même  temps  qu'on  obtiendrait  ainsi  les  coef- 
ficients de  tous  les  polynômes  cherchés,  on  obtiendrait 
aussi  ceux  d'un  nombre  considérable  de  polynômes  qui 
ne  conviendraient  pas  à  la  question,  et  qu'il  faut  cher- 
cher à  exclure. 

VII.  On  peut  exclure  tout  système  de  valeurs  de  M, 
Ml, ... ,  Mp,  pour  lequel  : 

I®  L'un  de  ces  coefficients  désignés  d'avance,  M  par 
exemple,  aurait  une  valeur  négative-,  en  effet,  en  chan- 
geant simultanément  les  signes  de  M,  Mi,.  .  .,  M^,  on 
pourrait  rendre  M  positif,  et  l'on  ne  ferait  ainsi  que 
changer  les  signes  de  a,  £,...,  /,  ce  qui  n'altérerait  pas 
le  diviseur  correspondant  ] 

a®  On    trouverait  des  valeurs   fractionnaires  de  a, 

3**  On  trouverait  des  valeurs  entières  de  a,  ^,...,  /, 
admettant  un  facteur  commun  ^ 
4®  On  trouverait  des  valeurs  de  a,  &,...,/,  ne  rendant 


pas  P?..9(g^;)  divheur  de  r...F{^}  g^;  étant 
distincte  des  ^  + 1  valeurs  déjà  données  à 


5®  On  trouverait  des  valeurs  de  a,  &,...,/  ne  rendant 
pas  f  (x)  diviseur  de  F(t),  ce  qui  arriverait  nécessaire- 
ment si  l'on  était  conduit  à  mettre  un  coefficient  frac- 
tionnaire au  quotient. 

Vni.  Ces  différents  moyens  d'exclusion  peuvent  se 
combiner  et  s'appliquer  diversement  suivant  les  valeurs 
de/>,  a,  p-,  nous  nous  bornerons  dans  ce  qui  suit  à  ex- 
poser quelques  procédés  réguliers  conduisant  au  résultat 
quand  p  a  l'une  des  valeurs  19^,3,  puis  à  indiquer  d'une 
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façon  générale  comment  on  pourrait  opérer  pour  les  de- 
grés supérieurs. 

Diviseurs  du  premier  degré, 

IX.  Tout  diviseur  du  premier  degré  d'un  polynôme 
entier  en  x  est  de  la  forme  ax  -hby  a  étant  un  diviseur 
du  coefficient  A  du  premier  terme  du  polynôme  consi- 
déré, b  un  diviseur  de  son  dernier  terme  A,„. 

Nous  supposerons  que  nous  ayons  préalablement  sup- 
primé dans  F{x)  les  diviseurs  x  —  i  ou  x-hi  s'ils  y 
étaient  contenus. 

On  peut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n®  VII,  exclure  comme 
valeurs  de  a  les  diviseurs  négatifs  de  A,  Tassociation 
dans  un  même  binôme  d'un  diviseur  de  A  et  d'un  divi- 
seur de  A„  admettant  un  facteur  commun. 

Un  système  de  valeurs  de  a  et  de  &  ne  peut  être  accepté 
que  tout  autant  que  leur  somme,  résultat  de  la  substitu- 
tion de  I  dans  le  binôme  ax  -f-  ft,  et  que  leur  différence, 
résultat  de  la  substitution  de  —  i  dans  Ije  même  binôme, 
seront  des  diviseurs  respectifs  de  F(i)  et  deF( — i)  qui 
ne  sont  pas  nuls. 

On  formera  tous  les  binômes  ne  satisfaisant  pas  à  ces 
conditions  d'exclusion  et  on  les  essayera  par  la  division, 
en  prenant  soin  de  l'ordonner  de  manière  que  le  premier 
terme  du  diviseur  ait  le  plus  grand  coefficient. 

Pour  faciliter  ces  opérations,  on  forme  d'abord  le  ta- 
bleau des  valeurs  possibles  de  a  +  &  qu'on  compare  à 
celui  des  diviseurs  de  F(i),  puis  le  tableau  des  valeurs 
possibles  de  a  —  b  qu'on  compare  à  celui  des  diviseurs 
deF(— i). 

Soit,  pour  exemple,  le  polynôme 

F  (x)  =  i5jc* -+- i6x«  —  46x»— 5x  H- 6. 
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On  inscrit  d^abord  dans  un  premier  tableau  I  les  di- 
viseurs positifs  de  i5  qui  sont  les  valeurs  possibles  de  a^ 
et  à  côté  tous  les  diviseurs  de  six  valeurs  possibles  de  b. 

Dans  un  deuxième  tableau  II,  on  inscrit  les  sommes 
de  chaque  valeur  de  a  avec  chaque  valeur  de  b  première 
avec  celle  de  a,  et  les  résultats  eflectnés  de  ces  additions. 

En  comparant  ces  résultats  avec  les  diviseurs  de  F(i) 
disposés  dans  un  troisième  tableau  III,  on  reconnaît  qu'on 
ne  peut  accepter  que  neuf  associations  possibles  d'une 
valeur  de  a  et  d^une  valeur  correspondante  de  b. 

Dans  un  quatrième  tableau  IV,  on  inscrit  les  neuf 
valeurs  correspondantes  de  la  différence  a  —  i,  et  les 
résultats  effectués  de  ces  soustractions. 
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La  comparaison  de  ces  résultais  avec  les  diviseurs  de 
F( — i)  contenus  dans  un  cinquième  tableau  Y  permet 
de  réduire  à  quatre  le  nombre  des  associations  possibles 
d'une  valeur  de  a  et  d*une  valeur  de  b. 

n  ne  peut  donc  exister  que  quatre  diviseurs  du  pre- 
mier degré  du  polynôme  proposé  :  ces  diviseurs  sont 

5*  4- 2,     3ar — I,     X  —  a,     X  —  3; 

vérifiés  par  la  division,  il  n'en  reste  que  deux  d'accep- 
tables, à  savoir  :  Sx -h  a,  Zx  —  i. 

Tel  est  le  procédé  à  peu  près  suivi  dans  toutes  les 
Algèbres  pour  la  détermination  des  racines  commensu- 
râbles,  et  qui  résout  la  question  proposée. 

Diifiseurs  du  second  degré, 

X.  Tout  diviseur  du  second  degré  d'un  polynôme 
entier  F(a:)  a  la  forme  ax*-f-  bx-v-  c.  D'après  le  n®  V 
et  en  désignant  par  M,  Mi,  M,,  Mj  des  diviseurs  conve- 
nablement cboisis  et  respectifs  de  jS"*  F  (  ^  J  i  [3'"F  (  —  ^  j , 

«"*F^^  j,  a'"F(~-  ^\  on  doit  avoir 

rtP»-4-  boL^  -{-  C5c'--M„ 

Trois  de  ces  équations  sufGsent  pour  déterminer  a, 
&,  c;  la  quatrième  sera  une  équation  de  condition  servant 
de  moyen  d'exclusion  d'après  le  n**  VII.  Or,  pour  qu'un 
système  de  valeurs  de  M,  Mi,  M,,  Mg  puisse  fournir  pour 
a,  &,  c  des  valeurs  entières  satisfaisant  aux  quatre  équa- 
tions précédentes,  il  faut  que  M  H-  M9  soit  un  multiple 
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de  a*  H- (S*  5  qu'il  en  soit  de  même  de  Mi-hM,;  que 
M  -f-  Ms  =  M,  -H  Mj;  que  M  —  M,  soit  un  multiple  de 
2a^l  qu'enfin  M — Mj  le  soit  de  a*  —  jS*.  Les  systèmes 
de  valeurs  de  M,  Mi,  M,,  M,,  qui  satisferont  à  ces  con- 
ditions, seront  généralement  assez  peu  nombreux  pour 
qu'on  puisse  tenter  la  résolution  des  systèmes  d'équations 
correspondants. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  M,  Mi,  M,  qui  satis- 
font à  ces  conditions,  on  formera  un  tableau  composé  de 
neuf  colonnes  verticales  -,  dans  la  deuxième,  on  inscrira 
Tune  au-dessous  de  l'autre  toutes  les  valeurs  possibles 

de  M,  c'est-à-dire  des  diviseurs  de  P'^F  (  0  )  î  ^^"*  '*  P^®" 

mière  et  la  troisième,  on  inscrira  respectivement,  à  gauche 
et  à  droite  de  chaque  valeur  de  M,  les  restes  positifs  de 
ses  divisions  par  a* —  j3*  et  par  2a|3.  De  même,  on  pla- 
cera dans  la  cinquième,  et  les  unes  au-dessous  des  autres, 

les  valeurs  de  M^,  diviseurs  de  jS'^FI  —  *)>  et  dans  les 

quatrième  et  sixième  colonnes,  i  gauche  et  a  droite  de 
chaque  valeur  de  M|,  les  restes  positifs  de  ses  divisions 
par  aap  et  par  a'-f-  (3*.  Enfin,  dans  la  huitième  colonne, 
CD  placera  l'une  au-dessous  de  l'autre  toutes  les  valeurs 

de  M,,  diviseurs  de  a"*F(  -  )  ?  et  dans  les  septième  et  neu- 
vième, à  gauche  et  à  droite  de  chaque  valeur  de  Mi,  les 
restes  positifs  de  ses  divisions  par  a* -h  (3*  et  par  «* — 13*. 
Pour  qu'un  système  de  valeurs  de  M,  Mj,  Mt  soit  ac- 
ceptable, il  faut  que  M  —  Mi  soit  multiple  de  aa|3,  c'est- 
à-dire  que  les  restes  des  divisions  de  M  et  Mi  par  aajB 
soient  égaux,  ce  qu'on  constate  à  Taide  des  nombres  des 
troisième  et  quatrième  colonnes;  que  Mf-h  M2  soit  un 
multiple  de  a* 4-  (3*,  c'est-à-dire  que  les  restes  des  divi* 
sions  de  Mi  et  M,  par  a*4- 13'  forment  une  somme  égale 
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à  a*+  ^',  ce  que  Ton  constate  à  l'aide  des  nombres  con- 
tenus dans  les  sixième  et  septième  colonnes;  enfin  que 
M  —  M,  soit  un  multiple  de  a*  —  ^',  ce  qui  se  voit  k 
Taide  des  restes  des  première  et  neuvième  colonnes. 
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Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  prenons  ponr  exemple 
le  polynôme  considéré  dans  le  n^  IX 

F(ar)  =  |5«* -h  l6x»— 46.r»-~  5j:  4- 6. 

Posons  a  =:  3,  |3  =  a  ^  on  a 

2*F(ï)=  399=3  X7X19, 
--^2^F(— ^)=io89r=3»Xii% 

-3*F(J)=  816=  2*  X  3  X17, 
—  3*F(—|)  =  1044  zzr  2' X  3^X29, 

Formons  le  tableau  à  neuf  colonnes  dont  nous  venons 
de  Q.OUS  occuper,  et  dans  un  second  tableau  à  trois  co- 
lonnes, et  placé  à  droite  du  premier,  nous  disposerons 
par  lignes  horizontales  les  systèmes  de  valeurs  de  M, 
Mj,  M,  qui  peuvent  se  correspondre  d'après  «os  vérifi- 
cations. 

Pour  un  motif  donné,  il  suflSt  d^inscrire  dans  le  pre- 
mier tableau  les  valeurs  positives  possibles  de  Tune  des 
trois  quantités  M,  Mi,  M,,  soit  de  M,. 

Le  tableau  étant  constitué,  nous  prenons  Tune  des  va- 
leurs de  M,  399  par  exemple.  Le  reste  de  sa  division  par  1 2 
étant  3,  les  seules  valeurs  de  Mi  qui  puissent  corres- 
pondre sont  363,  99,  3,  — g, — 33,  — 1089;  le  reste  de  la 
division  de  363  par  1 3  étant  1 2,  les  seules  valeurs  de  M,  qui 
puissent  lui  correspondre  sont  celles  qui,  divisées  par  i3, 
fournissent  pour  reste  i,  soit  i;  mais  comme  cette  valeur 
de  M,  divisée  par  5  donne  pour  reste  i,  tandis  que  399 
donne  le  reste  différent  4j  ^1^^  ^^t  à  rejeter.  On  reconnaît 
de  même  que  399  ne  peut  s'associer  à  99  ni  à  3.  —  9 
divisé  par  i3  donne  pour  reste  4  et  peut  s'associer  aux 
valeurs  de  M,,  qui,  divisées  par  1 3,  donnent  pour  reste  9  ; 
ces  valeurs  sont  ao4i  4^9  1^  première  seule  divisée  par 
5  donne  le  même  reste  que  399,  et  par  conséquent  est  la 
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seule  acceptable.  Nons  inscrirons  donc  dans  le  second 
tableau  comme  pouvant  se  correspondre  les  valeurs  de 
M,  Ml,  M,  respectivement  ^ales  à  399,  —  9,  204.  On 
voit  par  ce  moyen  que  399  ne  peut  s'associer  ni  à  —  33 
ni  à  — 1089. 

En  répétant  successivement  les  mêmes  opérations  pour 
chacune  des  valeurs  de  M,  on  constitue  le  tableau  com- 
plet des  valeurs  de  M,  M|,  M,  qui  peuvent  être  associées 
en  groupes,  au  nombre  de  27,  et  consignées  dans  le  second 
tableau. 

Le  nombre  de  ces  associations  peut  être  diminué  en 
observant  que  Mj  -f-  Mj  =  M  +  Ms  ;  on  ne  devra  donc 
retenir  que  les  systèmes  pour  lesquels  Mi-hMs — M 

sera  un  diviseur  de  3*F(  —  x  )  *,  il  est  facilede  juger  s'il  en 

estainsi  en  formant  les  difTérentes  valeurs  deMi-f-M, — M 
prises  dans  le  second  tableau  et  en  les  comparant  au  ta- 
bleau des  diviseurs  de  3*F  |  —  -  |  • 

On  reconnaît  ainsi  quMl  n'y  en  a  que  huit  qui  sont 
acceptables,  et  on  les  a  placés  dans  un  troisième  tableau 
voisin  des  deux  premiers. 

De  la  résolution  des  huit  systèmes  d^équations  corres- 
pondants on  déduit  les  huit  trinômes  diviseurs  possibles 

iSx'  -^  X  —  2,  x^-^  X  —  3, 

3x'— JT,  i5j:  —  3ox -r  12, 

3x^—0:— 6,  ig-r'-rx  — II, 

Sx^ —  loa:^-4>  57x'-i-3a: — 33, 
On  reconnaît  qu*on  peut  rejeter  a  priori  le  sixième  et 
le  huitième  comme  n'ayant  pas  leurs  coefficients  pre- 
miers entre  eux  ^  le  septième,  dont  le  coefficient  du  pre* 
mier  terme,  19,  ne  divise  pas  le  coefficient  i5  du  premier 
terme  de  F(x);  le  deuxième  et  le  quatrième,  dont  les 
termes  indépendants  Oj  ^  ne  divisent  pas  le  terme  indé- 
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pendant  6  du  polynôme  F(x).  U  ne  reste  donc  à  essayer 
par  la  division  que  le  premier,  le  troisième  et  le  cin» 
quième  ;  le  premier  et  le  cinquième  sont  les  seuls  pour 
lesquels  elle  se  fasse.  Le  polynôme  proposé  n'admet  donc 
qoe  deux  diviseurs  du  second  degré  à  coefficients  comr- 
mensurables  premiers  entre  eux 

iSjc^-^x —  3, 
jr»H-a?—  3. 

XI.  On  sait  qu^une  équation  algébrique  de  degré  m,  k 
coefficients  commensurables,  qui  admet  une  racine  in- 
commensurable d'une  équation  du  second  degré  k  coeffi- 
cients commensurables,  admet  aussi  la  seconde  racine  de 
cette  équation;  la  détermination  des  diviseurs  du  second 
degré  à  coefficients  commensurables  d'un  polynôme  de 
degré  m  ayant  la  même  propriété  permet  de  déterminer 
les  racines  incommensurables  de  la  forme  a-^-  y]b  d'une 
équation  algébrique  à  coefficients  commensurables. 

Diviseurs  du  troisième  degré. 

XII.  Les  diviseurs  du  troisième  degré  d'une  fonction 
entière  F  (a?)  ont  la  forme 

ûj:*-+-  bx^-^  ex  H-rf; 

et,  toujours  d'après  le  n**  Y,  en  désignant  par  M,  M|, 
Mt,  Ms  des  diviseurs  convenablement  choisis  et  res- 
pectifs de 


on  a 


aa*^-  Aa^p  +  cap»  ■^-  </p'~  M, 
aa^"  «>a'p-H-<:ap»— rfp»=::M„ 
a  pM-  b  aP'  H-  <ra»p  -r-  </a*^  M„ 
np»—  6ap'-f-ca'p~£ia>=::M,. 
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La  résolution  de  ces  quatre  équations  fera  connaître 
les  valeurs  inconnues  et  cherchées  dea,  &,  c,  d.  Recher- 
chons d* abord,  comme  dans  le  n^  X,  des  conditions 
simples  auxquelles  soient  assujettis  M,  Mi,  Mf,  M3,  pour 
pouvoir  se  correspondre.  Ces  conditions  se  déduisent  en 
général  de  la  propriété  que  doit  avoir  un  système  de  va- 
leurs de  M,  Ml,  M|,  Ma,  de  fournir  pour  a,  &,  c,  d  des 
valeurs  entières. 

Multiplions  la  première  de  ces  quatre  équations  par 
a  H-i3,  la  deuxième  par  a  — 13,  la  troisième  par  a  +  (3, 
la  quatrième  par  /3  —  a^  elles  deviennent 

ûa^-+.(fl-f  *)a»p-4-(*-4-f)a«p* 

aoi'  —  (a  -f-  6)a»p  -f-  (^  -+-  c)  a»p» 

flp* -+- (a  4- ^)  ap» -h  (^ -4- <?)  «' P» 

-4-  (c  -+-  €f)  a»p  -h  £/«<=  M,  {a  4-  P), 

a^^^(a'^b)  ap»-f-(^4-cJ«»p» 

—  (c  +  rf)  a»p  -h  ^a«=  Mj  (p  —  «)• 

Retranchons  maintenant  la  seconde  de  la  première,  la 
troisième  de  la  seconde,  la  quatrième  de  la  troisième,  la 
première  de  la  quatrième,  on  a 

M  (a  -f-  p)  —  M,  (a  —  P)  =  2ap[a»(a  -f-  *)  -H  p^c  -f-  d)], 
M,(a-p)-M,(a  +  p) 

=  («'-4-  PV)  [[a  —  ^)  (a»—  p»)  —  ap  (a  -+-  6  4-  c  4-  d)], 
M,(a  +  P)-  M,{p  — a)  =  2ap[p>(a  +  é)4-a«(r-+-rf)], 
MsCp  — a)— M  (a-4-p) 

=  (a'-H  PM[(fl  -  ^)  (P'—  a»)  —  «P(fl  -h  b  4-  C-f-  </)]. 
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Od  voit,  d'après  cela,  que,  ponr  qu'un  système  de  va- 
leurs de  M,  Ml,  Mf,  Ms  puisse  être  acceptable,  il  faut 
queM (a  + 13)  et  M|  (a  —  (3)  divisés  par  aa|3  donnent  le 
même  reste;  qu'il  en  soit  de  même  de  Mi  (a  — 13)  et 
M,  (a-f.(3),  divisés  para»  4- /3'-,  M,  (a  -f-P)  eiM,  (|3— a), 
divisés  par  aa^  ;  Ms  ((3  —  a)  et  M  (a  H-  j3),  divises  par 

On  vérifie  aussi  facilement  sur  les  quatre  équations 
initiales  que  M  -f-  M»  et  que  Mi  +  Ms  sont  des  multiples 
de  a  -f-  (3;  donc  M  et  —  M»,  divisés  par  a  -H  /3,  doivent 
fournir  le  même  reste;  il  en  est  de  même  de  Mi  et 
—  Ms*  Pour  faciliter  la  vérification  de  ces  conditions, 
on  formera  un  tableau  composé  de  seize  colonnes  verti- 
cales. Dans  la  seconde,  on  écrira  tous  les  diviseurs  de 

P"F  (  ^  I  Tun  au-dessous  de  l'autre;  cette  colonne  ren- 
ferme ainsi  les  valeurs  possibles  de  M,  k  gauche  de 
chaque  valeur  de  M,  et  dans  la  première  colonne  on  pla- 
cera le  reste  de  la  division  de  M  (a  -f-  (3)  par  «» -i-  (3*  ;  a 
droite  de  chaque  valeur  de  M  on  placera  dans  la  troisième 
colonne  le  reste  de  sa  division  par  a  -h  ^y  et  dans  la 
quatrième  colonne  le  reste  de  la  division  de  M  (a  +  ^) 
par  a  «p. 

La  sixième  colonne  renfermera  les  valeurs  de  Mi,  cha- 
cune précédée  dans  la  cinquième  colonne  du  reste  de  la 
division  de  Mi  (a  —  |3)  par  aa^,  et  suivie  dans  la  sep- 
tième du  reste  de  la  division  de  M]  par  a  +  |3,  et  dans  la 
huitième  du  reste  de  la  division  de  Mi  (a  —  P)  par 

Dans  la  dixième,  on  placera  les  valeurs  de  M,  ;  à  gauche 
de  chaque  valeur  de  Mi,  dans  la  neuvième  colonne,  on 
mettra  le  reste  de  la  division  de  M,  (a  -h  |3)  par  a'  4-  j3'  ; 
à  droite  dans  la  onzième,  le  reste  de  la  division  de  —  M, 


'  Digitized  by  VjOOQIC 


(  "a  ) 

par  a  -4-  |3,  et  dans  la  douzième  le  reste  de  la  division  de 
M8(a-r-(3)  par  aa|3. 

Enfin  la  quatorzième  colonne  renfermera  les  valeurs 
de  M 8  ;  à  gauche  de  chacune  d'elles,  on  placera  dans  la 
treizième  colonne  le  reste  de  la  division  de  Mj  (p  —  a) 
par  2ap;  â  droite  dans  la  quinzième  le  reste  de  la  divi- 
sion de  —  Mg  par  a  -f-  j3,  et  dans  la  seizième  le  reste  de 
la  division  de  Ma  (3  —  «)  par  a'-i-  (3*. 

Il  est  toujours  entendu,  pour  un  motif  donné,  qu'on 
peut  n'inscrire  dans  ce  tableau  que  les  valeurs  positives 
de  l'une  des  quatre  quantités  M,  M],  M,,  Mg. 

Parle  moyen  de  ce  tableau,  on  détermine  les  systèmes 
de  valeurs  de  M,  Mi,  M^,  Ma,  qui  peuvent  se  corres- 
pondre d'après  les  conditions  qu'on  vient  d'établir,  et 
on  les  consignera  dans  un  second  tableau.  Si  le  nombre 
de  ces  systèmes  est  considérable,  on  pourra  éliminer 
ceux  qui  fournissent  une  valeur  de  a,  qui  ne  divise  pas  A, 
ou  une  valeur  de  d  qui  ne  divise  pas  A„.  Les  valeurs  de 
a  et  de  d  sont  assez  simples;  on  trouve,  en  ajoutant  et  re- 
tranchant la  première  et  la  deuxième  des  équations  con- 
sidérées, ainsi  que  la  troisième  et  la  quatrième, 

2fla*-4-2cap2  =  M  -f- M,,      a^a'P -4- 2^^^^  ^  M  ~  M„ 
2fl  p'-t-  2Ca»p  =  M,  -h  Ma,      2  b  apM-  2£fa»=r  M,  -  M3, 

d'où  l'on  déduit  facilement 

_^ 

2(«*-P*j 
2(«*-p-J 

Si  Ton  accepte  comme  convenable  un  système  de  va* 
leurs  de  M,  M,,  M,,  Ms,  et  qu'on  veuille  faire  le  calcul 
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des  valeurs  correspondantes  de  a,  &,  e,  d^  au  lieu  de  les 
calculer  directement,  il  peut  être  plus  commode  de  faire 
le  calcul  initial  des  quantités  a-hc^  a  — c,  b  -h  d^b  — d^ 
définies  par  les  formules  suivantes,  se  déduisant  facile- 
ment de  celles  qui  précèdent  : 

1  /M  -f-  M.       M,  -H  MbX 

1  /M— M.       M,  — MaX 

,        ,  I  /M  —  M,       Ma  —  M,\ 

,  . ^  /M  —  M| M»  —  M3 \ 

■"=^(«'-P^)\     P  «  "A 

XIII.   Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  un 
exemple*  Prenons 

F(x)  =  i8a?'-*-  79a:»— 55jp*—  3ïox* 
-4-aox»-f-3o7«*-+-  29x--4o- 
Posons 

a  =  3,      p  =  2, 

on  a 

2«P  =  12,     a»-f-p*=l3,     a-fP=:5, 
a— p  =  l,     p  — a  =  -i; 

de  plus,  on  trouve 

-  2' F  (^)  =  2288,     -  2' F  (—  ^)  =  25i6, 

3»f(|\  =  i33878,     3'f(~  |\  =  5o466. 

Formons  sur  ces  nombres  les  deux  tableaux  dont  on  a 
donné  Texplication  générale  dans  le  numéro  précédent. 

Jnn,  de  Mathétnat.,  3*  série,  t.  XIY .  (Mars  1 875.)  8 
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Après  avoir  formé  nos  tableaux,  prenons  dans  le  pre- 
mier une  des  valeurs  de  M,  2288  par  exemple;  le  reste 
de  la  division  de  son  quintuple  par  1%  étant  4?  il  ne 
peut  y  avoir  de  valeurs  correspondantes  de  M^  que  celles 
qui,  divisées  par  i2,donnent  pour  reste  4)  à  savoir  148)49 
—  68,  —  25i6,  que  nous  allons  examiner  séparément. 

148  divisé  par  i3  donnant  pour  reste  5,  et  2288  divisé 
par  5  donnant  pour  reste  3,  on  ne  peut  accepter  de  va- 
leurs correspondantes  de  M,  que  celles  dont  le  quin- 
tuple divisé  par  i3  donne  pour  reste  5,  et  dont  le  produit 
par  — I  donne  le  reste  3.  Or  il  n'en  existe  pas  :  donc  148 
ne  peut  s'associer  à  2288.  Passons  à  4  qui,  divisé  par  i3, 
donne  le  reste  4  9  les  valeurs  de  M^  qui  peuvent  corres- 
pondre ont  un  quintuple  qui,  divisé  par  i3,  donne  pour 
reste  4*  et  un  produit  par  — i  qui,  divisé  par  5,  donne 

8. 
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pour  reste  3  :  on  reconnatt,  comme  pour  1 48,  qu'il  n'en 

existe  pas. 

—  68  divisé  par  i3  donne  pour  reste  lo  \  on  ne  peut 

prendre  de  valeurs  correspondantes  de  M,  que  celles  dont 

le  quintuple  divisé  par  i3  donne  le  reste  lo,  et  dont  le 

produit  par  —  i,  divisé  par  5,  donne  le  reste  3.  Il  n'y  a 

que  a  qui  jouisse  de  cette  propriété;  le  quintuple  de  3 

divisé  par  m  donne  le  reste    lo,  — 68  divisé  par  5 

donne  pour  reste  a,  le  quintuple  de  2288  divisé  par  i3 

donne  pour  reste  zéro;  une  valeur  de  M^  ne  peut  s'asso*- 

cier  à 

M  =2288,    M,  =  —68,     M,  =  2, 

que  tout  autant  que  son  produit  par  —  i,  divisé  par  12 
donné  le  reste  10,  divisé  par  5  donne  pour  reste  2,  di- 
visé par  i3  donne  pour  reste  zéro;  il  n'y  a  parmi  les  va- 
leurs de  M|  que  —  16822  qui  jouisse  de  cette  propriété. 
On  peut  donc  accepter  le  système 

M  =  2288,     M,  =  —  68,     M,  =  2,     M3  =  — 16822, 

consigné  dans  la  première  ligne  horizontale  du  second 
ubleau.  On  reconnaît  de  même  que  Mi  =  2288  peut 
s'associer  à 

M.  =  —  25 16,    M,  =  —  133878,     M3  =  5o466, 

et  qu'il  ne  peut  être  réuni  à  aucun  autre  système  de  va- 
leurs de  Ml,  M,,  Ma. 

En  répétant  les  mêmes  vérifications  sur  chacune  des 
valeurs  de  M,  on  reconnaît  qu'on  ne  peut  accepter 
que  dix-neuf  systèmes  de  valeurs  de  M,  Mi,  M,,  Mg,  sys- 
tèmes inscrits  dans  le  second  tableau.  Le  nombre  de  ces 
systèmes  étant  encore  assez  considérable,  nous  allons  cal* 
culer  la  valeur  de  a,  relative  à  chacun  d'eux,  d'après  une 
formule  connue,  et  nous  ne  retiendrons  que  ceux  pour 
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lesquels  a  sera  un  diviseur  de  18,  coefficient  du  premier  • 
terme  de  F  (x). 

On  trouve  ainsi  qu'il  n'existe  que  deux  systèmes  ac- 
ceptables inscrits  dans  un  troisième  tableau,  placé  au- 
dessous  du  second^  et  dans  un  quatrième  tablead,  on  a 
inscrit  les  valeurs  correspondantes  de  a,  b^  Cj  d. 

Le  premier  des  systèmes  de  valeurs  de  a,  &,  c,  J  ne 
convient  pas,  parce  que  la  valeur  de  rf  = —  7  ne  divise 
pas  —  4^5  terme  indépendant  de  F  (x).  Le  seul  diviseur 
du  troisième  degré  à  coefficients  entiers  premiers  entre 
eux  que  puisse  admettre  F  [x)  est  donc 

gx'-f-  8jf*—  iSx  —  8. 

Effectuant  la  division,  elle  réussit^  et  Ton  trouve  pour 
quotient 

200* -h  70:' —  9^* —  l3a:  -4-  5. 

XIY .  On  peut,  par  des  moyens  analogues,  déterminer 
les  diviseurs  à  coefficients  commensurables  premiers  entre 
eux  de  tous  les  degrés  d'un  polynôme  donnée  seulement 
la  longueur  des  opérations  croit  avec  le  degré,  c'est-à-dire 
avec  le  nombre  des  coefficients  à  déterminer  dans  le  di- 
viseur. On  a  vu,  dans  les  trois  cas  examinés,  que  géné- 
ralement la  question  se  résume  à  déterminer  les  associa- 
tions possibles  des  diviseurs  désignés  par  M,  M^,. . ., 
M^  dans  le  n®  V,  et  à  rejeter  les  autres;  et  qu'on  y  est 
parvenu  par  un  moyen  qui  permet  de  voir  facilement  si 
deuxquelconquesdecesdiviseurspeuventfairepartied'un 
même  groupe.  Or  on  peut  toujours  trouver  un  tel  moyeu 
de  la  manière  suivante;  considérons  les  deux  égalités 

multiplions  la  première  par  ^j^,  la  seconde  par  |3g,  et  re- 
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tranchons-les,  on  a 

On  en  conclut  que  M^(3j  —  ^i^^g  est  divisible  par 
oig  fijc  —  a*  (3^  ;  en  conséquence,  les'restes  des  divisions  de 
M^jSf  et  de  M^^p  par  iXg  p^  — a^p^  doivent  être  égaux; 
de  là  une  vérification  permettant  de  reconnaître,  au 
moyen  d'un  tableau  analogue  à  ceux  dont  nous  nous 
sommes  déjà  servis,  si  les  diviseurs  M,,  M  «  peuvent  être 
associés. 

XV.  On  établit  en  Algèbre  qu'une  équation  à  coeffi- 
cients commensurables,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
cinq  et  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables,  ne  peut 
avoir  de  racines  multiples,  à  moins  qu'elle  ne  soit  du 
quatrième  degré  et  que  son  premier  membre  ne  soit  un 
carré  parfait.  En  d'autres  termes,  si  un  polynôme  à  coef- 
ficients commensurables,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
cinq,  n'admet  aucun  facteur  du  premier  degré  à  coeffi- 
cients commensurables,  il  n^est  divisible  par  aucun  fac- 
teur à  coefficients  commensurables  élevé  à  une  puissance 
supérieure  à  la  première,  à  moins  qu'il  ne  soit  du  qua- 
trième degré  et  carré  parfait. 

De  même,  si  un  polynôme  à  coefficients  commensu- 
rables, dont  le  degré  ne  surpasse  pas  huit,  n'admet  pas 
de  facteurs  du  premier  ou  du  second  degré  à  coefficients 
commensurables,  il  n'est  divisible  par  aucun  facteur  à 
coefScients  commensurables  élevé  à  une  puissance  supé- 
rieure à  la  première,  à  moins  qu*il  ne  soit  du  sixième  ou 
du  huitième  degré,  et  dans  ces  deux  cas  carré  parfait, 
c'est-à-dire  que  l'équation  formée  en  égalant  ce  poly- 
nôme à  zéro  ne  peut  avoir  de  racines  égales  à  moins  que 
son  premier  membre  ne  soit  un  carré. 
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En  effet,  dans  les  hypothèses  faites,  le  facteur  multiple 
cpii  pourrait  entrer  dans  le  polynôme  considéré  serait  au 
moins  du  troisième  degré  et  devrait  entrer  dans  le  poly- 
nôme au  moins  deux  fois,  ce  qui  exigerait  que  ce  poly- 
nôme fût  au  moins  du  sixième  degré  ;  dans  ce  cas,  le  po- 
lynôme serait  un  carré.  SI  le  polynôme  était  du  septième 
on  du  huitième  degré,  et  divisible  par  le  carré  d*un  fac- 
teur du  troisième  à  coeflicients  commensurables,  le  quo- 
tient serait  aussi  un  diviseur  du  premier  ou  du  second 
degré  à  coefficients  commensurables,  ce  qui  est  contraire 
a  rhypothèse;  si  le  facteur  multiple  était  du  quatrième 
degré,  le  polynôme  proposé,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
huit,  serait  le  carré  de  ce  facteur  multiple.  On  voit,  par 
on  raisonnement  analogue,  qu'un  polynôme  à  coefficients 
commensurables  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  onze, 
n'admettant  pas  de  diviseur  à  coefficients  commensurables 
des  degrés  un,  deux^  trois,  ne  peut  admettre  de  facteur 
multiple,  à  moins  qu'il  ne  soi  t  des  degrés  hui  t  ou  dix  et  dans 
les  deux  cas  carré  parfait. 

XVI.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  les 
numéros  de  I  à  XIV  i  la  recherche  des  communs  divi- 
seurs d'un  degré  donné,  de  deux  ou  plusieurs  polynômes 
à  coefficients  commensurables.  Cette  recherche  serait 
même  simplifiée,  car,  si  Ton  désigne  par  F(x),  Fj  (x),.. . 
ces  différents  polynômes,  on  ne  devrait  accepter  pour  M 
que  les  valeurs  des  diviseurs  communs  de 


p-r(î),    p-F.(l), 


XVII.  La  recherche  des  facteurs  multiples,  d'un  de- 
gré donné,  d'un  polynôme  à  coefficients  commensurables, 
peut  encore  se  déduire  de  ce  qui  précède  par  une  modi- 
Bcation  encore  plus  restrictive^  en  effet,  si  l'on  suppose 
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que  le  polynôme  cherché  doive  entrer  à  la  puissance  p 
dans  le  polynôme  F  (x),  on  ne  devra  accepter  pour  M 
qu'un  diviseur  commun  des  nombres 

le  diviseur  devant  entrer  p  fois  dans  le  premier,  [p  —  i) 
fois  dans  le  second, . . . ,  une  fois  dans  le  dernier. 

En  usant  convenablement  de  ces  principes,  on  peut 
arriver  plus  facilement  à  la  détermination  des  facteurs 
multiples,  des  degrés  différents,  qui  peuvent  entrer  dans 
un  polynôme  à  coefficients  commensurables,  que  par  le 
procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

INTfiGRATiON  DE  L'ÉQUATION  D  EDIER  PAR  LES  L16fliES 
DÉ  COURBURE  DE  L'BYPERBOLOÏDE  RÉGLfi. 

Par  m.  FLOQUET, 

Professeur  au  lycée  de  Belfort. 


Soit  rhyperboloïde  réglé 


f!     ^'  _  i*  — 


où  nous  supposons  a^b. 

Coordonnées  u  et  u. 
Considérons  les  deux  couples  d'équations 


(0 


{») 


JC         z 

-  =:  -  costt  -h  sma, 
a       c 


à  y      «   . 

f  Y  =  -  sma  —  costt; 

\  o       c 

-  =r  -  C08P  —  sinp, 


y      2  . 

-  =  -  smp  +  cosp. 
b       c 
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(  "'  ) 

tt  variam  de  zéro  à  aTr,  le  couple  (x)  représente  suc- 
cessivement  toutes  les  génératrices  de  Tnn  des  systèmes, 
et,  \f  variant  de  zéro  à  air,  le  couple  (a)  donne  toutes  les 
génératrices  de  l'autre.  Or  nous  pouvons  prendre  comme 
lignes  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  les  deux  gé- 
nératrices qui  passent  par  ce  point;  maïs  ces  deux  géné- 
ratrices sont  définies  par  un  couple  de  valeurs  des  para- 
mitres  angulaires  u  et  f^  :  donc  nous  dirons  que  les  deux 
coordonnées  d'un  point  de  Thyperboloïde  sont  u  et  y. 

Transformation  des  coordonnées. 

Évaluons  les  coordonnées  Xj  y^  z  d'un  point  de  la  scu*- 
face  en  fonction  de  son  u  et  de  son  v.  Il  nous  suffit,  pour 
cela,  de  résoudre  par  rapport  kx^y^z  les  quatre  équa- 
tions (i)  et  (a),  lesquelles  se  réduisent  à  trois.  Nous  trou- 
vons ainsi 


I 


CCS  - 


0?  r=a  ■ 


(î) 


-' 


sm 


sm 


a  -  -9 
cos  — 

2 


sin 


Problème.  —  Trouver  les  deux  équations  en  u  et  v 
qui  représentent  les  deux  lignes  de  courbure  passant  par 
h  point  (u  =  o,  f»  =  v^). 

Poar  résoudre  la  question,  nous  pouvons  opérer  de 
deux  façons  :  i^  soit  en  remplaçant  simplement  xeiy  par 
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(  laa  ) 
les  Taleurs  (3)  dans  réqaation  connue  de  la  projection 
d'une  ligne  de  courbure  sur  le  plan  des  oy,  puis  déter- 
minant conTenablement  la  constante  ;  a^  soit  en  suivant 
la  marche  directe. 

Premier  procédé.  —  L'équation  (voir  Calcul  différent 
tiel  et  intégral  de  M.  Serret,  t.  II,  p.  Sog)  de  la  projec- 
,  tion  d'une  ligne  de  courbure  sur  le  pian  des  xy  est 

-f-  [b'  (a»  -h  c') x>  —  0^(1^  H-  c') x'  —  a>6»(a>  —  b^  )]  C 

—  *»(a»-t-c')j»=ro. 

Or  les  formules  (3)  donnent 

,  I  -h  CCS  (u-^v)  ,1  —  cos  (a  -h  p  ) 

.r» .-  <i» ( ,      y '  =  ô»  ) ■ . 

I — cos  (a — p)  1 — cos(«  —  v) 

Substituons 

b^  -f-  c' 

a!^   ~ ;  [l-}-C0S(tf-hP)lC'' 

I  -i-  cos(m  -+-  p) ^ — —  [i  —  cos  (tf  -h  p)] 

—  6<  [i  —  cos  (a  H-  p)]  =  o. 
Mais  si  nous  posons 

ô»         «»—  b^ 

C  =  -;  C, =  X*    ik  compris  entre  zéro  et  i), 

o'  a*  —  c'  * 

l'équation  précédente  s'écrira 

f    (i-i»)[,+  cOS(«-4-p)]C« 

(4)  '.       —  2[(i — A')sin£rsinp  —  cosucospjG 

I  —  [i  — cos(  tf -hp)]  =  o. 

Déterminons  maintenant  la  constante  C,  de  façon  que, 
pour  u  =  o,  on  ait  i^  =  i^^, 

(5)  (i—  ^')(i  -4-cosp«)C*-l-  2cosPo*C  —  (i—  coscoj^o; 
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(  «»3) 
pois  éliminoDs  G  :  le   résultat  de  rëlimination  de  C 
entre  les  deux  équations  du  second  degré  (4)  et  (5)  est, 
d'sprès  la  formule  ordinaire, 

1  COS*'»  [iH-  COS  {«  -h  p)] 

-l-(i  -<-co5«»»)[(i  —  A*)  sinK8in<^ —  cosucos*»]) 
X  {cosp,[i  —  cos(a-l-«')] 

-+-  (i  —  cosPo)[(i  —  A')sinif  sinp  —  cosu cosp]i 

r=  (i  —  k^)  [cosp,  —  cos(a  -f-  f)]'. 

Ce  résultat  se  met  successivement  sons  les  trois  formes 
snivantes  : 

(i  —  X**)  [cosf't — cos(«  -H  p)]* 
=  [  ces  p,  —  C05  (a  -h  p)  —  X'*  sin  u  sin  f ]*  —  A*  ces'  v^  sin'  u  sin*  «», 

i'[c08P,  —  CCS  («  -4-  P)]' 

—  2^*[cosp,  —  c6s(if  +  p)]sini<sînp+^*sin'p«sin'usin'p=o, 
(i  —  ^'sin'usin'p)sin'Po  —  cos(ii  -+-p)cos(a  —  p)  —  i 

=:  —  a  COStt  COSP  COSP». 

Élevons  maintenant  les  deux  membres  au  carré,  et 
remplaçons  cos*i'o  par  i — sin'i'ç  : 
[(i  —  X'sin^if  sin'p)sin*p,  —  co8(a  ■+■  p)cos(tt  —  p)~  ip 

=  4  cos*tt  cos'p  (i  —  sin'Pa)» 
Ordonnons  par  rapport  à  sin  u^  : 
(i  —  A*sin'asin'p)*sin*p« 
-h  2 1  a  cos'«  cos^p  —  (i  —  k^sln^a  sinV) 

X  [i-h  cos  (tt  H-  p)  cos  (u  —  p)]  I  sinV, 

-4-  [cos(a  4-  p)  cos(«  —  p)  -4- iY--/^coi*ucos^p=z  o. 

Enfin,  remarcpiant  les  deux  identités 

2cos'acos^p  —  (i  —  ^•sin^asin'p)[  I  -h  cos  (a  -h  p)cos(tf  —  p)] 
=  —  [sin'ii  (i  —  >*sîn'p)  cos'p  -4-  sin'p(i  —  X'sin^i*)  cos*«], 
[COl(a  4-«»)c0S(« —  p)  -h  Ip  —  4<50S'«C08'P  =r(cos'tt  —  cos*p)', 
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(  "4) 

nous  écrirons  notre  équation 

(  I  —  A*  sin*  Il  sin*  c)*  sin*  p, 

—  2[sin'a(i  — A:*sin'p)cos*p-l-sin»p(i  — **sîn»tt)cos>tt] 

X  siû'p,  -H  (cos'n  —  cos*i»)*  =  o. 

Elle  est  alors  de  la  forme  bicarrée 

a' sin*  p^  —  ip  sin' p,  -+-  7*  =  o. 
Résolvons  par  rapport  à  sin  Uq 


sin 
mais  on  a 


a  V         2  «  V         ^ 


? ?  =  sin^i'cos'tffi  —  *'sin'«), 

£ 5l  :==  3iii2«  cosV'(  I  —  A'  sin*p) . 

2  ' 


Donc  la  valeur  de  sin  t^o  est 


/g\    •      _.±:8mpcosttv/i — A-'sin*ii±sinacosp^i  —  X:*sin'p 

I  —  A' sin' u  sin' p 

n  semblerait,  diaprés  cela,  que  sin^o  &  quatre  valeurs; 
mais  il  n*en  est  rien  :  deux  seulement  répondent  â  la 
question.  L'équation  (5)  exprime,  en  efFet,  non  pas  que, 
pour  tt  =  o,  on  a  f^  =  p^,  comme  il  le  faudrait,  mais  sim- 
plement que,  pour  u  =  o,  on  a  cosi^  =  cos^oi  c'est-i-dire 
i/=^'o  ou  i^=2  7r  —  Uq.^  De  là  Tintroduction  de  deux 
valeurs  étrangères  au  problème,  puisqu'elles  appartien- 
nent à  sin(a7r  —  u^)  ou  —  sini^o^  et  non  k  +  sint^^.  Il 
est  facile  de  distinguer  ces  deux  solutions  étrangères; 
car,  dans  la  formule  (6),  faisons  les  hypothèses  u  =  o  et 
i/  =  ^'^J,  nous  trouvons 

sinp,  =  ±  sinPo  ±  o. 

C'est  donc  le  signe  —  du  premier  signe  +  qu'il  faut 
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(  ia5  ) 
supprimer  pour  les  éliminer,  de  sorte  que,  finalement, 
les  deux  équations  en  u  et  (^  qui  représentent  les  deux 
lignes  de  courbure  passant  par  le  point  (u  =  o,  i^  =  ^o  ) 
sont 

in)  8inF=:  •+-*io*'<50***V^*  —  ^'sin'azhsinwcosi'^j —  A^ùu^p 
i  —  ^'sin'if  sin'p 

Second  procédé.  —  Suivons  la  marche  directe.  Cal- 
culons dxy  dy,  dz  : 

cosu^if^ — cospdu        ,         .sinudp  —  ûapdu 
dx=:  a 9     dr  =  b  9 

Il  —  ç  u  —  p 

2sm' asin' 

a  2 

dp  —  du 
dzz=c  ' 


2sm* 


2 

puis  écrivons  que  {pdx  -f-  qdjr  —  dz)  est  nul 
(acmu.p  -h  ^sin».^  —  c)  rfp  —  (a  cosp.p  -♦-  b  sinp.q  —  c)du  =  o, 

ce  qui  donne 

acosu.p  +  ^sinu.^  =  c, 

acoiP,p  -h  fcsinp.^  =  c. 
De  là  déduisons  p  et  ^  : 

cos sin 

tf  2  c  2, 

a        u  —  p       ^       b        a  —  p 

cos cos 

2  2 

Remplaçons  enfin,  dans  l'égalité 

d{x-^pz)  __  d{jr-^  qz) 
dp  dq 

les  lettres  a:,  y^  z^  p,  q  par  leurs  valeurs  en  u  et  f^,  et, 
toutes  réductions  faites,  nous  obtenons  l'équation 

a'cos^a  4-  6*sin'i«  -f-  c^       a^eof?p  H-  ^*sin^p  H-  c*' 
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(  "6  ) 
qui  est  réquation  difiEérentielle  des  lignes  de  courbure  de 
Thyperboloïde  proposé.  Or,  si  nous  désignons  toujours 

-^ — -^  par  **,  l'équation  (8)  s'écrit 

donc  l'équation  difTérentielle  à  intégrer  n*est  autre  chose 
que  Téquation  d'EuIer.  Si  nous  posions 

sinii  =  Xy     sinp  =  T, 

nous  l'aurions  sous  sa  forme  ordinaire,  savoir  : 

(lO) 


En  intégrant  alors  cette  équation  par  une  des  méthodes 
connues,  nous  achèverions  la  solution  du  problème. 

Intégration  de  Véquation  d* Evier. 

Le  rapprochement  des  deux  procédés  de  solution  donne 
rintégrale  de  Téquation  d^Euler  et  en  fournit  une  mé- 
thode d'intégration.  Il  est  évident,  en  effet,  que  i'équa* 
tion  (7)  est  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  (9),  et 
par  suite  que  F  équation 

est  rintégrale  de  l'équation  différentielle  (10),  sinu, 
sini/  et  sinj^o  ayant  été  remplacés  par  X,  YetZ.  Ainsi  le 
problème  proposé  condui  (  à  l'intégrale  algébrique  d'Euler. 

L*équation  (10)  se  décompose  en  deux,  il  est  vrai, 
r.         d^ rfY ^ 

^(,  _  x^)  (,  _  ^»X"J  ~  v^(i  —  Y»)  (i'-  k'f^{ 
,     ,  dX  dY 

v/(  I  -  X^)  (I  -  A-'X^)        y/(i  ^  Y>)  (I  —  it»  Y»j 
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(  "7  ) 
mais  il  n'en  résulte  aucnn  inconvénient,  et  Ton  voit  fa- 
cilement que  (il)  intègre 


(.3) 
und^ 

z  = 

isquc 
Z  = 

+Ys/i- 

-HWi- 

-k'X'  —  Xs/i- 

-Y'v'i- 

-A'Y» 

!(ia)  intègre 

I  -  -t'X'Y' 

(t4) 

-+-Tv^i- 

-X»Vi 

-A'X'  +  Xv/i- 

-yVi- 

->t»Y» 

I  —  A»X'Y» 

Si,  en  effet,  nous  supposons  /:=  o,  l'eilipse  de  gorge 
devient  circulaire,  mais  les  termes  des  équations  (i  i)  et 
(12)  aussi,  de  sorte  qu^on  les  intègre  de  suite. 

(11)  devient  du  =  di^^  et  donne,  par  conséquent, 
M,  =  f/  —  u  (parallèle),  ce  que  fournit  précisément 
(7)  quand  on  y  garde  le  signe  — ,  c'est-à-dire  ce  que 
foarnit  (i3). 

(la)  devient  du  -h  di^=  o,  et  donne,  par  conséquent, 
v^=zf/-^  U  (méridien),  ce  que  fournit  précisément  (7) 
4uand  on  y  garde  le  signe  4-,  c'est-à-dire  ce  que 
fonrnit  (i4)- 

Ainsi  (11)  est  l'intégrale  de  (i3),  et  (la)  celle  de  (i4). 

En  résumé,  on  voit  que  l'équation  en  u  et  f^  de  la 
ligne  de  courbure  d'un  hyperboloïde  réglé  est  précisé- 
ment l'intégrale  algébrique  d'Euler  où  l'on  a  introduit 
les  amplitudes.  Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface 
intégrent  donc  l'équation  différentielle  d'Euler,  grâce  à 
remploi  de  ces  coordonnées  u  et  1^^  et  même  l'intégrale 
s'amène  facilement  à  la  forme  qu'on  lui  donne  d'habi- 
tude. 
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(   1^8  ) 
SUR  LA  DIAGAIISTIQIIB  D'UNE  SUBPAGE  PLANE; 

Pau  m.  J.  MOUTIER. 


Soient  deux  milieux  réfringents  séparés  par  une  surface 
plane,  A  un  point  lumineux,  MN  Tintersection  de  cette 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  mené  par  le  point  A. 
Les  rayons  lumineux  partant  du  point  A  se  réfractent  à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux  ;  l'enveloppe  des 
rayons  réfractés  est  la  caustique  par  réfraction  ou  la 
diacaustique.  La  forme  de  cette  courbe  peut  se  déterminer 
par  des  considérations  géométriques  assez  simples. 

i^  Supposons  le  point  lumineux  A  placé  dans  le  mi- 
lieu le  plus  réfringent  ;  Tindice  de  réfraction  n  est  alors 
inférieur  à  Tnnité. 

Soient  AB  un  rayon  incident»  6R  le  rayon  réfracté, 
A'  le  point  symétrique  du  point  lumineux  A  par  rapport 
â  MN,  C  le  point  où  le  prolongement  du  rayon  réfracté 
BR  coupe  KM.  L'angle  BAA'=  i  est  Tangle  d'incidence; 
Tangle  BCA'=  r  est  l'angle  de  réfraction. 

Construisons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  point» 
A,  B,  A';  la  droite  BC  prolongée  coupe  la  circonférence 
au  point  P.  Cette  droite  est  la  bissectrice  de  l'angle  APA'; 
l'angle  BPA'  est  inscrit  dans  le  même  segment  que  l'angle 
BAA';  on  a  donc 

BPA'=APC=:/. 

Dans  les  triangles  APC,  A'PC,  on  a 

AC sÎDf 

ÂP  ""  sîïîr  ■"  "' 
A'C  _  sini  __ 
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On  déduit  de  là 


(  »39  ) 

AC  H-  A^C 
AP  -h  A'  P 


=  n. 


La  somme  des  rayons  vecteurs  AP  et  AT  est  con- 
stante :  le  lieu  des  points  P  est  donc  une  ellipse,  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  pour  excentricité  l'indice 
de  réfraction. 

Le  prolongement  du  rayon  réfracté  BP,  qui  divise 
Tangle  APA'  en  deux  parties  égales,  est  donc  la  normale 
à  Tellipse  au  point  P  ;  par  suite  la  diacaustique  est  la  dé- 
veloppée de  cette  ellipse. 

2^  Supposons  le  point  lumineux  A  placé  dans  le  mi- 
lieu le  moins  réfringent  \  l'indice  de  réfraction  n  est 
alors  supérieur  à  Tunité. 

Soient  AB  un  rayon  incident,  BR  le  rayon  réfracté, 
A'  le  point  symétrique  du  point  lumineux  A  par  rapport 
â  MN,  C  le  point  où  le  prolongement  du  rayon  réfracté 
BR  coupe  la  droite  AA'  prolongée.  Uangle  BAA'=  i  est 
Tangle  d'incidence;  l'angle  BCA'=  r  est  l'angle  de  ré- 
fraction. 

G>nstruisons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
Â, B,  A';  la  droite  BC  coupe  la  circonférence  au  point  P. 
Cette  droite  est  la  bissectrice  de  Tangle  formé  par  la 
droite  PA  avec  le  prolongement  de  la  droite  PA';  l'angle 
BPÂ'est  inscrit  dans  le  même  segment  que  Tangle  BAA': 
on  a  donc 

BPA'=APC  =  i. 

Dans  les  triangles  APC,  A' PC,  on  a 

AC sîn  / 

ÂP  ""  suTr  ~  ''' 
A'C  _  sini  _ 
A^  '^  smr  "~  '*' 

Am,  de  Mathémat,,  Q«  série,  t.  XIV.  (Mars  1876.)  9 
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(  i3o  ) 
On  déduit  de  là 

A'C~  AC 


A'P  ~  AP*"" 

La  différence  des  rayons  vecteurs  A'P  et  AP  est  con- 
stante; le  lieu  des  points  P  est  donc  une  hyperbole  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  pour  excentricité  Tindice 
de  réfraction. 

Le  prolongement  du  rayon  réfracté  BP,  qui  divise  en 
deux  parties  égales  Tangle  formé  par  AP  et  le  prolonge- 
ment de  A'P,  est  donc  la  normale  à  Thyperbole  au  point  P; 
par  suite  la  diacaustique  est  la  développée  de  cette  hy- 
perbole. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1140 

( TOlr  1*  série,  t.  XIII ,  p.  ao6)  ; 

Par  m.  MEYL^ 

Ancien  officier  d'Artillerie  à  la  Haye  (Hollande). 

Par  les  sommets  A,  6,  C  d'un  triangle  inscrit  dans  un 
cercle,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  opposés;  elles 
rencontrent  la  circonférence  en  des  points  A',  B',  C 
On  prolonge  les  cordes  A'B',  A'C,  B'C,  qui  coupent 
respectivement  les  côtés  AB,  AC,  BC  du  triangle 
donné  aux  points  c,  b^  a. 

Démontrer  que  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  abc  est  le  centre  du  cercle  donné. 

(Brocard.) 

On  sait  que  les  droites  AA',  BB',  CC,  suffisamment 
prolongées,  forment  un  triangle  «jSy  semblable  à  ABC, 
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(  i3»  ) 
et  que  le  cercle  donné  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce 
triangle.  Or  je  dîs  que  les  points  a,  jB,  y  sont  respecti- 
yement  en  ligne  droite  avec  bc^  ac^  ab. 

Soit,  par  exemple,  pour  le  point  y  et  a&;  il  suffit  de 
montrer  que  les  triangles  baC  et  byA  sont  semblables, 
puisque  CbA  est  une  droite  et  aC  parallèle  à  Ay. 

On  a,  dans  les  triangles  iCCet  aCC, 

bC  :  ce  =  sinC  :  sin(  A  —  C), 

ce  :  aC  =  sin(B  —  C)  :  sin  (C); 
d'où 

(i)  ^C  :  Cfl  =  sin(B  — Cl  :  sin(A  — C), 

et,  dans  le  triangle  bAA.\ 

6A  :  AA'  =  sin(B  +  C)     ou     sinA :  siD(A  — C). 

Mais  on  sait  que 

AA'  =  2sin(B-- C)     et     A7=BC=:2sinA 

(le  rayon  du  cercle  pris  pour  unité)  ^  par  conséquent 

bk:  2  9iii(B  — C)=  jAv  :  sin  (A  —  C) 

on 

6A  :  A7  =  8in(B  — C)  :sin(A  — C), 

et,  à  cause  de  Féquation  (  i ), 

bC:  Ca=  bA:  Ay; 

donc  ab  et  y  sont  en  ligne  droite. 
Considérons  maintenant  Thexagone  inscrit 

ACBA'C'B'A, 

dont  les  côtés  opposés  AC  et  A'C,  CB  et  CB\  BA  et 
B'A  se  rencontrent  respectivement  aux  points  b^  a,  /.  II 
s'ensuit  que  /  est  aussi  sur  la  droite  ai;  mais,  dans  le 
quadrilatère  inscrit  AA'B'B,  le  point  c  est  le  pôle  de  /y 
ou  de  ab. 

9- 
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On  en  conclut  que  les  sommets  du  triangle  abc  sont 
les  pôles  des  côtés  opposés,  par  rapport  au  cercle  donné; 
donc  les  hauteurs  de  ce  triangle  doivent  passer  par  le 
centre  du  cercle.  c.  q.  f.  d. 

IVote»  —  La  même  question  a  été  résolue,  à  l'aide  des  équipollences, 
par  M.  L.  Bourguet;  géométriquement,  par  M.  Chadu;  analytiquement, 
par  MM.  Lez  et  Moret-Blanc. 


Question   1143 

(  Yolr  a*  série,  t.  Xill,  p.  3o3 }  ; 

Par  m.  C.  MOREAU, 

Capitaine  au  87^  d'A.rtillerie. 

Construire  une  parabole  connaissant  le  sommet,  une 
tangente  et  un  point.  (Laisant.  ) 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  de  la 
propriété  suivante,  qui  peut  se  démontrer  aisément  : 

Dans  toute  parabole,  les  longueurs  dont  le  pôle  et  les 
extrémités  d*une  corde  quelconque  sont  distants  d'une 
tangente  également  quelconque  sont  telles,  que  la  pre- 
mière est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres. 

Alors,  soient  A  et  M  le  sommet  et  le  point  donnés  et 
I  le  milieu  de  la  corde  AM  ^  le  pôle  de  cette  corde  est 
situé,  d'une  part,  sur  la  circonférence  de  cercle  décrite 
sur  AI  comme  diamètre,  et,  d'autre  part,  sa  distance  à  la 
tangente  donnée  est  connue  par  le  théorème  précédent. 
Ce  point  peut  donc  être  déterminé  facilement,  et,  en  le 
joignant  au  point  A,  on  a  la  tangente  au  sommet,  etc. 
(  Les  deux  points  A  et  M  doivent  être  situés  d'un  même 
côté  de  la  tangente  donnée.) 

Il  y  a  en  général  quatre  solutions. 

Noee,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
Charles  Chabanel;  J.  Murent,  licencié  es  sciences;  E.  Momy,  élère  da 
lycée  de  Bordeaux. 
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Question  1145 

(  TOlr  i'  iéri«,  t.  XIII ,  p.  304  )  ; 

Par  m.  GENTY. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
points  e  et  é  :  par  le  point  e  on  mène  une  transv^ersale 
quelconque  rencontrant  la  surface  aux  points  a  et  b\ 
par  le  point  e\  on  mené  une  parallèle  à  la  transiter- 
sale;  cette  parallèle  rencontre  aux  points  af  et  V  les 
plans  tangents  aux  points  a  et  b. 

Si  D  est  le  diamètre  parallèle  à  la  transversale,  Vex^ 

pression 

ea  .e'b'  -^  cb.  e'  a' 

a  une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  direction 
de  la  trans\^ersale.  (Fàlue.) 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  e-^  X',  Y',  Z' 
celles  du  point  e'j  a,  (3,  a',  P'  les  distances  ca,  e&,  e^a'  et 
e'V  respectivement. 

Soient  enfin 

A x»  -i-  Bj'  ~hCz^=i 

1  équation  de  la  surface  rapportée  à  ses  trois  plans  prin- 
cipaux, et  A,  jjL  et  V  les  angles  que  la  transversale  fait 
aTec  les  axes. 
Les  longueurs  a  et  (3  seront  les  racines  de  l'équation 

A;X-f-arco8Xj=  -hB(Y-î-a:cosfA)»  -4-  C(Z4-.a:cosv)'r-  i 

ou 

en  remarquant  que 

-u.  Rrnft^Lt  -4-  rrn«'»j  ^r^ 

D 


Acos'X  -h  BcosY-+-  Ccos'v  = -— 
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et  en  posant 

.K  ~  AX'cosX  H-  BYcosp  -h  CZcosv, 
I  =  I  —  AX'  —  BY'  —  CZ^ 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  a  sera 

Ax(X-r-  acos>)  4-  Bj^(Y  -f-  acosu)  -4-  Ca  (Z-H  a  cosv)  =  i; 

et  la  distance  af  sera  dé  terminée  par  Téquation 

A(X'-l-a'cos)i)(X  — acosA}-^  ...  —  j 
ou 

en  posant  pour  abréger 

I,  m  1  —  AXX'  —  BYY'  —  CZZ' 
K'  z=  AX'  ces  \  -h  BY'  cosfx  H-  CZ'  cosv. 
De  l'équation  ci -dessus  on  tire 

,_    DMI.-«K'). 
*  a  t-KD'     ' 

on  trouverait  de  même 


D'(l,-pK') 
■^            P  4KD' 

Or  l'équation 

{' 

)  dooue 

donc  on  a 

a  — p 
D'(I.-pKM 

et,  par  suite, 

-"""j^  ^*  ="'  —  2I.  :^  -i-  2(AXX'  -f-  BYY'  -i-  CZZ'  -  !  ). 

^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et 
Charles  Cbabanel. 
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Question  1146 

(  Tolr  a*  lérle,  t.  XHI.  p.  304  )  ; 

Par  m.  Chaelks  CHABANFX. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
droites  L,  M.  Sur  la  première  L  on  prend  deux  points 
arbitraires  a^  b^  et  Von  trace  les  plans  polaires  de  ces 
points.  Désignons  par  c  et  d  les  points  d^ intersection 
de  ces  plans  ax^ec  la  seconde  M;  par  e  et  f  les  points 
^intersection  de  ces  mêmes  plans  avec  le  diamètre  pa- 
rallèle à  M  :  r expression 

ab 
Oe.Of—, 
ca 

dans  laquelle  O  est  le  centre  de  la  surface,  a  une  va- 
leur constante.  (Fa.ure.) 

Les  plans  polaires  de  tous  les  points  situés  sur  la 
droite  L  passent  par  une  droite  fixe  P;  réciproque- 
ment, les  pôles  de  tous  les  plans  qui  tournent  autour  de 
la  droite  P  sont  sur  la  droite  L.  Soient  donc  Q,  R  deux 
plans  dont  la  droite  P  est  Tintersection,  et  qui  sont  ren- 
contrés par  la  droite  M  en  des  points  q^  r.  Les  pôles  de 
ces  plans  sont  deux  points  5,  t  situés  sur  la  droite  L. 

Le  rapport  anharmonique  des  points  5,  f,  a,  b  de  la 
droite  L  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  plans  po- 
laires de  ces  points.  Ces  plans  polaires  rencontrent  res- 
pectivement la  droite  M  en  ^,  r,  o,  d\  on  a  donc 

,  ,  qc     rc        sa     ta 

(Il  -  —  •  —  m  —   •  -    . 

^  ^  qd'  rd       sb'  tb 

Si  Ton  fait  passer  le  plan  Q  par  le  centre  O,  le  pôle  5 
de  ce  plan  sera  à  Tinfini  de  la  droite  L-,  on  aura,  par 

suite^  -y  =  I .  Si  le  plan  R  devient  parallèle  à  la  droite  M, 
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le  point  r  sera  à  rinfini  de  cette  droite,  et  Ton  aura 
alors  -~  =  I .  Pour  ces  directions  particulières  des  plans 
Q,  R,  Téquation  (i)  se  réduit  à 

/    X  qc       tb 

^    '  qd       ta 

De  cette  égalité  de  rapports  on  déduit 

qc  —  qd tb  —  ta 

qd  ta 

OU 

dq  -\-qc a/  -h  tb 

qd  ta 

ce  qui  donne 

(3)  '"  =  -1'^^^^ 
puis 

(4)  tb^-^qc^. 

Concevons  que  le  point  a  soit  fixe  en  ai,  et  que  Ton  fasse 
varier  le  point  b  sur  la  droite  L  \  soit  Ci  la  position  du 
point  c  correspondant  à  a^ .  Dans  cette  hypothèse,  le  pre- 
mier membre  de  T^quation  (3)  a  une  valeur  invariable  : 
il  en  est  de  même  de  l'expression 

et  aussi  de  celle 

a,b 

Si  donc  b^ ,  Z^jsont  deux  positions  arbitraires  du  point  fr, 
on  a,  en  désignant  par  d^^  d^  les  positions  correspon- 
dantes du  pointa, 

(5)  qc^.qd,  —j  =qc,,qd^—-.. 


Digitized  by  VjOOQIC 


{>37) 
Supposons  maintenant  que  le  point  b  soit  fixe  en  b^  ; 
à  cause  de  Tëquation  (4)9  Texpression 

qc.qd,  - 

sera  constante  pour  toutes  les  positions  du  point  a;  en 
donnant  à  ce  point  deux  positions  ai,  a,,  et  en  dési- 
gnant par  Cl,  6,  les  positions  correspondantes  du  point  c, 
on  a 

(0)  qct.qd,----'  =qc^,qdi — --  • 

Des  équations  (5)  et  (6)  on  conclut  que 

(7)  '   qc,.qd,--—=qe,.qd,—-y 

équation  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  l'expression 
qc.qd—-esi  indépendante  delà  position  arbitraire  des 

points  â,  b. 

Soit  I  le  point  où  la  droite  P  perce  le  plan  déterminé 
par  la  droite  M  et  le  centre  O.  Choisissons  ce  plan  pour 
plan  de  la  figure. 

Les  plans  polaires  des  points  a,  b  sont  coupés  suivant 
les  droites  le,  Irf,  qui  rencontrent  en  e,  f  le  diamètre 
parallèle  à  la  droite  M.  On  sait  que  le  plan  Q  passe  par 
le  centre  O  *,  par  suite,  ce  point  est  situé  sur  la  droite  Iq, 
Les  triangles  lOe,  Iqc  sont  semblables,  ainsi  que  ceux 
10/,  Iqd.  On  a  donc  les  égalités  de  rapports 


Oe  __  0/_  10 
qc         qd~~  Iq 

d  où  l'on  déduit 

Oe.Ofz 


(j^)^'^.?^. 
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puis 

'«'  <>'•<  =  (iï)'"'^  a- 

Or  le  rapport  —  est  indépendant  de  la  position  arbi- 
traire des  points  a,  6  ;  on  a  vu  qu'il  en  est  de  même  de 
qcqd—'  Par  suite,  l'expression  proposée  a  une  valeur 

constante. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Genty,  Gambey  et 
Moret-Blanc. 

Question  1148 

(TOir  a*  série ,  t.  XIII ,  p.  399  )  ; 

Par  m.  C.   CHADU. 

1°  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC  ;  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  ; 
1  le  centre  du  cercle  inscrit  f  R  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC  5  on  a 

— »  /        ^  .    A   .    B  .    C\ 

01  =  R'  1  I  —  osm  —  sin  -  sin  -  )  • 

\  2  2  2/ 

(0    ^  OH  ==R  (i  —  ScosAcosBcosC), 

2  /  A  B  f  \ 

IH  =  RM  8  sin»  -  sin»  ~  sin» ces  A  cosB  cosC  ) . 

\  2         2         2  / 

a**  Si  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  tnangle 
ABC,  et  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  parles  tangentes  en  A,  B,  C,  on  a 


(2) 


ro.' 

=z:R»-- 

2Rr 

(relation 

connue), 

;  OH 

=rR»    - 

R» 

(m- 

rrr2r» 

R' 
R'* 

(L.  Painvin.) 

Digitizedby  Google 
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I.  Remarquons  que  l'angle  OAH  est  égal  a  B  —  C,et 
que  la  ligne  AI  est  la  bissectrice  de  cet  angle.  De  plus 
on  a 

AH  =:  2  R  cos  A, 

Al  :=z  Al^  sin— sin-' 

2  2 

Cela  posé,  le  triangle  OAI  donne 

—  «         a         — »  B  — C 

01   =  OA    -i-AI    — 2OA.AICOS- , 

2 

par  suite 

-3  HP  H       f         B C 

01    ~  R»  -h  i6  R»  sin'  -  sin^ 8  R*  sin-  sin-  cos 

22  222 


g n 

Eu  développant  cos et  réduisant,  il  vient 


2  P         Q  P    .{    p 

01  r=R=—  8R' sin -sin- COS — ■ — j 
22  2 

10  —  R'  (  I  —  8  sin  -  sin  -  sin  -  )  •      * 

\  2  2  2/ 

Le  triangle  OAH  donne 

Oh'  =  Oa'  -h  An   —  2OA  .  AH  cos  (B  -C), 
par  suite 

OH    =iR»+4R-co8'A  — 4R»cosAcos(B-^  C), 
OH*  =R'(i  — 8cosAcosBcosC). 
Le  triangle  lAH  donne 


—  ï        a        — a  5  —  Q 

IH    =AH    -4- AI    —  2AH.AICOS , 

2 
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par  suite  l 


Ih'  =  4R'  cos' a  -+-  i6R»  sin»  ?  sin^- 

^  2  2 

—  loR^cosAsm-sm- cos » 

2  2  2 

(B         C 

B        C\ 
—  cosA  sinB  sinC  —  4co&A  sin'-  sin'-  |  » 

^  2  2/ 

=  4^^'    cosA  (cos A—  sinB  sinC) 

B         C  T 

-f-  4«n'-  sin'-  (i  —  cos  A)  1  » 

/            A          B         f  \ 

=  4  RM  8  sin'  -  sin'-  sin' cos  A  cosB  cosC  1  • 

^         \  2  2  2  J 

II.  Pour  établir  les  secondes  formules,  cherchons  la 
relation  qui  existe  entre  R  et  le  rayon  R'  du  triangle 
A'B'C  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  C. 

On  a 

C'B  =  RtangC, 

A'B  zn:  R  langA, 
par  suite, 

^'  =  R  (taogA  4-  taogC). 

D^un  autre  côté,  on  a 

b'z=  2R'  sinB'zr:  2R'  8in2B, 
d'où 

R  (tangC  -+-  taogA)  =  2R'  sinaB 
et 

R  =  4R'  cosA  cosB  cosC. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  ABC,  la  relation 


R: 


.   .    A    .   B   .   C 

isin-  sin-  sin- 
^222 


I 
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de  ces  relations  on  tire 

CCS  A  cosB  cos  C  =  7—,  9 
4R 

.    A   .   B    .   C         r 

sm  -  sm-  sm-  =:  ,--  • 

2  2  2  4^ 

En  remplaçant  ces  produits  par  leurs  valeurs  dans  les 
relations  (i),  on  en  déduit  immédiatement  les  rela- 
tions (a). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Goulin,  élève 
du  lycée  de  Rouen  ;  Moret-Blanc;  £.  Rebuffel,  élève  du  lycée  de  Rennes; 
E.  Kruschwitz;  B.  Launoy;  P.  S.,  de  Cherbourg;  Geuty;  Gambey; 
Gh.  Gontet;  Etienne  Gatti,  étudiant  à  l'Université  de  Turin. 


Question  4151 

(TOira'térie,  t.  Xlir,  p.  400); 

Par  m.   SOUBEIRAN, 

Élève  du  lycée  Fontanes. 

Deux  sommets  A,  B  d^un  triangle  ABC  sont  suppo- 
sés fixes;  le  troisième  sommet  C  se  déplace  dans  le 
plan  du  triangle  de  façon  que  le  pied  de  la  bissectrice 
de  V angle  A  décrive  une  droite  donnée.  Trousser  le  lieu 
géométrique  du  point  C. 

(Harkema.) 

Nous  emploierons  les  coordonnées  trilinéaires. 

Nous  prendrons  comme  triangle  de  référence  le 
triangle  formé  par  la  droite  donnée  oc  =  o  ou  DE,  par 
la  droite  p  ==  o  ou  AB,  et  par  la  perpendiculaire  en  A 
au  côté  AB;  soit  7  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  B  seront 

p  r=  o,     7  +  m^z=.  o. 
Si  nous  représentons  par  20)  l'angle  que  fait  la  droite  AC 
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avec  la  droite  AB,  Téquation  de  la  droite  AC  sera 

(i)  p=7lang2w. 

L'équation  de  la  bissectrice  de  T angle  A  est  d^ai Heurs 

p  =  y  tangu. 

L'équation  de  la  droite  passant  par  le  point  B  et  le  point 
de  rencontre  de  la  bissectrice  avec  la  droite  a  =  o  est 
donc 

(2)  p  —  Ungw  (7  H-  mec)  =  o; 

donc,  si  entre  cette  équation  et  celle  de  AC  nous  élimi- 
nons Tangle  o),  nous  aurons  le  lieu  du  point  C. 
On  tire  de  (2) 


p 
tangb)  =  -   "^ —  ; 
y  -r-  ma 


on  tire  de  (  i  ) 


d'où 


6  2  tango> 

-  =tang2»= ~ ; 

7  °  I  —  taDg2&> 


2P 


P 7  -+-  ma. 

[y  -h  may 

P 2p{7  -+-  ma) 

7       (7  -h  ma)^— p* 

Cette  équation  se  décompose  en  celle  d'une  droite  |3  =  o 
et  celle  d'une  conique 

I  2(7-f-/7ia) 


7        (7-^ywa)^-p' 

qui  prend  les  formes 

(7  -h  may  —  p»  =  27(  /7I a  4-  7  ), 
(7  +  TOa)(/»a—  7)  =  P'. 
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On  voit  donc  que  les  droites 

7-+-ma  =  0     et     7  —  »ia  =  o 

sont  tangentes  à  la  conique  en  leurs  points  de  rencontre 
avec  la  droite  ^  =  o  ou  AB. 
La  conique  peut  d'ailleurs  se  mettre  sous  la  forme 

donc  la  conique  a  pour  foyer  le  sommet  Â  et  pour  direc- 
trice la  droite  a  =  o  ou  DE. 

On  aura  une  ellipse  quand  m  sera  inférieur  à  Tunité, 
c'est- à-dire  quand  le  point  B  sera  compris  entre  les  pieds 
des  bissectrices  des  deux  angles  formés  par  les  droites 
a  =  o  ou  DE  et  (3  =  o  ou  AD. 

On  aura  une  parabole  quand  m  sera  égal  à  Tunité, 
c'est-à-dire  quand  le  point  B  se  trouvera  sur  l'une  de  ces 
deux  bissectrices. 

Od  aura  une  hyperbole  quand  m  sera  inférieur  à  l'u- 
nité. 

Nùie,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Henry  Poidatz , 
soldat  au  i34^  de  ligne;  A.  Pellissier  ;  Gh.  Contet;  P.  S.,  de  Cherbourg; 
Rebuffcl,  élève  du  lycée  de  Rennes;  B.  Launoy;  Moret-Blanc;  Chadu, 
professeur  au  lycée  de  Mont-de-Marsan  ;  H.  Lez  ;  H.  Brocard;  G.  Yandame, 
élève  du  lycée  de  Lille;  A.  Tourrettes;  Jacob,  élève  du  lycée  de  Dijon; 
Gambey;  C.  Moreau;  Astor;  L.  Goulin  et  Henri  Garreta,  élèves  du  lycée 
de  Rouen. 

Omission.  —  Nous  avons  reçu,  trop  tard  pour  la  men- 
tionner, une  solution  de  la  question  1081 ,  par  M.  Léo- 
pold  Klug,  élève  du  séminaire  de  Budapest  (Hongrie). 


QUESTIONS. 


1163.    On   appelle   transformations  biquadratiques 
toutes  celles  dans  lesquelles  à  un  point  de  chacune  des 
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deux  figares  conjuguées  correspond  un  point,  et  à  une 
droite,  une  conique  (*).  Montrer  que  les  deux  angles  des 
asymptotes  de  cette  conique  sont  toujours  mesurés  par 
la  moitié  des  deux  arcs  suivant  lesquels  la  droite  divise 
le  cercle  fixe  des  trois  points  fondamentaux  de  la  trans* 
formation.  On  obtient  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole  suivant  que  la  droite  est  extérieure  à  ce  cercle, 
qu'elle  le  coupe  ou  qu'elle  lui  est  tangente. 

(Hâton  de  la  Goupillière.) 

1164.  Montrer  que,  dans  tout  procédé  biquadratique, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir  un 
cercle  est  de  transformer  un  cercle  mené  par  deux  des 
points  fondamentaux  {**).  Le  conjugué  y  passe  alors 
lui-même.  Les  deux  séries  de  centres  de  ces  cercles  for- 
ment un  système  en  involution  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  Son 
centre  est  celui  du  cercle  des  trois  points  fondamentaux, 
et  ses  foyers  les  points  où  ce  cercle  rencontre  la  droite. 

Lorsque  Ton  prend  pour  points  fondamentaux  les  om- 
bilics du  plan,  il  suffit  d'après  cela  de  partir  d'un  cercle 
quelconque  pour  en  obtenir  un  autre;  et,  en  efiet,  ce 
mode  spécial  de  transformation  biquadratique  n'est  autre 
que  le  procédé  des  rayons  vecteurs  réciproques. 

(Hàtoi!!  de  la  Goupillièee.) 


(  **  )  On  peut  citer  parmi  eUes  les  procédée  indiqués  par  les  auteurs 
suivants  :  Mewton  de  Mewhaver,  Matkematical  Monthfy,  t.  UI;  Stbiiibk, 
Systematische  Entwickelung ;  Trànson,  Nouvelles  JnnaleSf  a*  série,  t.  V  ; 
H.  Fàcrb,  Bulletin  de  la  Société  de  Statistique,  etc,  de  Vïskre,  3*  série, 
t.  Il,  1 870-1 871;  HiRST,  Proceedings  of  the  royal  Society ,  yol.  XIV; 
Dàkbocx,  Bulletin  de  la  Société  philomaehique,  t.  Y  ;  Bbllavitis,  Nuovi 
saggi  deir  Accademia  diPadova^  t.  IV;  Schiaparblli,  Académie  de  Turin, 
3«  série,  t.  XXI. 

(*»)  Sauf  pour  le  cercle  des  trois  points  fondamentaux,  qui  correspond 
à  la  droite  de  TinAni. 
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ET  DE 

CALCUL  INTÉGRAL; 


J.  BERTRAND, 

MembN  4«  Ilnstltat,  ProfeMevr  à  l'École  Polytechoiqae  et  au  Collège  de  Fruce. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  In-4,  avec  figures  dans  le  texte,  1864.    [Rare,) 
CALCUL  INTÉGRAL.  Première  Section  :  Intégrales  définies  et  indéfi- 
nies. In- 4»  avec  figures  dans  le  texte,  1870.  {yie/u  de  paraftre,)    3o  fr. 
CALCUL  INTËGRAL.  Deuxième  et  dernière  Section  :  Équations  diffé- 
rentielles* (Soiis  presse,) 


Voici  les  titres  sommaires  des  principales  dirisions  du  yolume  contenant  la  Pre- 
mière Section  du  CaIouI  iniés:ral  : 

LIVRE  I.  Intégrales  définies  et  indéfinies.  ->  I.  Diverses  méthodes  pour  l'in- 
tégration des  dilTérentielIes.  —  II.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  — - 
lit.  Intégration  des  difiTérentielles  algébriques  irrationnelles.  —  IV.  Intéçra- 
lion  des  fonctions  trigonométrinues  et  exponentielles.  —  V.  Sur  l'impossibilité 
de  certaines  intégrations.  —  VI.  Calcul  direct  des  intégrales  définies.  —  VII.  Em- 
ploi des  séries  dan»  le  calcul  des  intégrales  définies.  —  VIII.  Différentiation  et 
intégration  sous  le  signe  /.  —  IX.  Quelques  intégrales  définies  obtenues  par  des 
méthodes  diverses.  —  X.  Théorie  des  inté^^rales  eulériennes —  XI.  Intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginairos.  —  XII.  Calcul  numérique  de  la  valeur 
approchée  d'une  intégrale  définie. 

LIVRE  11.  Applioationa  et  développement.  ~  1.  Évaluation  des  aires  planes  et 
des  arcs  de  courbes.  —  II.  Évaluation  des  surfiices  courbes.  —  111.  Détermina- 
lion  des  volumes.  —  ÏV.  Calcul  de  l'attraction  des  corps  solides.  Potentiel,  — 
V.  Théorie  des  intégrales  multiples.  —  VI.  Calcul  inverse  des  intégrales  définies. 
—  VII.  Développements  en  série.  —  VIII.  Intégrabiiité  des  fonctions  difiTéren- 
tielles. 

UVEE  III.  Théorie  des  fonctions  éllipUques.  —  I.  Théorèmes  relatifs  à  l'inté- 

Î [ration  des  intégrales.  —  II.  Double  périodicité  des  fonctions  elliptiques.  — 
II.  Multiplication  et  division  de  Vargument.  —  IV.  Expression  des  fonctions 
sons  forme  de  produits.  —  V.  Fonctions  H  ix)  été  {x)  de  Jacobi.  —  VI.  Trans- 
formation des  fonctions  elliptiques.  —  Vil.  Calculs  numériques  ;  applications. 
— *  Tables  des  fonctions  elliptiques. 
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Librairie  de  GAUTHIER-VILLARS,  quai  des  Augustins,  55. 
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18G7 2  fr.  5o  c. 
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PEWiUiTBg  NS  QUADRIUTKRBS  COMPLETS  QUI  RBSSORTENT 
•B  LA  GONSnÉRATiON  BB  LBIIRS  BISSECTRICES^ 

Pae  m.  L.  SANGERY,  à  Nice. 


M.  Mention  a  démontré  dans  les  Nouvelles  Annales 
(a*  série,  t.  I,  p.  i6  et  65)  une  belle  proposition  de 
Steiner,  relative  à  un  quadrilatère  complet  et  à  ceux 
qu'on  en  dérive  à  l'aide  des  douze  bissectrices  de  ses 
angles.  Je  me  propose  d'indiquer  quelques  autres  pro* 
priétés  des  mêmes  quadrilatères. 

1.  Notation.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  A6CD 
que,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  convexe,  pro* 
longeons  les  côtés  opposés  AB  et  CD,  6C  et  AD  jusqu'à 
leurs  rencontres  E,  F.  Désignons  les  angles  6AD,  CBA, 
DCB,  ADC,  DEA,  AFB  respectivement  par  angles  inté- 
rieurs A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  leurs  suppléments  par  angles 
extérieurs  A,  B,  C,  D,  E,  F.  Menons  les  douze  bissectrices 
des  angles  intérieurs  et  extérieurs  du  quadrilatère,  et 
soient  :  i°  A',  B',  C,  D' les  intersections  des  bissectrices 
des  angles  intérieurs  A  et  B,  B  et  C,  C  et  D,  D  et  A  *, 
a**  A",  B'^,  C,  D"  celles  des  bissectrices  des  angles  exté- 
rieurs C  et  D,  D  et  A,  A  et  B,  B  et  C;  3°  Ai  Tintersec- 
tion  des  bissectrices  de  l'angle  intérieur  C  et  de  Tangle 
extérieur  B,  et  de  même  Bi,  Q,  Di  celles  des  angles  A 
et  B,  A  et  D,  C  et  D^  Af,  B,,  C|,  D,  celles  des  angles  D 
et  A,  D  et  C,  B  et  C,  B  et  A  ;  H,  I,  K,  L,  G,  J  celles  des 
angles  C  et  A,  D  et  B,  A  et  C,  B  et  D,  E  et  F,  F  et  E5 
le  premier  angle  est  toujours  intérieur  et  le  second  exté 

Afin,  de  Mathém,,  »•  série,  t.  XIV.  (Avril  1875.)  10 
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rieur-,  4**  P>  Q?  T  les  intersections  des  bissectrices  des 
angles  intérieurs  A  et  C,  B  et  D,  E  et  F5  R,  S,  V  les  in- 
tersectioDS  des  bissectrices  des  angles  extérieurs  A  et  C, 
B  et  D,  E  et  F;  5^  a^  &,  c  les  intersections  des  droites 
BD  et  EF,  EF  et  AC,  AC  et  BD;  af,  b',  c\  a\  h\  é 
celles  des  droites  QS  et  TV,  TV  et  PR,  PR  et  QS,  IL  et 
GJ,  GJ  et  HK,  HK  et  IL;  a,  /3,  7,  a',  P',  y',  a\  ^\  f 
celles  des  droites  PR  et  HK,  QS  et  IL,  TV  et  GJ;  HK 
et  AC,  IL  et  BD,  GJ  et  EF,  AC  et  PR,  BD  et  QS,  EF 
et  TV. 

2.  On  nous  permettra  de  rappeler  dans  ce  paragraphe 
des  propositions  déjà  connues,  mais  nécessaires  pour  la 
suite. 

Les  points  où  se  coupent  les  bissectrices  des  angles 
opposés  du  quadrilatère  complet  ABCDEF,  tant  inté- 
rieurs qu'extérieurs,  mais  pris  simultanément  :  i**  de 
même  espèce;  'jp  d'espèces  différentes,  sont  les  sommets 
de  deux  quadrilatères  complets  PQRSTV,  HIKLGJ. 
Chacun  des  côtés  de  ces  quadrilatères  est  un  axe  d'homo- 
logie  correspondant  à  quatre  centres  d'homologie  si- 
tués sur  une  même  circonférence.  On  obtient  ainsi 
les  quadrilatères  A'B'C'D',  A^B^C^'D",  A^BtCD,, 
A,B,C,D,,  A'A'^CtC,,  D'D^'B.B,,  C'C^A.A,,  B'B^D^D. 
inscriptibles  dans  des  circonférences  dont  les  centres  sont 
O',  O",  Oi,  0„  w',  iù",  Wi,  0),.  Si  \  X',  \\  (X,  fx',  ]i!!  sont 
les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  diagonales  PR,  QS, 
TV,  HK,  IL,  GJ  des  deux  quadrilatères  PQRSTV, 
HIKLGJ,  les  cercles  O',  O",  O,,  0„  fx,  fx',  fx^'  et  w',  a>^, 
(ùi,  «j,  X,  X',  X'' forment  deux  séries  de  cercles  orthogo- 
naux. L'axe  radical  des  premiers  cercles  est  la  médiane 
des  diagonales  du  quadrilatère  PQRSTV,  celui  des  autres 
est  la  médiane  des  diagonales  du  quadrilatère  HlKLGJ. 
On  peut  ajouter  à  ces  deux  séries  les  cercles  û',  A''  cîr- 
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<  »47  ) 
conscrits  aux  triangles  diagonaux  alV d^  çl^V' d*  des  deux 
quadrilatères  PQRSTV,  HIKLGJ? 

3.  Thêoabmb.  -^  Sur  chacun  des  côtés  de  Vun  quel- 
conque  des  quadrilatères  ABCD,  PQRS,  HIKL  se  croi^ 
senty  et  par  quatre  groupes  différents,  deux  côtés  des 
deux  autres  quadrilatères. 

On  peut  donner  à  ce  théorème  plus  de  précision.  Sup- 
posons que  l'on  choisisse  un  côté  de  Tun  des  trois  qua- 
drilatères, pour  savoir  quels  sont  les  côtés  des  deux 
antres  qui  se  croisent  sur  le  côté  choisi,  on  parcourra 
lunde  ces  quadrilatères  dans  le  sens  de  la  notation  et  à 
partir  du  premier  sommet.  Quant  au  second,  selon  que  le 
côté  choisi  est  de  rang  impair  ou  de  rang  pair,  on  le  par- 
courra dans  le  sens  de  la  notation  ou  dans  le  sens  con- 
traire, en  partant  du  sommet  qui  est  de  même  ordre  que 
le  côté  choisi,  ou  du  sommet  suivant.  Les  côtés  des  deux 
quadrilatères  qui,  dans  leur  parcours,  ont  le  même  nu- 
méro d^ ordre,  se  croisent  sur  le  côté  choisi. 

Prenons  le  côté  PQ,  qui  est  le  premier  dans  le  qua- 
drilatère PQRS  \  sur  ce  côté  PQ  se  croisent,  d'après  la 
règle,  AB  et  HI,  BC  et  IK,  CD  et  KL,  DA  et  LH.  En 
effet,  les  triangles  AHP,  6IQ  sont  homologiques,  puisque 
AH  et  BI  se  coupent  en  C^,  HP  et  IQ  en  C,  PA  et  QB 
en  A',  et  que  les  points  C^^  C^,  A'  sont  en  ligne  droite. 
Den  résulte  que  les  droites  AB,  HI,  PQ  se  coupent  en 
un  même  point  i.  De  même  les  triangles  BIQ,  CKP  ont 
la  droite  D'^D'B'  pour  axe  d'homologie^  par  conséquent 
les  lignes  BC,  IK,  QP  se  coupent  en  un  même  point  a. 
Pareillement  les  triangles  CKP,  DLQ  ont  la  droite 
A^A'C  pour  axe  d'homologie,  et  les  lignes  CD,  KL, 
PQ  ont  un  même  point  commun  3.  Enfin  les  trian- 
gles DLQ,  AHP  ont  la  droite  B''B'D'  pour  axe  d'homo- 
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logie  et  les  lignes  DA,  LH,  QP  se  coupent  en  un  même 
point  4-  * 

Pareillement,  sur  le  côté  RS,  qui  est  le  troisième  dans 
le  quadrilatère  PQRS,  se  croisent  AB  et  KL  en  i',  6C  ei 
LH  en  2',  CD  et  HI  en  3',  DA  et  IK  en  él  \  sur  le  deuxième 
côté  QR  se  coupent  AB  et  Kl  en  i^,  BC  et  IH  en  %\  CD 
et  HL  en  3",  Dxi  et  LK  en  4'';  sur  le  quatrième  côté  SP 
se  croisent  AB  et  HL  en  i'",  BC  et  LK  en  2'",  CD  et  Kl 
en3%DAetIHen4"'. 

4.  Toutes  les  droites  précédemment  considérées  ayant 
été  tracées,  par  chacun  des  sommets  des  quadrilatères 
ABCDEF,  PQRSTV,  HIKLGJ  passent  quatre  droites 
formant  un  faisceau  harmonique. 

Pour  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E,  F  la  propriété  ré- 
sulte delà  construction  elle-même.  Considérons  les  autres 
sommets.  Soit  i^  le.  point  P.  Parle  quadrilatère  complet 
A'B'C'D'QP,  on  voit  que  le  faisceau  P(B',  A',  T,  Q) 
est  harmonique.  Soit  1^  le  point  H.  Le  quadrilatère  com* 
plet  a'3"2"3'HR  montre  que  le  faisceau  H  (I,  L,  C,  R) 
est  harmonique.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres 
sommets. 

5.  Théorème.  —  Sur  chacune  des  diagonales  de  Vun 
quelconque  des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV, 
HIKLGJ  se  croisent,  et  par  deux  groupes  différents  ^  deux 
diagonales  appartenant  aux  deux  autres,  La  diago- 
nale  du  premier  quadrilatère  est  ainsi  divisée  harmoni- 
quement;  elle  Vest  aussi  par  les  diagonales  restantes 
des  deux  autres. 

Pour  donner  à  ce  théorème  plus  de  précision,  consi- 
dérons le  tableau  suivant,  formé  des  diagonales  des  trois 
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AG  PR  UK, 
BD  QS  IL, 
EF     TV     GJ, 


puis,  regardaDt  ce  tableau  comme  celui  d*un  détermi- 
nant, opérons  comme  si  nous  voulions  le  développer  se- 
lon les  éléments  de  la  première  colonne,  nous  obtiendrons 
alors  comme  se  coupant  sur  AC  :  i^  les  diagonales  QS  et 
GJ  en  (J;  0?  TV  et  IL  en  3';  sur  BD  :  i«  TV  et  HK  en  e^ 
a'*  PR  et  GJ  en  e'^  sur  EF  :  i°  PR  et  IL  en  y};  a°  QS  et 
HK  en  7/.  De  plus,  AG  sera  divisée  harmoniquement  en 
3  et  d\  BD  en  e  et  t'y  EF  en  y;  et  ïj'.  En  ordonnant  le  dé- 
terminant selon  les  éléments  de  la  deuxième  colonne, 
on  trouverait  que  sur  PR  se  coupent  BDet  GJ  en  e', 
EF  et  IL  en  19,  et  que  PR  est  divisée  harmoniquement  en 
e'  et  Yi.  Et  ainsi  de  même  des  autres  diagonales. 

Occupons-nous  de  la  diagonale  AC.  Considérons  d'a- 
bord les  deux  couples  de  faisceaux  harmoniques 

B(A,C,Q,S)  et  D{G,A,S,Q),  B{A,G,I,L)  et  D(G,A,L,I), 

puis  les  deux  couples 

P(A,C,Q,S)  et  R(C,A,S,Q),     P(A,C,T,V)  et  R(G,A,V,T). 

On  sait  que  la  droite  qui  joint  les  intersections  de  deux 
couples  quelconques  de  rayons  homologues,  mais  disso- 
ciés, passe  par  un  point  fixe.  C*est  sous  celte  forme  que 
nous  rappellerons  le  théorème  énoncé  dans  la  Géométrie 
supérieure  àe  M.  Chasles,  p.  75,  art.  III,  ou  encore  dans 
V Introduction  à  la  Géométrie  supérieure  de  M.  Housel, 
p.  58,  art.  III.  Si  donc  nous  indiquons  par 

BA 
DA      ^ 
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que  les  droites  BA,  DA  se  coupent  en  A,  on  pourra  for- 
i  tableau  suivant  : 


mer  le  tableau  suivant  : 


B(AGQS)   BA 
D(CASQ)   DA 

BG 

DC 
B(ACIL)^BA  I  BA 

D{CfAlA)   Da|  ^'      DL 

BC 


BA 
^'      DS 

^'     DC 


BA 


BQ 


''■■■'    dqI  ^' 

BS   I  BS 


d',     j^      «',...,    jjg 


BA 

''  DI 

BI   I  BL 

DC  I  ^'      DC  r  '  DC 

P(ACQS)    PA  I           PA  I  PA 

R  (CASQ)  RA  I  ^'     RS  I  "''^  RQ 

PC  j           PQ  I     ,  PS 

RC  P*     RC     '^'»'  RC 


P(ACTV)   PA  I 
R(CAVT)   RAI  ^' 


BI 

BL 
^—     DL 

PQ 
^'""'    RQ 

PS 

PT 


PC 
RC 


C, 


PA  I  PA 

RV  I  ''••  Rt|  """••'    RT 

PX  py  I  pv 

"  RC 


RC 


PV  I 


S; 
I, 
L; 
Q, 
S; 
T, 
V. 


D'où  Ton  conclura  que  les  droites  dd\  ee'  passent  par 
l'intersectiou  d  de  AC  et  de  QS;  que  de'  et  ed'  passent 
par  Tintersection  d'  de  AC  et  de  IL^  que  did\  et  Cj  e\ 
se  croisent  en  d  sur  AC  et  QS,  et  que  di  e\  et  Cid^  con- 
courent en  J'j,  intersection  de  AC  et  de  TV.  Puis  le  qua- 
drilatère dd'ee*  ayant  pour  diagonales  de^  d'e'^  Sâ\ 
montre  que  d$' est  divisée  harmoniquement  par  de  et 
d'e'  aux  points  A  et  C,  et  réciproquement  que  AC  est 
ainsi  divisé  en  $  et  d\  De  même  pour  le  quadrilatère 
di  d\  ex  e\ ,  qui  a  pour  diagonales d^  ex^d\  e\ ,  dd', ,  on  voit 
que  35',  est  divisée  harmoniquement  par  d^  e^  et  d\  e\  en 
A  et  C,  ou  bien  que  AC  l'est  en  $,  d\ . 
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De  là  il  suit  que  d  et  ^,,  étant  conjugués  harmoniques 
de  î  par  rapport  à  AC,  coïncident  ^  autrement  dit,  TV  et 
IL  se  coupent  sur  AC. 

Que  l*on  prenne  maintenant  les  deux  couples  de  fais* 
ceaux  harmoniques 

B(ACQS)  et  D(CASQ),     B(AGIL)  et  D(CALI), 

pais  les  deux  couples 

E(ACrV)  et  F  (CAVT),     E  (ACGJ)  et  F(CAJG), 

et  Ton  verra  que  AC  est  divisée  harmoniquement, 
d'abord  en  3'  et  d  par  IL  et  QS,  puis  en  d'  et  à^  par  TV 
et  GT;  d'où  il  suit  que  d  et  c^i  coïncident;  autrement  dit, 
AC,  QS  et  GT  passent  par  le  même  point  d. 

Il  est  facile  de  déduire  du  tableau  des  diagonales  les 
faisceaux  qui  viennent  d'être  considérés,  et,  par  suite,  de 
faire  une  démonstration  analogue  pour  une  autre  diago- 
nale. 

On  vient  de  voir  que  la  diagonale  AC  était  divisée 
harmoniquement  par  QS  et  IL,  TV  et  GJ;  elle  l'est  éga- 
lement par  les  diagonales  PR  et  HK.  En  efiet,  le  quadri- 
latère complet  4Ci^HRa^  montre  que  HK  est  divisée 
harmoniquement  en  a  et  a',  AC  en  a!  et  a!\  PR  en  a" 
et  a.  On  voit  de  même«  par  le  quadrilatère  BDLIS|3',  que 
IL  est  divisée  harmoniquement  en  (3  et  |3',  BD  en  ^'  et  |3^, 
QS  en  ^"  et  (3,  et,  par  le  quadrilatère  EFGJT/,  que  GJ 
est  divisée  harmoniquement  en  y  et  /,  EF  en  /  et  /^, 
TV  en  /  et  y. 

Corollaire.  —  En  observant  que,  dans  chacun  des 
quadrilatères  considérés,  une  diagonale  est  divisée 
harmoniquement  par  les  deux  autres,  on  pourra  dire  : 
huit  diagonales  des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV, 
HIKLGJ  déterminent  sur  la  neuvième  une  involution  de 
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six  points  dans  laquelle  les  extrémités  de  cette  dernière 
diagonale  sont  les  points  doubles. 

Le  tableau  ci-dessus  montre  *  facilement  quelles  sont 
les  diagonales  conjuguées.  Ainsi,  pour  la  division  faite 
sur  AC,  sont  conjuguées  entre  elles  les  diagonales  BD  et 
EF,  PR  et  HK,  QS  et  IL,  TV  et  GJ^  ces  deux  derniers 
couples  donnent  les  mêmes  points  conjugués.  Si  Ton  veut 
considérer  la  division  faite  sur  QS,  on  transformera,  à 
Taide  de  permutations  circulaires,  le  tableau  ci-dessus 
dans  le  suivant  : 

QS     IL     BD 

TV     GJ     EF 
PR    HK   AC 

et  alors  seront  conjuguées  TV  et  PR,  IL  et  BD,  GJ  et  EF, 
HK  et  AC.  Ces  deux  derniers  couples  fournissent  les 
mêmes  points  conjugués. 

6.  Théorème.  —  Les  triangles  diagonaux  abc ^  cihf  d^ 
a"¥cP  des  quadrilatères  ABCD,  PQRS,  HIKL  sont 
semblables  et  homolo gigues  entre  eux.  Ils  ont  pour 
centre  d'homologie  le  point  de  rencontre  h  des  hauteurs 
du  triangle  diagonal  abc  relatif  au  quadrilatère  donné. 

Considérons  les  angles  c,  c!'\  je  dis  qu'ils  sont  égaux. 
En  eifct,  dans  les  quadrilatères  concaves  CcDc',  KA'Lc^, 
on  a 

CtfD  =  C'Dc  -f-CC'D-f-cCC, 

KA'L  =  c"LA'  4-  Kc"L  -h  A'Kc"; 

la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

a''—  BA'K  =  c'^LA'-h  2^-  Ic"K  -f-  A'Kc%  . 

ou  bien 

Ic'^K  =  ir-^LA^^-  BA'Kh-  A'Kc'^; 

mais,  par  les  quadrilatères  inscriptibles  IBDL,  A'B'Ciy, 
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HÂCK,  on  a 

C'Dc=:c^LA',     CC'D=BA'K,     cCC'=:A'Kc^; 

donc 

CcD  =  WJL    ou     bca  =  ftVii''. 

On  peut  démontrer  de  même  que  les  angles  c  et  c'  sont 
égaux  ;  mais  il  est  plus  simple  d'observer  que,  le  quadri- 
latère ac/(3c"  ayant  deux  angles  droits  cf^ac  et  c'ficfj  il 
en  résulte 

ac'p  =  pc^K     ou  bien     b'c'a' ^  yc^a\ 
On  a  donc 

Il  en  est  de  même  des  autres  angles  des  triangles  diago- 
naux; donc  ces  triangles  sont  équiangles  et  semblables. 
Maintenant,  de  ce  que  les  points  d',  e  se  trouvent  sur 
la  diagonale  TV^  et  de  ce  que  le  quadrilatère  d'c^^ec  est 
ÎDScriptible,  il  résulte  que  l'angle 

ffec''  =  S'ic''=  *'««  =  i**—  abU  =  i**—  €r'û'A'; 

donc  le  prolongement  de  d^c  rencontre  à  angle  droit  le 
■côté  ab  du  triangle  abc.  Pareillement,  les  points  i^  t* 
étant  sur  la  diagonale  GJ  et  le  quadrilatère  ic^cf  étant 
inscriptible,  on  a 

Donc  le  prolongement  de  de  rencontre  à  angle  droit  le 
côté  ab  du  triangle  abc.  De  là  il  suit  que  les  sommets  c^ 
cfy  c"  sont  en  ligne  droite  et  sur  la  hauteur  du  triangle 
abc  issue  du  point  <?•  De  même,  les  sommets  a,  a\  a" 
sont  sur  la  hauteur  issue  du  point  a,  et  i,  b'^  b"  sur  la 
hauteur  issue  du  point  b.  Les  trois  triangles  abc^  dVdy 
oPVd^  sont  donc  homologiques  deux  à  deux,  et  ont  le 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  i54) 
point  de  rencontre  h  des  liauteurs  du  triangle  abc  pour 
centre  commun  d'homologîe. 

Corollaire  I,  —  Si  a,  P,  y  sont  les  intersections  des 
côtés  iV  et  b''c\  c'a'  et  c"a'',  a!b^  et  «''A",  les  points  «,  (3, 
y  sont  en  ligne  droite^  de  même,  les  points  a',  (3',  /,  a", 
(3",  /'  sont  en  ligne  droite.  Enfin  les  trois  axes  d'homo- 
logie  a|3y,  «'(3'/,  cfP^'^yf'  se  rencontrent  en  un  même 
point  Al. 

Corollaire  IL  —  L'angle  b'hafétani  le  supplément  de 
aldV ^  le  quadrilatère  hVdal  est  inscriplible  ;  il  en  est  de 
même  du  quadrilatère  hV'cfa". 

Ainsi  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  diagonaux 
des  deux  quadrilatères  dérivés  passent  par  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  du  triangle  diagonal  du  quadri- 
latère donné. 

7.  Théorème.  —  Les  séries  des  cercles  orthogonaux 
précédemment  considérées  se  trouvent  augmentées 
chacune  de  trois  autres  cercles  circonscrits  aux  quadri-^ 
latères formés  parles  couples  des  diagonales  des  quadri- 
latères ABCDEF,  PQRSTV  d'une  part,  et  ABCDEF, 
HIKCLF  de  Vautre,  qui  comprennent  des  angles  égaux 
entre  eux. 

Les  diagonales  BD  et  EF,  QS  et  TV  forment  le  qua- 
drilatère aicitl  qui  est  inscriptible,  puisque  les  angles 
larl^  fia't  sont  supplémentaires.  Or,  la  diagonale  HK 
étant  divisée  harmoniquement  en  t^rl^  le  cercle  atalrl 
est  orthogonal  au  cercle  jx  qui  a  HK  pour  diamètre.  Je 
dis  que  le  même  cercle  azalr!  dont  le  centre  est  O),  coupe 
orthogonalement  le  cercle  A'  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal dV(/  du  quadrilatère  PQRSTV.  Joignons  le  point 
a'  commun  à  ces  deux  cercles  aux  centres  0)3  et  A^  On  a 
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or, 

h*  al  a  -zzzta'a  =  ûjj'c, 
donc 

Le  cercle  cos  orthogonal  aux  cercles  fx  et  ùi  est  orthogonal 
à  tons  ceux  de  la  série  CK,  C',  Oi,  0|,  /ix,  fx',  fx'^,  A'.  Il  en 
est  de  même  des  cercles  tù^^  tù^  circonscrits  aux  quadri- 
latères bmVdi^  cidJ  formés  respectivement  par  les  dia- 
gonales EF,  AC,  TV,  PR  et  AC,  BD,  PR,  QS. 

Une  démonstration  analogue  peut  être  faite  à  l'aide 
du  cercle  ùl^  circonscrit  au  triangle  diagonal  a^Vd'  re- 
lativement aux  cercles  Os,  O4,  0|  circonscrits  aux  qua- 
drilatères af!a"-n>t  hrlViy  cVd't  formés  respectivement 
parles  diagonales  BD,EF,IL,GJ;EF,AC,GJ,HK5AC, 
BD,  HK,  IL.  Ces  cercles  sont  orthogonaux  à  ceux  de  la 
série  (*',<«„«„  X,  y,  X^'A^ 

8.  Supposons  maintenant  que  le  quadrilatère  donné 
soit  inscriptible  dans  un  cercle  de  centre  O^  et  que  A  et 
B  désignent  les  angles  aigus,  A  étant  le  plus  petit.  Alors  : 

i^  Le  quadrilatère  EVFT  formé  par  les  bissectrices  des 
angles  £,  F  devient  un  rectangle,  et,  par  suite,  les  qua- 
drilatères A'B'Ciy,  A'^B'C'iy',  AtBiC.Di,  AtB,C,Dt 
ont  leurs  diagonales  rectangulaires. 

a^  Le  quadrilatère  PQBS  devient  inscriptibU.  En 
effet,  dans  le  faisceau  harmonique  T(P,  Q,  A^iy),  les 
deux  rayons  TA^  TIV^  étant  rectangulaires,  divisent  en 
deux  parties  égales  les  angles  formés  par  les  deux  autres. 
Ainsi  TA'  est  la  bissectrice  de  Tangle  PTQ  formé  par 
les  côtés  opposés  SP,  QR  du  quadrilatère  PQRS.  De 
même,  TF  est  la  bissectrice  de  Tangle  SVP  formé  par 
les  côtés  opposés  RS,  PQ  du  même  quadrilatère;  mais, 
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Tangle  TFV  formé  par  ces  bissectrices  élant  droit,  il  en 
résulte  que  le  quadrilatère  PQRS  est  inscriptible. 

3^  Le  quadrilatère  HIKL  devient  un  rectangle  inscrit 
dans  la  même  circonférence  que  le  quadrilatère  proposé 
Â6CD.  Dès  lors  les  sommets  G,  J  et  la  diagonale  GJ  sont 
situés  à  Tinfini  ^  le  faisceau  harmonique  GIH,  GKL,  GET, 
GVF  devient  le  système  harmonique  des  quatre  parallèles 
IH,  KL,  ET,  VF,  et  le  faisceau  JLH,  JKI,  JFT,  JVE  se 
transforme  dans  le  système  harmonique  des  quatre  pa- 
rallèles LH,  Kl,  FT,  VE.  De  là  il  résulte  que  les  deux 
rectangles  HIKL,  TEVF  ont  leurs  côtés  parallèles  deux 
à  deux,  et  que  les  côtés  parallèles  forment  un  système 
harmonique. 

4*^  Les  triangles  CHC\  AtHA,,  ayant  les  angles  HCC" 

et  CCH,  HAi  Aj  et  Ai  A^H  égaux  à  -»  sont  isoscèles,  et 

na  =  UC\  HAi  =  HA,.  De  même  les  triangles  CIC, 
AiIA,,  ayant  les  angles  1C"C  et  CCI,  lAi A,  et  A^A.I 

égaux  à  ->  sont  isoscèles,  et  CI  =  IC,  Ajl  =  lAi.  Il  en 

résulte  que  HI  est  perpendiculaire  sur  les  milieux  de 
ce  et  de  Al  A).  Pareillement,  IK  est  perpendiculaire 
sur  les  milieux  de  lyif  et  de  BiB,  ;  KL  sur  les  milieux 
de  A' A''  et  de  CiC,  et  LH  sur  ceux  de  B'B''  et  de  DiD,. 
Donc,  dans  les  quadrilatères  A'B'CD'  et  A^B^Clf, 
AiBiGiDi  et  As BsCiDs,  les  distances  des  sommets  ho- 
mologues sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  les 
côtés  du  quadrilatère  HIKL.  Il  suit  de  là  que  les  quadri- 
latères A'A'^Ci C„  lyiy^Bi  B„  CCAi  A„  B'B''DiD,  sont 
des  trapèzes  isoscèles. 

5^  Le  quadrilatère  HIKL  étant  un  rectangle  inscrit 
dans  le  cercle  G,  les  cercles  {x  et  y!  coïncident  avec  le 
cercle  O,  le  cercle  /x''  passant  par  les  points  E,  F  devient 
la  droite  EF  elle-même.  De  là  il  suit  que  la  série  des 
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cercles  (X,  CV',  Oi,  0„  fi,  y!,  y!'  se  réduh  à  (X,  CV',  O^, 
0>,  O,  et  qu'elle  a  EF  pour  axe  radical.  Le  triangle  dia- 
gonal al^b'^cf  a  deuxde  ses  sommets  a"^  V  à  l'infini  ;  quant 
au  sommet  c",  il  coïncide  avec  le  centre  O.  Les  points  a", 
i",/,  /,  5,  ^  sont  rejelés  à  l'infini.  Il  en  résulte  que  les 
diagonales  AC  et  QS  qui  se  coupent  en  i  sont  parallèles 
entre  elles,  et  que  les  diagonales  BD  et  PR  qui  se  coupent 
en  c'  le  sont  aussi  \  que  t^,  e,  /',  n^  r/,  y"  sont  respective- 
ment les  milieux  de  AC,  BD,  EF,  PR,  QS,  TV.  Or  la 
droite  TV  passe  par  les  points  ô',  e,  /,  et  la  droite  EF 
par  T],  r/,  y  \  on  peut  donc  conclure  ce  théorème  : 

Tbéorèmb.  —  Dans  les  deux  quadrilatères  inscrip^ 
tihles  ABCD,  PQRS,  les  diagonales  intérieures  de  Vun 
sont  parallèles  aux  diagonales  intérieures  de  Vautre, 
et  la  troisième  diagonale  de  Vun  passe  par  les  milieux 
des  diagonales  de  Vautre. 

9.  Si  l'on  désigne  par  a,,  a^  les  points  où  la  bissectrice 
de  l'angle  intérieur  F  rencontre  les  côtés  opposés  AB  et 
CD,  par  (7a,  Q^  ceux  où  la  bissectrice  de  Tangle  intérieur 
E  rencontre  les  côtés  opposés  BC,  DA,  les  triangles  ŒiEœs 
o^Yot,  seront  isoscèlcs,  et  la  figure  OxO^Oia^  sera  un  lo- 
sange inscrit  dans  le  quadrilatère  ABCD.  Pareillement, 
si  Ton  représente  par  Zi  et  2s9  ^s  et  Z4  les  points  où  les 
bissectrices  des  angles  extérieurs  F,  E  rencontrent  les 
côtés  opposés  AB  et  CD,  BC  et  DA,  les  triangles  SiEZa, 
2,FS4  seront  isoscèles,  et  la  figure  ]SiZ|S8Z4  sera  un 
losange  exinscrit  dans  le  quadrilatère  ABCD.  Les  hau- 
teurs des  triangles  aiE(7s,  II,ëSb  abaissées  des  extrémités 
des  bases  (JiOiy  ^i^s  sont  respectivement  doubles  des 
perpendiculaires  menées  des  points  T,  V  sur  AB  et  CD«, 
nous  les  représenterons  par  2T1,  2V1.  Pareillement, 
2T,,  2Va  désigneront  les  hauteurs  analogues  des  triangles 
atF<74,X,FZ4.  Le  quadrilatère  ABCD  donne  lieu  à  quatre 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  »58) 
triangles  ayant  chacun  quatre  cercles  tangents  à  ses  côtés; 
il  en  résulte  qu'on  peut  mener  seize  cercles  tangents  à 
trois  des  lignes  A6,  BC,  CD,  DA.  Ces  cercles  ont  pour 
centres  les  points  A',  B',  C,  IV,  A'',  B",  C,  D^,  Ai,  B,, 
Ct,  Di,  A,,  Bf,  Ct,  Ds  répartis,  comme  on  l'a  vu,  sur  les 
circonférences Cy,  O",  Oi,  O,,  w',  co'',  «j,  Wj.  Nous  repré- 
senterons les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  par  «,  ft,  c,  d  res- 
pectivement, le  rayon  d'un  cercle  par  la  même  lettre  que 
son  centre,  et  par  pa  la  perpendiculaire  abaissée  dVn 
certain  point  p  sur  Tun  des  côtés  a  du  quadrilatère.  Si 
Ton  considère  un  des  cercles  tangents,  le  côté  qu'il  ne 
touche  pas  est  opposé  à  un  côté  sur  lequel  se  trouve  un 
contact  que  nous  appellerons  le  premier  contact  du  cercle 
considéré* 

Les  cercles  A',  C",  B^,  D,  ne  touchent  pas  le  côté  c  et 
ont  leur  premier  contact  sur  a. 

Les  cercles  B',  D'',  Aj,  Ct  ne  touchent  pas  le  côté  d  et 
ont  leur  premier  contact  sur  b. 

Les  cercles  C,  A''^,  Di,  Ba  ne  touchent  pas  le  côté  a  et 
ont  leur  premier  contact  sur  c. 

Les  cercles  D',  B'^,  Ci,  A,  ne  touchent  pas  le  côté  b  et 
ont  leur  premier  contact  sur  d. 

Les  points  ai,  a^,  cps,  a^  sont  des  centres  de  similitude 
inverse  pour  les  cercles  A'  et  C,  B'  et  D^,  C!  et  A",  D'  et 
B'^;  les  points  £,,  £2,  Ss)  £49  àe%  centres  de  similitude  di- 
recte pour  les  cercles  Bi  et  D^,  Ai  et  C„  Di  et  B^»  Ci 
et  A,. 

10.  TnÉoRÈHE.  —  Si  Von  considère  Vun  des  seize 
cercles  A',  B',.--  ^'  ^"^  Von  joigne  son  centre  à  ceux 
des  cercles  C,  O",  Oj,  Oj,  &)',  w'',  Wi,  a)>  qui  passent  par 
ce  point,  la  première  droite  sera  perpendiculaire  et  la 
seconde  parallèle  au  côté  sur  lequel  se  trousse  le  pre^ 
mier  contact  de  ce  cercle. 
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Soit  le  cercle  A' ayant  son  premier  contact  surlecôié  AB, 
et  par  le  centre  duquel  passent  les  cercles  (y  et  ot>';  je  dis 
que  A'O'  est  perpendiculaire  sur  AB,  et  que  A'w'  lui  est 
parallèle.En  effet,  iM'angleCA'(y=  i^— A'B'C'=1E; 
cet  angle  C  A'Cy  est  donc  le  complément  de  Tangle  E^i  A', 
et  par  suite  A^CK  est  perpendiculaire  sur  AB  ^  a^  l'angle 
C,A'a/=i^—A'C,C,  =  CiB,V  =  |B;  les  angles  C.AV, 
A'BA  sont  donc  égaux,  et,  comme  ils  sont  alternes-in- 
ternes, A'co'est  parallèle  à  AB. 

La  première  partie  donne  lieu  à  ce  corollaire  :  Le 
rayon  qui  joint  le  centre  d'un  des  cercles  A^  B^**  ^  son 
premier  contact  passe  par  le  centre  de  celle  des  circon- 
férences (y,  O',  0|,  O,  sur  laquelle  se  trouve  le  centre  de 
ce  cercle. 

11.  TnéoBÈiCE.  —  Le  centre  O  est  le  milieu  des  dis-- 
/ancej  0,0',  et  0,,0,. 

En  effet,  les  deux  cercles  A'  et  C'^  étant  Fun  inscrit, 
l'autre  exinscrit  au  triangle  ABF,  le  milieu  mi  de  la  dis- 
tance 2^1  ^^  qui  sépare  leurs  contacts  avec  le  côté  AB  est 
aussi  le  milieu  de  ce  côté  \  par  conséquent,  dans  le  trapèze 
birectangle  C^^,  Ç*,  (T,  la  perpendiculaire  menée  par  le 
point  m,  sur  le  côté  AB  passe  par  le  milieu  de  01  Çf  et 
aussi  par  le  centre  O.  De  même,  les  cercles  ly,  B^  étant 
Tun  inscrit,  l'autre  exinscrit  au  triangle  AED,  le  mi- 
lieu m^  de  la  distance  ^^^^^  est  aussi  le  milieu  du  côté  DA, 
et  par  conséquent,  dans  le  trapèze  birectangle  O'^^^Ç'^O", 
la  perpendiculaire  menée  par  le  point  m^  sur  le  côlé  DA 
passe  par  le  milieu  deCKO^  et  aussi  par  le  centre  O.  Il 
résulte  de  là  que  le  point  O  est  justement  le  milieu  de 

(y(y. 

Que  l'on  substitue  aux  cercles  A',  C/',  D',  B"  respecti- 
vement les  cercles  Ai,  C,,  Dj,  Bt,  et  l'on  verra  de  même 
que  0  est  le  milieu  de  OiO,. 
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12,  Théorème.  —  La  seconde  tangente  issue  de  Vun 
des  centres  de  similitude  a^^  (7|,  (7s,  a^^  ^d  Z,,  £«,  X4  aux 
cercles  correspondants  est  parallèle  au  côté  que  ces 
cercles  ne  touchent  pas. 

Soit  f'o^^  la  seconde  tangente  intérieure  commune 
aux  cercles  A'  et  C"  (la  première  est  sur  le  c6të  AB), 
^  étant  son  ^contact  avec  le  cercle  G' '^  alors  Tangle 
g^C^ <Ji  =  ffiCÇ*!  ',  mais  ai  G'^^  =  TE^i ,  puisque  ces 
angles  sont  les  compléments  de  E(7|T  :  donc  gfC^c^  est 
le  complément  de  Ea|T  ou  de  son  égal  TajE.  Il  en  ré- 
sulte que  C"gf  est  perpendiculaire  sur  ED;  par  suite, 
Cl  g'  et  CD  sont  parallèles,  et  ainsi  des  autres. 

13.  Théorème.  —  1°  La  distance  du  centre  de  l'un 
des  cercles  A',  B',  C,  D'  au  côté  quil  ne  touche  pas  est 
égale  à  deuxjois  la  distance  à  ce  côté  du  point  dUn ter- 
section  T  des  diagonales  intérieures  du  quadrilatère 
A'B'Ciy,  moins  le  rayon  de  ce  cercle: 

a®  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  A'',  B", 
C,  ly  au  côté  qu'il  ne  touche  pas  est  égale  à  deux  fois 
la  distance  du  point  T  à  ce  côté,  plus  le  rayon  de  ce 
cercle  : 

Cj  =  2T.-f.C%     D;=2T,-f.D". 

3^  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  Aj,  Bj, 
Cl,  Di  au  côté  quil  ne  touche  pas  est  égale  à  deuxjois 
la  distance  à  ce  côté  du  point  V  intersection  des  diago^ 
nales  intérieures  du  quadrilatère  AiBiCiDi,  moins  le 
rayon  de  ce  cercle  : 

A,rf=2V,— A„     B,c  =  2V,  — B„ 
C,*=2V,— C„      D..=:2V,— D,. 
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4^  La  distance  du  centre  de  Vun  des  cercles  AtiBt» 
Ct»  Dt  au  c6ié  quil  ne  touche  pas  est  égale  en  valeur 
absolue  au  rayon  de  ce  cercle ^  moins  deux  fois  la  dis- 
tance du  point  V  au  même  côté  : 

irf  =  A,—  2V„     B,.  =  2  V»  — %, 

14.LesquadrîlalèresînscrîpliblesA'B'C'D',A''B''C''iy', 
A]B|CiDi,  AsB,CsDt  ayant  leurs  diagonales  rectan- 
gulaires, les  milieux  des  côtés  de  chacun  d'eux  sont  les 
sommets  d'un  rectangle  inscrit  dans  une  circonférence 
dont  le  centre  est  au  milieu  de  la  distance  qui  sépare  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  du  point  de 
rencontre  de  ses  diagonales.  Ainsi,  pour  le  quadrilatère 
Â'B'C'D',  les  milieux  u^  i/„  Us,  t/4  de  ses  côtés  seront 
les  sommets  d'un  rectangle  inscrit  dans  une  circonférence 
ayant  pour  centre  le  milieu  M'  de  O'T. 

Si  Ton  prend  les  milieux  u^,  u,,  u\j  u\  des  distances 
TA',  TB',  TC,  TD',  les  points  u\,  i/„  u\^  u\  sont  sur 
une  même  circonférence  ayant  son  centre  en  M'  et  son 
rayon  p'  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  O'.  De  plus 
les  droites  M'u^,  M'u,,  M'u,,  Mlu^  sont  respectivement 
perpendiculaires  sur  AB,  BC,  CD,  DA.  En  effet,  dans  le 
triangle  A'OT,  M'  et  u\  étant  les  milieux  de  TO'  et  de 
TA',  la  droite  M!u\  est  parallèle  à  O'A'  et  égale  à  sa 
moitié;  donc,  puisque  A'O'  est  perpendiculaire  sur  AB, 
il  en  est  de  même  de  Mu\  ^  de  plus,  u^  est  sur  la  circon- 
férence décrite  de  M'  comme  centre  avec  la  moitié  de 
0' A'  pour  rayon. 

15.  Théorème.  —  Le  quadrilatère  ABCD  étant  in" 

scriptible  : 

i^  Le  diamètre  du  cercle  O',  qui  passe  par  les  centres 

ÀHH.  de  Mathémat,,  a«  «érie,  t.  XIV.  (Avril  1875.)  1 1 
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des  cercles  A^  B',  C,  IV  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
des  cercles  opposés  A'  et  C\  moins  la  somme  des  deux 
autres  W  et  D'; 

0?  Le  diamètre  du  cercle  O] ,  qui  passe  par  les  centres 
des  cercles  At^  Bi,  C|,  Di,  est  égal  à  la  somme  des 
rayons  des  cercles  opposés  A|  et  Ci,  moins  la  somme 
des  deux  autres  Bj  et  Di  ; 

3*^  Le  diamètre  du  cercle  O'',  qui  passe  par  les  centres 
des  cercles  A'\  W\  C",  D^,  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
de  ces  cercles  ; 

4^  Le  diamètre  du  cercle  O,,  qui  passe  parles  centres 
des  cercles  A^,  Bt,  Ct,  D|,  est  égal  à  la  somme  des 
rayons  de  ces  cercles. 

i^  Les  côtés  AB,  BC,  CD»  DA  ëuot  pris  successive- 
ment pour  axes  de  projection  «  on  a 

C'-hT,  =  2«',,  =  2(M;-hp'),  + 

Combinant  ces  équations  diaprés  le  signe  ipis  en  regard, 
il  vient 

\  A'-f-C'— B'  — D'-f-aT.-aT, 

Prenant  le  côté  AB  pour  axe  de  projection,  on  obtient 

A'-hB'=;=2«.« 

B'-haT,  —  C'=2ii,., 

2T,  --C'-hD'=2a„ 

D'+ A'=2a4«, 
d'où 

(2)  A'-hB'+D'-haT,  — C'=:«,.-t-«,.-f-i/s.-|.a,.  =  4M;.  -H 
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Projetant  sur  le  côté  BC,  on  a 

C'-haT,  — iy=aii3*, 
aT,  — D'-h  A'=:2ii,4, 
d'où 

(3)  B'-l-C-hA'-l-aTa— D'=«,6-hih6  4-iis*-h«4A=4M;.  — 

Le  c6té  CD  étant  l'axe  de  projection,  il  vient 

aT,--A'-hB'  =  a«,e, 
B'-hC'  =  aa^, 

D'4-aT.-A'  =  aii4c, 
d'où 

(4)  C'-hD'-hB'-haTi-A'=«.e^iHc-^«„-h«4.=4M;.  -h 
Enfin,  projetant  sur  le  côté  DA,  on  a 

A'-haT,  — B'  =  a«,rf, 

aT,  —  B'4-C'=2«n/, 

C'-hD'=aa,rf, 

D'-f.A'=:a«4rf; 
d'où 

(SlI/H-A'^-C'-haT.— B'==«,rfH-«,rf-h«3rf-h«4rf=4M'rf.  - 

G>mbinant  les  équations  (a),  (3),  (4))  (S)  seloQ  les 
signes  mis  en  regard,  il  vient 

(6)B'+D'-A'-C'-4-2T»-aT,  =  a(M;,-|-M;-M;-M'J; 

retranchant  l'équation  (6)  de  Téquation  (i),  on  a 

A'-f-C  — B'— D'=4p'=:20'. 

3**  Désignant  par  f  le  rayon  du  cercle  p',  p', p,  p\  dont 
le  centre  est  en  M^',  et  projetant  successivement  sur  ÂB, 

II. 
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BC,  CD,  DA,  on  a 

Combinant  ces  équations  diaprés  les  signes  mis  en  regard, 
il  vient 

I       =8p''-a(Ml-hM;-hli;-hM:;). 

Prenant  le  c6té  AB  pour  axe  de  projection,  on  ob- 
tient 

—  B-'-|-C^  =  ap„,  - 

D*'-h  A^-haT,  =  a/?4«,   -«- 
d'où 

(a)  A''-4-B"-4-D-'-haT,  — C''=:p,.-h;i^-*-;i,.-Hp4«  =  4Ml^ 

Projetant  sur  le  côté  BC,  il  vient 

B^-l-aT,-+-C''=2;>,*,    -«- 

d'ou 

(3)  B'-hCr-HA^ -h  2T,-D-'=/7.4H. /!,*-+- ;?,*4-/?4*  =  4m;. 
Projetant  sur  le  côté  CD,  il  vient 

—  A*"  -h  B*"  =  a/?,e,    -h 

C"H-2T.4-D"  =  2/7,„    -f- 
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d'où 

(4)  C"-hD''-+-B"+2T,  — A''=:/;,c-l-/?,«-4-/?3eH-/'4*=4M'. 

Enfin,  le  côté  DA  étant  pris  pour  axe  de  projection, 

on  a 

—  B* -!-€''=  2/iw,  4- 

D''-h2T,+  A"  =  2/i4rf,   -h 
d'où 

(5)  D-'-h  A''^  C"H-  2T,—  B'=/?,rf+/?,rf+/?,rf+p,rf=  4M^. 

En  ajoutant  les  équations  (2),  (3),  (4))  (5),  on  ob- 
tient 

(6)  A''-hB^-hC''-l-D''-h2T.-h2T,=  2(M;-*-Mj-f-M'-hM;); 
ajoutant  les  équations  (i)  et  (6),  il  vient 

A'-h  B''  H-'C"-h  D"  =  4p"=  20^ 

On  démontre  d'une  manière  analogue  la  deuxième  et  la 
quatrième  partie  du  théorème 

~  ■  ■■  ■  ■  ■  '  ■■■  ,    1  ",a 

Pae  m.  a.  toureites. 


Une  tige  dépourvue  d* élasticité^  (fui  se  meut  paral- 
lèlement à  elle-même  sur  un  plan  horizontal  parfaite^ 
ment  uni,  vient  heurter  contre  un  axe  perpendiculaire 
au  plan  :  déterminer  la  force  du  choc  et  la  position  de 
la  tige  un  instofit  quelconque  après  la  percussion. 

Pour  avoir  le  mouvement  de  la  tige,  il  suffit  de  con- 

{*)  Voir  P.  JuLUEif,  PrMhmes  de  Mécanique  rationnelle^  t.  II,  p.  363. 
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naitre  la  translation  du  centre  de  gravité  et  la  rotatiou 
de  la  tige  autour  de  ce  centre. 

Cela  posé,  soient 
m  la  masse  de  la  tige, 

h  son  rayon  de  gyration  autour  du  centre  de  gravité, 
u  la  vitesse  avant  le  choc, 
c   la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  la  tige  qui  * 

a  reçu  le  choc, 
B  la  force  du  choc. 

'  Rapportons  le  centre  de  gravité  à  deux  axes  coor- 
donnés Ox,  O^,  dont  Forigine  soit  au  pied  de  l'axe 
fixe,  le  premier  étant  dirigé  vers  le  centre  de  gravité  à 
Tinstant  du  choc,  et  le  second  du  côté  où  la  tige  tend  à 
avancer. 

Désignons  par  a  Tangle  que  la  direction  du  mouvement 
avant  le  choc  fait  avec  O^,  et  par  0  l'atigle  dont  W  tige  a 
tourné  dans  le  sens  de  rotation  qui  amène  Ox  vers  Oj. 

Soient  i^,  i^i  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre 
tie  gravité  après  le  choc,  parallèles  aux  axes  Oxj  Oj\ 

-7-  la  vitesse  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité.  Si 

l'on  remarque  que  B  est  mesurée  par  la  quantité  de  mou- 

vement  communiquée  à  la  tige,  et  qu'alors  —  est  la  vitesse 

due  à  la  percussion,  en  sens  inverse  de  Oj^,  nous  aurons 

B  .  d^       hc 

.  =  i.cos«-.,     ..=i.sm«,     ;j:=^,- 

Il  faut  une  quatrième  équation,  puisque  nous  avons 
quatre  inconnues  i^,  p^^  —9  B.  Nous  l'oblienilrèiis  en  élt-- 

primant  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  O,  au  moment 
du  choc  ^  ce  qui  donne 

B       Bc' 

Il  cosa =  — — • 

m       mk^ 
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Au  moyen  de  ces  équations,  nous  avons  successÎTe- 
ment 

^        mk^ucosa  c^ucosa 

</9 eu  cosa 

^  "~  c«  -h  A»  ' 

•    elde ces  équations  on  tire  immédiatement 

r'tfcosa 
a:=zunncL,t-hc,     jr  =  ___  r, 

eu  cosa 


qui  font  connailre  la  position- de  la  tige  à  l'époque  t 
après  le  choc. 

nni8si0R  H  s  Gom  mnîm  m  hix  MnniiiiiUiTBi 

Pae  m.  h.  lemonnier, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IT. 


On  connaît  les  équations 

(A  — f)a4-B''p-«-B'7  =  o, 
B^a  -h  ( A'  —  5)  p  4-  B7  =  o, 
B'a-hBp-h(A^— 1)7  =  0. 

Mettons-les  sous  la  forme 

Aa  -h  B'^p  -f-  B'7   —  Ja  =  Q, 
B'^a-h  A'p-4-  By   — .#p  =  o, 
B'a  -h  Bp   -h  A." y  —  17  =  o, 
et  joignons-y 

aa-f-  PP4-77  —s-=o. 
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Il  s'ensuit 

A 

B' 

B'     a 

B" 

A 

B      p 

B' 

B 

A"     7 

=  0, 

a 

P 

1 

f    7 

ce  qui  donne 

A 
B' 

B' 
A' 
B 

v 

B 

A" 

a 

P 

7 

I 
S 

A     B'     B' 
B"     A'     B 
B'     B     A' 

a 

P 

V 

o 

=  o. 


Quand  le  déli&rniinant  A  : 


est^o,  la 


A  B''  B' 
B'^  A'  B 
B'     B     A" 

surface  a  un  centre  et  un  seul»  aucune  des  valeurs  de  s 
n'est  nulle  ]  on  a  donc  alors,  pour  chacune  des  sections 
principales, 


A'  = 


A    B'^  B'  a 

Bf  A'  B  p 

B'    B  A''  7 

a      P  7  o 


><o-> 


chacune  de   ces  sections  est  en  conséquence  du  genre 
elliptique  ou  hyperbolique. 
Quand  on  a 

A  =  o, 

si  5  est  différent  de  zéro,  il  s'ensuit  A'=  o^  la  section 
principale  correspondante  est  du  genre  parabole. 
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DfiTKRinRR  Ll  PiRMÈTRB  B'DNI  SECTION  PAMBOUODE 
•ANS  ON  HYPERBOLOÏDB  A  ONE  NAPPE; 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  lY. 


Soît  -;  H"^,  —  -;  =1   Téquation  de   l'hyperboloïde 
rapporté  à  ses  axes  ^  soit 

celle  du  plan  sécant,  avec  la  condition 

tf»a»4-*'P'  — c>7»=:o; 

nous  supposerons  a*  4- 13*  +  y*  =  i . 

Quand  la  section  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on 
a,  pour  les  demi-axes  d'une  section  centrale^ 

'      a^g}  ^'P»  c«7»     _ 

\  R*  — a»  "*"  R«—  6>  "■  R»4-  c»  ""  ^' 

et  Ton  a  pour  la  section  par  un  plan  [p  ) 
R[>_ p"  ^P*  —  fl'«*—  ^'p'-h  cy, 

posons 

R^'_    R'* 
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Comme  ou  a 

=:êic^ î- -;-  9 

(c»7'— ii>a«— ^p»)* 

il  s'ensuit 

X 

g  =  Rî^^- v-ï-- ^-^• 

^  abc 

De  là  résulte  pour  une  section  parabolique 
donc 


■>="■£' 


-('tV 


En  portant  cette  valeur  de  Ri  dans  Téquatioa  (i),  on 
obtient 

1        ±   l"'"  1*1  11   1' — ^' 

Si  l'on  ordonne  par  rapport  à  ^^on  trouve  danslécoeffi- 

cientde  gMe  facteitr  a*a-f-i*P*  —  c*y*  qui  est  nul. 
L'équation  se  réduit  à 
1  II 

de  sorte  que 

î_ (abcfp^ 

■^«*a'-f- A*p»4-c*7»' 
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et 

(abcYp 
9= ^ LJ^ j: 

c'est  ]a  valeur  du  demi-paramètre. 

ftÉMNSTRATION  fifiOMÈniQDB  DE  UNÈGALITÉ 

a  —  sma  <C.t* 

4 

PAa  M.  JôSKPta  JOFPROT» 

Aoden  élèTO  de  l'École  Polytechnique. 


Soit  arcAM  =  a  dans  la  circonférence  de  rayon  i; 
le  nombre  a  représente  le  double  du  secteur  ACM  ]  sina 


le  double  du  triangle  ACM;  et  a  —  sina  le  double  en 
segment  AmM* 

Ce  segment  est  plus  petit  que  le  double  du  triangle 
AmM,  si  m  est  le  milieu  de  l'arc  AM. 

Donc  je  puis  écrire 

a  —  sinâ  <  ^kmMf 
ou 

a  —  sina  <;  2IIA  X  Km. 

Remplaçant  MA  par  sa  valeur  2  sin  -  et  KM  par  sa 
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valeur  m A.sinKA  m  ou  a  sin'  -79  j'obtiens 

fl  —  sin  «  <  8  sin  -  sin'  (  7  J  > 
et  a  fortiori 

a-sina<8(^)(|y==^.      c.  q.  r.  d. 

SOLUTION  DE  U  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS 

D'ADMISSION  A  UfiCOLB  POLYTECHNIOSE  EN  1814. 

Pae  m.  a.  tourettes. 


Étant  donnés  un  triangle  et  un  point  M,  on  sait 
que  Von  peut  généralement  faire  passer  par  ce  point 
deux  paraboles  circonscrites  au  triangle. 

Cela  posé 9  on  demande  de  construire  et  de  discuter 
le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  axes  des  deux 
paraboles  correspondantes  font  un  angle  donné. 

Soient  O,  A,  B  les  trois  sommets  du  triangle;  OA  et 

OB  les  axes  des  x  et  des  y  \  6  Tangle  AOB  ;  a  et  jBles  coor- 
données du  point  M;  OA  =  a,  OB  =  i,  et  K  un  coef- 
ficient variable. 

L'équation  générale  des  paraboles  circonscrites  au 
triangle  sera 

(i)  tr  -  Kxy  ^z?ax^hr  =  o, 

et,  pour  que  la  parabole  passe  par  le  point  (a,  P),  il 
faudra  que 

(P  —  Ka)»  —  K»aa  —  *p  =  o, 

ou  bien  que 

{2)  {a«— aa)K'— 2«pKH-p'— ^P  =  0. 
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Les  deux  valeurs  de  K  déduites  de  cette  équation  sont 
les  coefficients  angulaires  des  axes  des  deux  paraboles  ^ 
soit  y  l'angle  constant  qu'ils  doivent  former,  on  aura 

m  rr_  (K^~K-)siDe 

^0}  ""6^  — ,4-(K'-hK'^)cosÔ4-K'K''' 

Or  Péquation  (â)  donne 


a' — aa  a' — aa. 


•>- 


L'-^  KT^  ^^«P(^«-^^P-^^) . 


a' —  act 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  et  rem- 
plaçant a  et  P  par  x  et  j,  on  trouve 

ix^-h  axj^cosO  -^x' —  ax —  b^ 
=  !i^xx(àx  -hax  —  aà) 


tangV^ 

le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré. 
Si  V  =  -9  le  second  membre  disparait,  et  l'on  a 


(5)  Jc*H- aajcosO  H-/* — ax  —  bjr=:0. 

C'est  l'équation  d'une  circonférence  circonscrite  au 
triangle  donné  (*). 

Considérons  le  cas  général  V  ^  ■ 


2 


(*)  Les  quatre  points  communs  à  deux  paraboles,  dont  les  axes  sont 
rectançnlaires,  appartiennent  à  une  même  circonférence;  et  inverse- 
ment, si  les  quatre  points  communs  à  deux  paraboles  appartiennent  à 
nne  même  circonférence,  les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  rectangu- 
laires. 

La  démonstration  directe  de  ces  propositions  est  très-simple. 

G. 
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L*ë<puilimi  (4)  déToloppfc  s'écrtra 

(x^  +  jr^-\'  2*ycosO)* 

L'ensemble  des  termes  du  quatrième  degré  donne  des 
directions  asymptotiques  imaginaires  :  donc  la  courbe 
n'a  pas  de  points  à  Finfini.  On  voit  qu^elle  passe  par 
Torigine  qui  est  un  point  double.  Les  tangentes  sont 
doDuéei  par  Tëquation 

Elles  sont  réelles  et  situées  dans  Tangle  supplémen- 
taire de  6.  Or  le  cboix  du  sommet  O  pour  origine  n'a 
rien  de  particulier;  par  suite,  les  deux  autres  sommets 
sont  des  points  doubles;  si  l'on  transportait  Torigine  en 
un  de  ces  poinu,  on  trouverait  les  équations  des  tan- 
gentes en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré.  Exan^înons  la  forme  de  la  courbe  entre  les  poiiits 
A  et  B.  Pour  cela,  je  pose 

et  je  substitue  dans  Téquation  (6).  On  trouve 

(v-f-fi*-f-2Xpcose)p» 

—  j  a{aîi-h*pi)(V4-pi«-haXfiicos«) 
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Si  Ton  fait  varier  X  de  i  à  téro  etfAdeaëroà  i,  lerayon 
p  àéenl  V angle  AOB;  nous  yrojons  que  les  deux  racines  de 
TëquatioD  (7)  restent  posilifes  et  inégales,  car  la  quan- 
tité sous  le  radical  a  pour  expression 

Hr  ^^    -  .  Vfi»pL»-f-2XftCOS0-hfX»)  (fl»-h**— 2tf*C0Se), 

laquelle  est  essentielleipent  positive  dans  Thypothèse  où 
je  me  suis  placé.  On  aura  donc  deux  branches  de  courbe 
distinctes  partant  du  point  A  et  allant  se  couper  au 
point  B. 

Même  raisonnement  pour  les  arcs  compris  entre  B  et  O, 
0  et  A.  La  courbe  se  compose  de  trois  lunules  qui  consti- 
tuent une  courbe  proprement  dite  du  quatrième  degré 
et  non  Tensemble  de  deux  coniques,  car  il  n'j  a  que 
trois  points  d'intersection. 

Note.  —  M.  Gambey  nous  a  eoToyé  une  solution  de  la  même  question. 

SOLimM  BE  L4  ODESTION  DE  lATHÊNATlOOES  ÉlAlBNTAIRBS 
nOrOSil  au  GONGOORS  d'agrégation  DI  1874; 

Pax  m.  C.  CHADU. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  mène  par  chacun 
de  ses  sommets  une  droite  qui  partage  le  côté  opposé  en 
deux  segments  respectii^ement  proportionnels  aux  carrés 
des  côtés  adjacents  : 

I®  Faire  voir  que  les  droites  partant  des  trois  som^ 
mets  concourent  en  un  même  point  M  ; 

tP  Démontrer  que  si  de  ce  point  M  on  abaisse  des 
perpendiculaires  MP,  MQ,  MR  sur  les  côtés  du  triangle 
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ABC,  les  longueurs  MP,  MQ^  MR  sont  respectivement 
proportionnelles  aux  côtés  du  triangle  ÂBC^  et  que  le 
point  M  est    le  centre  de  graifité  du  triangle  PQR 
formé  par  les  pieds  de  ces  perpendiculaires; 

3^  Calculer,  en  fonction  des  côtés  du  triangle  ABC, 

la  somme  MP  -h  MQ  -+-  MR  ainsi  que  les    côtés  et 
Paire  du  triangle  PQR. 

I.  —  Soient  a,  £,  c  les  côtés  du  triangle  ABC;  AD, 
BE,  CF  les  droites  satisfaisant  à  l'énoncé. 
On  aura  les  relations 

^'^  CD""^»»'     BF"~tf''     AE'^c»' 

En  multipliant  ces  trois  relations  membre  à  membre, 

on  obtient 

BD.AF.CE  _ 
CD.BF.AE~*'' 

égalité  qui  montre  que  les  droites  considérées  se  coupent 
en  un  même  point. 

U.  —  Exprimons  que  le  triangle  AMC  est  la  différence 
des  triangles  ADC  et  DMC,  nous  aurons 

(2)  ô.MQ  =  DC(A  — MP), 

h  étant  la  hauteur  du  triangle  ABC,  abaissée  du  sommet  A. 
On  aurait  de  même 

(3)  c.MR  =  BD(A~-MP). 

En  divisant  membre  à  membre  les  équations  (a)   et 
(3)  et  tenant  compte  des  relations  (i),  on  obtient 

b.MQ^DC  _b* 
c.MR  ""BD  —  c^ 
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ou  bien 

MQ       MR 

par  SQJte 

MP  _  MQ  _  MR 
a  b  c 

Si  Ton  remarque  que 

âMP  H-  6MQ  +  cMK  =  aS, 

S  lurface  du  triangle  ABC»  on  a 

(i)  MP       MQ       MR  2S 

On  a  aussi 
,5  MP  _  MQ  _  MR 

sinA       sinB       sinC 

Les  triangles  PMQ,  QMR,  KMP  ont  respectivement 
pour  mesure  la  moitié  des  produits 

MP.MQsinC,     MR.MQsinA,     MP.MRsînB. 

Les  relations  (5)  montrent  que  les  surfaces  de  ces 
trois  triangles  sont  équivalentes  ^  le  point  M  est  donc  le 
centre  de  gravité  du  triangle  PQR. 

in.  —  Des  équations  (4)  on  déduit  facilement  la  re- 
lation 

a       a        a  iS* 

MP  -f-  MQ  H-  MR  =    ,    \; -. 

Le  triangle  PQM  donne 

Pq'=  PmV  QM%  aPM.QM  cosC. 

En  remplaçant  PM  et  QM  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (4)9  et  remarquant  que 

aa6cosG  =  a'+  b^-^c*, 

Ann.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  XIV.  (Avril  1875.)  1 2 
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on  a 

— '_4S«(2ll'-h23«— c^) 

L'aire  du  triangle  PQR  est  égale  à  trois  fois  l'aire  du 
triangle  PMQ;  en  désignant  par  Si  l'aire  du  triangle 
PQR,  on  aura 

_  3MP,MQsinC  _     eS'it^sinC 

mais  ab  sinC  =  aS^  donc 

12S» 


S.=: 


(a'-hb*-he»y 


Note.  —  M.  Jules  Lefebrre,  d'Amiens,  nous  a  enroyé  une  solution  de 
Is  même  question. 


CORRESPONDARCB. 


1.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Genocchi.  —  Dans  le 
numéro  de  février  1875  de  vos  Annales,  p.  63,  je  trouve 
un  article  du  P.  Pépin ^  sur  une  question  que  j'avais 
déjà  résolue,  c'est-à-dire  sur  la  résolution  en  nombres 
rationnels  des  équations 

X»  -f-  j>  —  I  =  z%     X*  —  jr^  —  I  ==  a». 

11  cite  une  solution  très-particulière  et  incomplète 
donnée  dans  le  tome  IX,  p.  x  16  (i'*  série)  ;  mais  il  ne  con- 
naissait pas,  sans  doute,  ma  solution  qui  est  tout  à  fait 
générale,  et  qui  a  paru  dans  le  même  Recueil,  t.  X, 
p.  8o-85.  Gel  article,  qui  contient  à  la  vérité  quelques 
erreurs  d'impression,  est  résumé  dans  les  dernières 
lignes  (p.  84-85),  et  je  conclus  par  ces  formules 

où;?,  q^  r  sont  trois  nombres  rationnels  quelconques. 
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Puisque  j'ai  commencé  à  citer  mes  travaux,  j'ajoule- 
raî  que  le  Mémoire  de  M.  Pi  car  t,  dans  le  tome  XII  des 
Noui^elles  Annales  (2"^  série) j  p.  418*4221,  sur  la  diifé- 
rence  /i**"'  exprimée  par  la  dérivée  n'**"',  m'a  fait  sou- 
venir d*un  article  sur  le  passage  des  différences  aux 
différentielles,  inséré  dans  le  tome  YlIIy  p.  385-388 
(a*  série). 

2.  Nous  avons  reçu  de  M.  Bourguet  une  lettre  qui 
contient  quelques  observations  critiques,  et  une  nou- 
velle solution  de  la  question  1077,  déjà  résolue  (numéro 
de  janvier,  p.  77).  Nous  ferons  prochainement  con- 
naître la  solution  de  M,  Bourguet. 

3.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Genty.  —  A-t-on  re- 
marqué que  la  question  1127,  résolue  par  M.  Givelet, 
n'est  autre  chose  que  la  question  1071,  dont  M.  Gerono 
a  donné  une  solution  élégante,  ou  plutôt  sa  réciproque 
transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques?  Il  sufBt  de 
prendre  Tun  des  foyers  de  la  conique  pour  centre  d'in- 
version. 

4.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan  (Liège,  le 
aS  février).  —  Dans  le  dernier  numéro  des  Nouvelles 
Annales  y  M.  Bourguet  démontre,  fort  simplement,  une 
proposition  presque  évidente,  mais  qui  n'est  pas  du  tout 
\9i  généralisation  de  i^ ^question  1135.  En  effet,  soient 
A:  =  a,  ai  =  a,  a^i  =  £  :  le  théorème  de  M.  Bourguet 
devient 

^^    i.a.3. .  .(7.<i — ï)  1 .91.3. .  .(2^  —  i) 


i.a. . .(«/  —  i)  1 .2.  ..(^  —  1)1.2. . .(«  -4-  6  —  i) 


ou 


fl(fl  +  0(a-f-2)...(2a-l)^(^-H)(^-4-2)...^(2^-l)   _  ^^^  .^^^ 
l.2.3...{« -4-  ^  —  l) 

12. 
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D^ail leurs    le   petit  théorème  d'Arithmétique   proposé 
aux  lecteurs  des  Nouv^elles  Annales  est-îl  susceptible 
d'une  généralisation  simple?  Je  Tignore.  Procédant  par 
induction,  on  pourrait  supposer  que 

(<i -h  i) . . . 2 û  X  (^  -4-  i ) •  •  •  2 fc  X  (<? -»- i) . . . ac 


,2.3...(^-|-6-f-c) 


=  entier; 


mais  cette  hypothèse  est  fausse.  En  e£fet,  elle  donne,  par 
exemple, 

3.4x4-5.6x3.4 

1.2.3.4.0  6.7 
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Légion  d'honneur,  etc.  (i^fascicule).  Paris,  Gauthier- 
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La   Théorie  des  parallèles  selon  les  géomètres  japo- 
nais,  mise  en  ordre  par  Claudel.  Prix  :  5o  ccn limes. 
Bruxelles.  En  vente  cbez  tous  ]es   libraires  et  cbez 
l'auteur,  rue  du  Bois-Sauvage,  i6  (iSyS). 
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Nouï^elle  Correspondance  mathématique^  publiée  par 
EuGEKB  Catalan,  ancien  élève  de  rÉcole  Polytech- 
nique, docteur  es  Sciences,  professeur  à  FUniversilé 
de  Liège,  etc.,  et  Paul  Mawsiou,  docteur  spécial  en 
Sciences  mathématiques,  professeur  à  TUniversité  de 
Gand. 

Les  articles  destinés  à  la  Nouvelle  Correspondance  mathéma- 
tique doivent  être  adressésy/ra/fcf  de  port  y  à  M.  Catalan,  rue 
Nysten,  ai  (Liège),  ou  à  M.  Mansioo,  rue  Savaen,  ii  (Gaud). 
Ils  doivent  être  écrits  lisiblement. 

Les  auteurs  de  Notes  exigeant  des  figures  sont  priés  de 
dessiner  celles-ci  sur  des  feuilles  séparées, 
La  Rédaction  ne  renvoie  pas  les  manuscrits  non  insérés. 
La  Nouvelle  Correspondance  paraîtra  (provisoirement)  tous 
les  deux  mois,  en  livraisons  de  32  à  48  pages  in-8®. 

Prix  de  Tabonnement  à  six  livraisons  (environ  240  pages 
in^»): 

Belgique 7  fr.  5o  c. 

France 8  fr.  5o  c. 

Étranger le  port  en  sus. 

Les  ouvrages  de  Mathématiques  dont  on  enverra  un  ou  deux 
exemplaires  à  la  Rédaction  seront  annoncés  ou  analysés  dans 
le  Journal. 

Dans  un  Avertissement,  les  deux  savants  rédacteurs  de  ce 
journal  préviennent  que  la  Correspondance  s'occupera  princi- 
palement des  parties  de  la  science  mathématique  enseignées  (ou 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  '8'-»  ) 
qui  derraient  être  enseignées)  dans  les  étabKssemenls  d'în- 
slniction  moyenne  et  dans  les  cours  relatifs  à  la  Ctmdidatttre;  et 
qu'ils  essayeront,  en  particulier^  de  vulgariser  la  connaissance 
des  parties  les  moins  abstraites  de  la  Géométrie  supérieure  et 
de  TAlgèbre  moderne. 

Nous  souhaitons  la  bienvenue  et  bonne  chance  à  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématiqoe. 

Les  trois  premières  livraisons  ont  paru  :  la  première  en  août 
18749  la  deuxième  au  mois  de  décembre  suivant  et  la  troisième 
en  mars  1875.  Voici  les  sommaires  de  ces  livraisons  : 

pREMiÈBE  LIVRAISON  (août  1874).  Jvertissement* —  Problème 
sur  ia  circonférence  y  par  M.  P.  Mansior.  —  Sur  quelques  pro' 
priétés  des  fractions  périodiques  (P.  M.).   —    Remarque  sur 

/(i  — 7.aco%x -^  à^)dx\  par  M.  E*  Catalan. 

—  Sur  un  nouveau  mode  de  génération  des  coniques,  dû  à  M,  A, 
Transon  (P.  M.).  —  Démonstration  d^un  théorème  de  Lioupille ; 
par  M.  P.  Mansioic.  —  Extraits  analytiques  :  I.  Sur  les  bissec- 
trices d'un  triangle.  II,  III,  IV.  Sur  le  cercle.  V.  Sur  le  théorème 
de  Dandelin,  —  Bibliographie  :  I.  Éléments  de  Géométrie  tri- 
linéaire  y  par  C^ubiilk  (P.  Mansion).  II.  Les  Mathématiques  en 
Belgique  en  1 872,  par  P.  Mansion. — Questions  proposées  (i  h  6). 
Deuxième  livraison  (décembre  1874)-  —  Sur   l'intégrale 

I      ( :  )    dx\  par  M.  Ch.  Hermite.  —  Note  sur 

J      \i  — aacosxa'/ 

les  axes  instantanés  glissants  et  les  axes  centraux ^  dans  un  corps 
solide  en  mouvement)  par  M.  J.-M.  de  Tilly.  —  Questions  de 
maximum  et  de  minimum  ;  par  M.  J.  Neuberg.  —  Concours 
(T agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Paris,  1873;^  solution 
de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires  ;  par  M.  J.  Neu- 
berg. —  Sur  certaines  courbes  quarrables  algébriquement;  par 
M.  P.  Mansion.  —  Sur  la  théorie  iles  transformations  biration-^ 
nelles  planes  en  général  ;  par  M.  P.  Mansion.  —  Extraits  ana- 
lytiques :  V.  Sur  les  paraboles  cubiques.  VI.  Sur  une  quartique 
uniearsale.  —  Solutions  de  questions  proposées  dans  la  lYou^ 
velle  Correspondance  (Questions  i  >  3,  4)  >  V^^  ^'^*  ^*  ^*  ^' 
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L.  Vam  oui  Bftosca.  —  Qoestions  proposées  (7  k  a8}.  —  Cor- 
respondance; par  MM.  Yan  Pott  etCâTALAir.  —  Bibliographie: 
Cours  d'Analyse  à  V École  Polytechnique,  par  M.  Ch.Hkrmite 
(P.  M.). 

TEOisiiMB    LIVRAISON   ( mars   187S).     —    Sur    l'intégrale 

I     I .\    iix;  par  M.  J.-L.-W.  Glaisdea,  M. 

J^    \i— ancosx-f-tfV 

A.  F*  R.  A.  S.  —  Équation  focale  des  coniques ^  en  coofdonnées 
tangentielles ;  par  M.  J.  Nkubeao.  —  Extraits  analytiques  : 
YIII.  Sur  les  fractions  décimales  périodiques.  IX.  Racine  cubi- 
que d'une  expression  imaginaire,  X.  Sur  les  développées  des 
courbes  planes.  XI.  Les  cubiques  unicursales  sont  des  cissoïdes, 
XII.  Construction  des  racines  réelles  d^une  équation  du  qua- 
trième ou  du  troisième  degré  au  moyen  d^une  parabole  fixe. 
Trisection  de  l'angle,  XIII.  Sur  les  polygones  réguliers,  —  So- 
lutions des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspond 
<//7;2rff  (questions  2,  i3,  14»  i5,  16,  17,  23);  par  MM.  Van  uen 
BrobcH)  MÉouLFCSy  DEaoussBAUy  Charlier,  Paulet.  —  Ques- 
tions proposées  (28  à  87).  —  Bibliof!;raphie  :  IV.  Essai  sur  une 
manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires  dans  les  con- 
structions géométriques,  par  P.  Aeoand.  (P,  M.) —  V.  Bullettino 
di  bibliografia  e  di  storia  dcllc  Scienze  matematiche  e  fisiche, 
de  M.  BoNcoMPAGNi  (P.  M.)« 

Principes  de  la  théorie  des  déterminants^  d'après  Baltzer  et 
Salmon  ;  par  P.  Mansion. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  H37 

(toir  1*  Bérle,  t.  Xlll,  p.  auy); 

Par  M.  MORET-BLAiNC. 

Deux  hjperboloïdes  gauches  Hi,  H,  ont  une  géné- 
ratrice commune  L.  Par  tout  point  m  de  L  passent 
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une  génératrice  Li  de  Hi  et  une  génératrice  Lt  de  Hf. 

Comment  varie  l* angle  Li,  Lf  quand  m  parcourt  L? 

(Dewulf.) 

On  sait  qu'il  existe  sur  la  génératrice  L  deux  points 
où  les  hjperboloïdes  H|,  Ht  ont  le  même  plan  tangent. 
Je  prends  Tun  de  ces  points  pour  origine,  la  génératrice  L 
pour  axe  des  z  et  le  plan  tangent  commun  pour  plan 
des  xs. 

Les  équations  des  deux  hyperboloïdes  seront  de  la 
forme 

(H.)     xiajc  ^bx  -^cs)  '^x{ex-h/z  -hg)=o, 
(H,)     JP(fl,Jc  -4-  b^x  -f-  Ctt)-hx(^tX  -+-/«  -♦-  gi)  =  9» 

O>upons  le  premier  par  le  plan/  =  mx  :  la  projection 
de  Tintersection  sur  le  plan  des  xz  sera 

4?  =  o,     {a -h  bm-h  em*)x 'h{c'^/m)%-h  gm^=o. 
La  seconde  génératrice  Li  est  À  la  distance  de  l'origine 

«,  = ^-— .,       d'où      111=—-:— 

Les  cosinus  des  angles  que  cette  génératrice  fait  avec  les 

axes  sont  proportionnels  a 

a  -^  bm  -^  em* 
I ,     m     et 7 

OU  à 

_      C2i  aijzi  -4- gY—  bczyijz,  +  g)  -f- gc«s* 

ou  enfin  à 

Les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice  Ls  fait  avec 
les  axes  sont  de  même  proportionnels  à 

Clgi(/iZi'hgt)f      —c\g,Zt, 
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Posant,  pour  abréger, 

on  aura 

A  A,  -4-  BB,  H-  ce, 


cosL,,  L,= 


V'A^-f-  B»+ C'  ^a;  -h  bî  -h  c; 


Question  1139 

(TOir  1*  iérle,  t  XIU,  p.  aoe); 

Pae  m.  h.  QUET, 
Élève  du  lycée  de  Bordeaux  (claMe  de  M.  de  Lagranval). 

Par  un  point  A,  extérieur  à  une  parabole^  on  mène 
deux  tangentes  à  la  courbe  et  aux  points  de  contact 
des  normales  qui  se  coupent  en  un  point  B  ;  quel  doit 
être  le  lieu  des  points  A  pour  que  celui  des  points  B  soit  : 
I®  une  droite;  n^  un  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet 
de  la  parabole?  (Astdrowski.) 

Je  prends  pour  axes  Taxe  de  la  parabole  et  sa  tangente 
au  sommet;  son  équation  sera 

(l)  jr'=:2^;F. 

Soient  aelb  les  coordonnées  du  point  A,  et  a,  (3  celles 
du  point  B^  l'équation  de  CD,  polaire  de  A,  sera 

(a)  by  —  px-^ap^^o. 

D'un  autre  c6té,  l'équation  de  l'hyperbole  passant  par 
les  pieds  des  normales  menées  du  point  B  est 

(3)  xr-«-7(p— a)  — ^p  =  o. 

Les  équations  qui  fournissent  les  ordonnées  des  points 
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d'intersection  de  la  droite  (2)  avec  les  courbes  (i)  et  (3) 
sont 

(4)  ^'— 2ftj4-2û/>  =  0, 

(5)         ^._(5t±^z:£:y_-e^=o. 

Ces  deux  équations  devant  donner  les  mêmes  yaleurs 
pour  j^,  nous  aurons,  en  identifiant, 

1.  Si  maintenant  nous  voulons  que  le  lieu  du  point  B 
soit  une  droite^  a  et  (3  doivent  satisfaire  à  la  condition 

{7)  p^zca-hd. 

En  éliminant  a  et  ^  entre  les  relations  (6)  et  (7),  nous 
aurons  une  relation  entre  a  et  b  qui  sera  l'équation  du 
lieu  des  points  A.  Portant  dans  (7)  les  valeurs  de  a  et 
de  /3  tirées  des  relations  (6),  il  vient,  en  remplaçant  a 
et  b  par  les  coordonnées  courantes  Xjjr^ 

—  2xx  =  r (2^* -!-/>* — px)  -^ pd 
OU 

(8)  2cj^'-l-2«y  —  q}x  'hp{pe'^d)  =  o. 

Le  lieu  des  points  Â  est  donc  une  hyperbole  ayant  une 
de  ses  asymptotes  parallèle  à  Taxe  des  x,  et  l'autre  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  droite  sur  laquelle  se 
meut  le  point  B. 

Si  Ton  voulait  que  le  lieu  des  points  B  fût  une  parallèle 
à  Taxe  de  la  parabole,  il  faudrait  faire  c=  o  dans  l'équa- 
tion (8),  et  l'équation  du  lieu  deviendrait 

pd 
équation  d'une    hyperbole  équilatère  rapportée  à  ^es 
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asymptotes.  Si  le  lieu  du  point  B  est  Taxe  de  1^, parabole, 

on  a  c=:  o,  r/=  o,  et  Téquation  xy  =  —  —  «e  rédui- 
sant à  ay  =  o  montre  que  le  point  A  doit  être  sur  l'axe 
de  la  parabole,  ou  sur  la  tangente  au  sommet  de  cette 
courbe. 

Proposons-nous  de  trouver  ce  que  deviendrait  le  lieu 
des  points  A,  si  le  point  B  était  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  droite  parallèle  à  Taxe  desj^. 

Je  remarque  que,  pour  avoir  Téquation  du  lieu,  il 
saffit  d'éliminer  a  et^  entre  les  relations  (6),  et  la  rela- 
tion 0L=zd',  Remplaçant  a  par  sa  valeur  dans  la  première 
des  équations  (6),  il  vient 

ou,  en  remplaçant  a  et  6  par  les  coordonnées  courantes 

xeij, 

(9)  j..  =  ^[x-{;,-.rf')]. 

Le  lieu  est  donc  une  parabole  dont  le  paramètre  est  le 
quart  du  paramètre  de  la  parabole  proposée,  et  qui  a 
même  axe.  Si  donc  le  sommet  de  cette  seconde  parabole 
a  une  abscisse  positive,  elle  sera  tout  entière  comprise 
dans  l'intérieur  de  la  parabole  proposée,  et  nous  ne  pour- 
rons mener  par  les  points  A  que  des  tangentes  imagi* 
naires,et,par  suite,  nous  aurons  des  normales  imaginaires 
correspondantes  qui  se  couperont  en  des  points  réels  dont 
le  lieu  sera  la  droite  x:=^d'.  Cherchons  la  condition  pour 
que  le  lieu  des  points  A  soit  tel  qu'on  puisse  mener  des 
tangentes  réelles  à  la  courbe  proposée.  Si  nous  faisons 
7  =  0  dans  Téquatîon  (9),  il  reste 

On  voit  donc  que,  tant  que  d'  sera  négatif,  le  sommet  de 
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la  courbe  (9)  sera  intérîenr  k  la  parabole  proposée,  et 
nous  n'aurons  que  des  normales  imaginaires^  si  d'  est 
positif  et  <^py  il  en  sera  de  même;  mais  si  d'^p^  le 
sommet  de  la  parabole  (9)  est  extérieur  à  la  première 
parabole,  et  le  lieu  des  points  Â  d'où  Tod  pourra  mener 
des  taogentes  réelles  sera  la  partie  de  la  courbe  (9)  exté- 
rieure à  la  première. 

2.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  doit 
être  un  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet  de  la  para- 
bole. 

Dans  ce  cas,  pour  trouver  le  lieu  des' points  A,  il  faut 
éliminer  a  et  (3  entre  les  équations  (6)  et  celle d*un  cercle 
ayant  son  centre  à  l'origine,  c'est-à-dire  entre  les  équa- 
tions 

2  i'  =  ^7/?  -I-  a/>  —  />', 

Portant  dans  la  dernière  les  valeurs  de  cx  et  /3,  tirées  des 
deux  premières,  il  vient 

7' ■^"7"='^ 

OU,  en  faisant  a  et  b  coordonnées  courantes, 

Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré, 

que  l'on  sait  construire. 

Note,  —  La  même  que»tioQ  a  été  résolue  p«r  MM.  Gtmbey;  JoMph 
Leclercq,  élève  au  lycée  d'Amiens;  A.  Tourettes;  Brocard;  Moret-Blanc^ 
B.  Launoy,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille;  P.  S.,  à  Cherbourg; 
H.  Lez;  A.  Pellissier;  de  Rufs  de  Lavisou^  éldve  du  lycée  Loul»4e-Grand 
(classe  de  M.  PainTin);  E.  Kruschwitz»  à  Berlin. 
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Question  H50 

(Toir  a*  lérie,  t.  XIII,  p.  191); 

Par  m.  ASTOR, 
Profeaseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Angouléme. 

TroiH^er  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  fixe  aux  hyperboles  équilatères  tan^ 
fientes  aux  trois  côtés  d^un  uiangle  donné. 

(A.  R0U88BT.) 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  donné. 
L'éqnation  générale  des  coniques  tangentes  aux  trois 
côtés  est 

ou 


I  — nbcSy  —  acaycL  —  2ii^aJ==o. 

La  condition  pour  que  cette  équation  (i)  représente  une 
hyperbole  équilatère  s'écrit  aisément  ^  elle  est  la  suivante  : 

(2)  fl«-h  ^'-l-i:*4-  aôccosAH-  2CtfcosB-H  2a5cosC  =  o. 

Soient  ofj  i^^  •f  les  coordonnées  du  point  donné;  Téqua- 
tion  de  sa  polaire  par  rapport  à  (i)  peut  s'écrire 

(3)  a'y:H-^yî+77;=o. 

Entre  les  trois  équations  Homogènes  (i),  (a),  (3)  il  s'agit 
d'éliminer  a,  £,  c.  Or  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

(4)  «/;-H^/;-+-7/;=o; 

(3)  et  (4)  donnent 

Â        _      A        __      A 

que  Ton  peut  écrire 

o(bi^cy  —  a«) b{cy  -i-aa —  bi) c{aoL  -hbS  —  cy) 
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Od  tire  de  ces  équations  les  valeurs  proportionnelles  de 
a,  &,  c,  par  une  élimination  facile  qui  consiste  k  rem- 
placer ces  deux  équations  par  des  équations  du  premier 
degré  en  a,  £,  c^  elles  s'obtiennent  aisément  en  multi- 
pliant les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a,  ceux  du 
deuxième  par  |3,  ceux  du  troisième  par  7,  retranchant 
terme  à  terme  les  numérateurs  et  dénominateurs  de  deux 
des  nouveaux  rapports  et  égalant  au  troisième  sous  sa 
forme  primitive.  On  a  ainsi 

a  b  c 

a{S7'—  fS'y  ""  ^(7a'—  07')*  ""  7(a^  —  ^a')>' 

il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  a^  &,  c  par  ces  valeurs  qui 
leur  sont  proportionnelles  dans  (  s  ),  et  Ton  a  pour  Téqua- 
tion  du  lieu 

a>(5y  ...  ^^)4  4.  ^(^a'_  a^ji^.  ^»(a^_  ^«')i 

-h  2«P(^7'  —  7^')'(7«'  —  «7'}*C08C 
-h  ^fOL(<x.f' —  7a')*(a^  —  ^a')*cosB 
-f-  aJ7(7a'  —  a/ )*(aJ'  —  ^a'j'cosA  =  o. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  sixième  degré 
dont  les  trois  sommets  du  triangle  sont  des  points  doubles 
et  le  point  donné  un  point  quadruple. 

On  pouvait  prévoir  que  la  courbe  est  du  sixième  ordre 
et  a  le  point  donné  pour  point  quadruple. 

En  effet  la  condition  pour  qu'une  droite 

loL  -f-  1»^-+-  «7  r=  o 
soit  tangente  à  la  courbe  est  (Sàlmon) 

abc 

-7  H h  -  =  0. 

l       m       n 

Cette  équation  avec  Téquatiou  (2)  montre  qu'il  existe 
deux  hyperboles  équilatères  tangentes  aux  trois  côtés  et 
à  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  donné.  Sur 
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tonte  droite  issue  da  point  donné  se  Irouvenl  donc  deux 
points  du  lieu,  et  le  point  lui-même  est  un  point  quadru- 
ple du  lieu,  car  on  peut  mener  quatre  hyperboles  pas- 
sant par  le  point  donné.  Les  qaaire  tangentes  en  ce  point 
sont  les  tangentes  à  ces  quatre  hyperboles.  Le  lieu  est 
donc  du  sixième  ordre,  puisqu'une  droite  issue  du  point 
donné  le  coupe  en  six  points. 

On  peut  aisément  trouver  le  lieu  par  rapport  aux  pa- 
raboles tangentes  aux  trois  côtés,  en  remplaçant  l'équa- 
tion (  2)  par  la  suivante  : 

a  h  c 

smA       smB       smC 

qui  exprime  que  la  droite  de  Finfini 

sinAB+  sinBp  -f-sînC7=:  o 

est  tangente  à  la  conique.  Le  lieu  a  pour  équation 

sinA  sinB  sinC 

C'est  une  courbe  du  troisième  ordre  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  ayant  le  point  donné  pour  point 
double. 

Note.  -—  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Bourguet;  Moret- 
Blanc;  Gambey;  Geuty;  Ch.  Contet. 

RECTIFICATIONS. 


Tome  XIII,  1*  série,  page  56g,  ligne  2  :  au  lieu  de  élevé  à 
la  puissance  égale  à  la  quantité  de  chiffres  du  nombre,  par 
cette  même  puissance  de  10,  lisez  :  élevé  à  la  puissance  égale  à  la 
quantité  de  chiffres  du  nombre,  diminué  du  double  du  nombre, 
par  cette  même  puissance  de  lo. 

Page  570,  ligne  3,  en  remontant  :  à  la  suite  de  l'énoncé  de  la 
loi  VII,  il  faut  lire  :  Écrivant  les  restes  sous  les  chiffres  de  la 
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période,  le  premier  reste  sous  le  premier  chiffre  de  la  période^ 
le  second  reste  sous  le  second  chiffre  de  la  période,  et  ainsi  de 
suite,  on  obtient  deux  lignes  horizontales  renfermant  chacune 
autant  de  nombres  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période.  Si  Ton 
additionne  les  nombres  correspondants  de  ces  deux  lignes  et  que 
Ton  partage  la  ligne  horizontale  des  sommes  en  deux  parties 
égales,  on  constate  la  propriété  suivante. 

QUESTIONS. 

1165.  La  différence  des  carrés  des  distances  de  deux 
points  de  Taxe  d'une  parabole,  également  distants  du 
foyer,  à  une  tangente  quelconque,  est  constante. 

(H.  Brogàrd.) 

1166.  Trouver,  à  l'intérieur  d'un  triangle  rectiligne 
ABC,  un  point  O  tel  que  les  angles  OAB,  6bC,  OCA 
soient  égaux.  (H.  Baocian.) 

1167.  Démontrer  la  formule 

(L.  BOURGUET.) 

1168.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'équa- 
tion 

JT*  -4-  X*  -4-  X*  -h  a:  4-  I  =  J^'. 

1169.  On  donne  sur  un  même  plan  deux  circon- 
férences inégales  :  décrire  une  parabole  doublement  tan- 
gente à  chacune  d'elles,  et  trouver  la  valeur  du  para- 
mètre de  la  parabole  en  fonction  des  rayons  et  de  la 
distance  des  centres  des  deux  circonférences  données. 
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PROPRIÉTÉS  DE  LA  STROPROÏDE. 

Héfloislratioi  tn  théarèm  de  fwukl.  —  Propriétés  de  fipres 

aialhgHatiipes; 

Par  m.  L.  MALEYX. 

(Suite  d'un  articlo  précédent.) 


Quelques  jours  avant  la  mort  de  mon  regretté  col- 
lègue et  ami  Gros,  qui  avait  suivi  avec  intérêt  mon 
travail  sur  la  strophoïde,  il  voulut  bien  me  communi- 
quer le  théorème  suivant,  que  je  me  fais  un  devoir  de 
rapporter  ici,  ainsi  que  la  démonstration  qu'il  m'en 
donna  : 

Si  Von  donne  dans  une  comgue  deux  tangentes  et 
une  directrice^  le  lieu  géométrique  du  foyer  correspon- 
dant est  une  strophoïde  dont  le  point  double  est  au 
point  de  concours  des  deux  tangentes  f  les  points  de 
rencontre  de  ces  tangentes  et  de  la  direct nce  en  sont 
deux  points  correspondants. 

Soient  Sa,  SA|  les  deux  tangentes  coupant  la  direc- 
trice aux  points  Â  et  Ai,  F  le  foyer  d'une  des  coniques 
répondant  a  l'énoncé,  C,  Ci  les  points  de  contact  avec 
les  tangentes  SA«  SAi  ;  on  sait  que  les  droites  FA,  FAi 
sont  respectivement  perpendiculaires  sur  les  droites  FC, 
FCi.  La  droite  SF  qui  fait  des  angles  égaux  avec  FC, 
FCi  fait  aussi  des  angles  égaux  avec  les  droites  FA, 
FAi,  perpendiculaires  à  FC  et  FCi.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

Nous  avons  montré  dans  notre  article  précédent  que  la 
transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  stro- 
phoïde» en  prenant  le  point  double  pour  pôle,  est  une 

v#/iit.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Mai  1873.)  l3 
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hyperbole  équilatère  passant  par  le  pôle,  point  transfonné 
de  celui  qui  est  à  Tinfini^  réciproquement,  si  Ton  trans- 
forme une  hyperbole  équilatère  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  pour  pôle  un  point  quelconque  de 
la  courbe,  la  transformée  est  une  strophoïde. 

Soit  O  [Jig.  i)  le  pôle  de   transformation  pris  sur 


la  courbe.  Considérons  sur  cette  ligne* deux  points 
fixes  A,  B,  diamétralement  opposés,  et  un  point  M  va- 
riable sur  la  courbe.  Les  deux  cordes  supplémentaires 
MA,  MB  sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes,  et 
il  en  est  de  même  de  OA,  OB^  donc  OAM,  somme  des 
angles  MFX,  OEX,  est  égal  à  OBM,  somme  des  angles 
MHXi,  OGXi.  Soient  actuellement  a,  |3,  /jl  les  points 
transformés  de  A,  B,  M,  respectivement^  le  point  fAsera 
à  Tintersection  des  deux  cercles  transformés  des  droites 
AM,  BM^  ces  cercles  passeront  respectivement  parles 
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poînu  O,  ce,  O,  P»  et  couperont  l6s  droites  0«,  O  ^  sont 
des  angles  égaux,  puisqu'ils  sont  transformés  de  deux 
droites  jouissant  de  cette  propriété;  le  point  /x  décrira 
donc  une  strophoïde  dont  le  point  double  sera  en  O,  et 
dont  les  points  «,  ^  seront  deux  points  correspondants. 

n  résulte  de  là  que  deux  points  quelconques  diamé-* 
tralement  opposés  dans  Thyperbole  ont  pour  tranafor-- 
mes  deux  points  correspondants  de  la  strophoïde. 

La  direction  de  F  asymptote  de  la  strophoïde  est  celle 
de  la  tangente  à  Thyperbole  en  O;  le  foyer  de  la  stro- 
phoïde étant  le  point  correspondant  de  celui  qui  est  à 
Tinfini,  on  déduit  de  la  proposition  précédente  qu'il  est 
le  point  transformé  de  celui  qui  dans  Thyperbole  est  dia- 
métralement opposé  à  O. 

Les  tangentes  au  point  double  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  Thyperbole,  et  Ton  voit  qu'elles  sont  éga- 
lement inclinées  sur  la  direction  asymptStique  et  le 
rayon  qui  va  du  point  double  an  foyer. 

Deux  strophoïdes  sont  évidemment  semblables  quand 
les  rayons  allant  de  leurs  points  doubles  à  leurs  foyers 
font  respectivement  des  angles  égaux  avec  leurs  direc- 
tions asymplotiques;  elles  ont  alors,  pour  ainsi  dire, 
la  même  figure.  Si  nous  faisons  mouvoir  le  point  O  sur 
tonte  l'étendue  de  la  moitié  de  Tune  des  branches  dé 
l'hyperbole,  l'angle  de  la  direction  asymptotique  de  la 
strophoïde  transformée  avec  le  rayon  qui  va  du  point 
double  an  foyer  passera  par  tous  les  états  de  grandeur  de 
zéro  à  un  droit  \  la  strophoïde  transformée  prendra  donc 
tontes  les  figures  qu'elle  peut  avoir. 

Quand  le  point  O  sera  en  un  des  sommets  de  Thyper-^ 
bole,  la  strophoïde  sera  rectangulaire.  Si  le  point  O 
s'éloigne  indéfiniment,  et  qu'on  accepte  une  puissance 
variable  de  transformation  telle  que  le  foyer  reste  à  une 
distance  constante  du  point  double,  la  transformée  finale 

i3. 
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6e   composera  d* une  circonférence  de  cercle  et  d'une 
droite  passant  par  son  centre,  comme  on  s'en  rend  faci- 
lement compte  au  moyen  du  cercle  de  construction,  si 
l'asymptote  se  rapproche  indéfiniment  du  foyer. 

Le  diamètre  AB  de  l'hyperbole  se  transforme  en  une 
circonférence  passant  par  le  point  double  de  la  stro- 
phoïdeet  deux  points  correspondants;  le  cercle  passe  en 
outre  par  le  point  fixe  transformé  du  centre  de  l'hyper- 
bole, et  diamétralement  opposé  au  point  double  de  la 
strophoïde  dans  le  cercle  de  construction;  le  diamètre 
AB  de  l'hyperbole  coupant  cette  courbç  en  deux  points 
et  sous  des  angles  égaux,  le  cercle  transformé,  passant  par 
le  point  double  de  la  strophoïde* et  deux  points  corres- 
pondants, y  coupe  cette  courbe  sous  des  angles  égaux. 

Nous  avons  démontré  précédemment  que  la  stro- 
phoïde se  transforme  en  elle-même  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  p6les  les  deux  points  cor- 
respondants principaux,  et  en  une  strophoïde  égale  quand 
le  pôle  est  au  foyer;  nous  allons  maintenant  établir  que, 
si  l'on  transforme  une  strophoïde  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques en  prenant  pour  pôle  un  point  quelconque  de  la 
courbe,  la  transformée  est  encore  une  strophoïde.  Soient 
O  (fis*  a)  le  point  double  d*une  strophoïde  A,  B,  deux 
de  ses  points  correspondants  supposés  fixes,  P  un  troi- 
sième point  fixe  de  la  courbe  pris  pour  pôle,  et  M  un 
point  variable  sur  cette  ligne.  Le  point  M  peut  être  con- 
sidéré comme  le  point  de  rencontre  de  deux  cercles  pas- 
sant respectivement  par  O  et  A,  O  et  B,  et  coupant  les 
droites  OA,  OB  sous  un  même  angle  variable.  Pour  sim- 
plifier la  figure,  prenons  pour  puissance  de  transfor- 
mation le  carré  de  la  distance  PO;  pour  une  autre  puis- 
sance on  obtiendrait  une  figure  semblable. 

Soient  a,  (3,  /:a  les  points  transformés  de  A,  B,  M; 
les  droites  OA,  OB  auront  respectivement  pour  trans- 
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fbnntfes  les  ceides  OPa,  0P|3;  les  cercles  OMA,  OMB 
seront  transformés  suivant  les  cercles  Opa,  Op^  et  cou- 
peront les  cercles  OPa,  0Pj3  sons  des  angles  égaux.  Le 
lien  du  point  jx,  transformé  de  M,  est  donc  décrit  par 


Tintersectiou  de  deux  cercles  variables,  passant  respec- 
tivement par  O  et  a,  O  et  P,  et  coupant  en  a  et  |3  les 
cercles  fixes  OPa,  OP^  sous  des  angles  égaux;  du  reste, 
le  pôle  P  étant  une  des  positions  du  point  M,  le  lieu  du 
point  (A  aura  un  point  à  Tinfini  et  un  point  double  en  O. 
Pour  établir  que  le  lieu  du  point  [i  est  une  stropboïde,  il 
suffit  de  faire  voir  que^  si  on  le  transforme  par  rayons 
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vecteurs  réciproqnes  en  prenani  le  pôle  en  O,  la  irans* 
formée  est  une  hyperbole  équilatère  paasant  par  le 
point  O,  d'après  le  théorème  précédent. 

Or  il  est  évident  qu'il  en  est  ainsi,  car  les  quatre  cer- 
cles OPa,  OPp,  OfioLj  OfxjS  se  transformeront  en  quatre 
droites  dont  les  deux  premières  sont  fixes^  les  deux  se- 
condes couperont  respectivement  les  deux  premières  aux 
points  transformés  de  a  et  de  /3,  et  feront  avec  elles  des 
angles  égaux  ]  elles  feront  alors  avec  la  droite,  unissant 
les  points  transformés  de  a  et  de  |3,  deux  angles  ayant 
une  différence  constante  :  la  transformée  sera  donc  une 
hyperbole  équilatère  passant  par  O,  puisque  le  lieu  de  u 
a  un  point  à  l'infini. 

Dans  la  transformation  que  nous  venons  de  faire  d'une 
strophoïde  en  uue  autre,  les  points  transformés  de  deux 
points  correspondants  sont  des  points  correspondants  de 
la  transformée. 

Soient  {Jtg*  3  )  O  le  point  double  d'une  strophoïde  ; 
A,  B  deux  de  ses  points  correspondants;  M,  N  deux 
autres  points  correspondants;  transformons-la  en  pre- 
nant B  pour  pôle  et  BO  pour  puissance  -,  soient  /x,  v  les 
points  transformés  de  M,  N. 

L'une  des  tangentes  au  point  double  O  est  OX,  bissec- 
trice commune  des  angles  BOA,  MON  ;  la  tangente  cor- 
respondant à  la  transformée  en  O  est  O^,  faisant  l'angle 
BOÇ  =  BOX.  Pour  vérifier  [la  proposition,  il  suffit  de 
montrer  l'égalité  des  angles  fxOÇ,  vOÇ.  Or 

pOÇ  =BOfii— BOi  =  BMO—  BOX, 
vOÇ  =  vOB  -t-  BOÇ  =  BNO  -+-  BOX; 
mais 

BMO  —  BOX  =  BNO  -f-  BOX, 

car 

BMO— 0IiB  =  2B0X, 
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puisque  dans  U  quadrilatère  SMTN 
BMO  — ONB  =  A— îli^ 


et  Ton  sait  que,  dans  un  quadrilatère,  l'angle  des  bissec- 
trices des  angles  formés  par  deux  côtés  opposés  est  la^ 
demi-somme  des  deux  angles  opposés  du  quadrilatère. 


B 


■Fig.3. 


Nous  avons  vu  que  la  tangente  à  la  première  strophoïde 
en  B  est  la  droite  symétrique  par  rapport  à  BO  de  la 
droite  BA  qui  joint  B  à  son  correspondant;  soit  BX  cette 
tangente,  ce  sera  la  direction  asymptotique  de  la  stro- 
phoïde transformée  :  le  point  transformé  de  B  étant  i 
l'infini,  le  foyer  de  la  seconde  stropboïde  sera  le  trans- 
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formé  a  de  son  correspondant  A*  C^t,  eemme  nmis 
l'avons  vu,  l'angle  des  droites  0«,  BX  qui  caractérise  la 
forme  ou  figure  de  la  strophoïde  transformée  :  évaluons 
cet  angle. 

En  menant  par  a  uneparallèle  i  BX,  on  voit  que  Tangle 
cherché,  que  nous  désignerons  par  ^,  est  égal  i 

«  =  0«B  —  (2  —  XBa)  =  BOA  —  (2  —  2OBA) 

=  2  —  (OBA  H-  OAB)  —  (2  —  2OBA), 
«I  =  OBA  —  OAB. 
Or  dans  le  triangle  BOA,  dont  OX  est  bissectrice, 

OBA  +  BXO  =  OAB  -+-  2  —  BXO, 
d'où 

OBA  —  OAB  =  2(1  —BXO)  ; 
donc 

«  =  2(1  — BXO). 

Projetant  le  point  O  sur  ÂB,  par  la  perpendiculaire  OZ, 
Z  sera  un  point  de  la  strophoïde,  et  nous  aurons 

6i  =  2ZOX. 

On  voit  par  là  que  la  forme  de  la  strophoïde  transformée 
reste  la  même  si  nous  prenons  successivement  pour 
pôles  de  transformation  deux  points  correspondants; 
nous  en  avons  une  vérification  dans  la  transformation 
en  prenant  pour  pôles  les  deux  points  correspondants 
principaux. 

La  forme  de  la  transformée  est  définie  par  Fangle  ZOX  ; 
chaque  droite  passant  par  le  point  double  O,  ne  rencon- 
trant la  courbe  qu'en  un  autre  point,  il  suffira  de  faire 
varier  ZOX  de  zéro  à  deux  droits,  pour  avoir  toutes  les 
transformées;  chaque  position  de  OZ  dans  cet  intervalle 
fournira  deux  points  correspondants,  réels  ou  imagi- 
naires, donnant  la  même  forme.  Si  ZOX  varie  de  zéro  à 
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deux  ctroitt,  a>  tariera  de  zéro  à  quatre  droits,  et  Tangle 
aigO'  caractérisant  la  forme  de  la  transformée  passera 
<{nalre  fois  par  le  même  état  de  grandeur  :  il  existe  donc 
en  général  huit  points  d'une  strophoïde  pour  lesquels  elle 
se  transforme  en  une  strophoïde  de  même  forme.  Ces 
huit  points  peuvent  se  construire  ai^ec  la  règle  et  le  com- 
pas, pour  une  forme  donnée  définie  par  une  valeur  de  gû; 
il  suffira  pour  cela  de  faire  ZOX  égal  à  Tune  des  valeurs 

-, ,  — ( — 5  TT  —  -o  de  déterminer  le  point  Z  situé 

2      3  2     2  2  2  '^ 

sur  chacun  de  ces  rayons,  d'élever  en  chaque  point,  tel 
que  Z,  une  perpendiculaire  à  OZ,  et  de  déterminer  les 
points  communs  de  cette  droite  et  de  la  strophoïde,  ce 
qu'on  sait  faire.  On  voit  facilement,  d'après  cette  con- 
struction, qae  quatre  seulement  des  huit  points  dont  on 
vient  de  parler  sont  réels,  et  que  ces  quatre  points  exis- 
tent toujours.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  à  l'extrémité  du  rayon  OZ  rencontre  la  strophoïde 
en  deux  autres  points  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rayon  OZ  soit-moins  long  que  le  rayon  dirigé  du  point  O 
vers  le  point  correspondant  de  Z,  ce  qui  n'a  lieu  que  si 
le  point  Z  est  situé  sur  la  boucle  de  la  strophoïde. 

On  retrouve  ainsi  les  trois  points  pour  lesquels  nous 
avons  vu  que  la  strophoïde  se  transformait  en  elle-même 
ou  en  une  strophoïde  égale,  et  un  quatrième  point  cor- 
respondant du  foyer  qui  est  à  l'infini. 

Il  n'y  a  que  deux  points  pour  lesquels  la  strophoïde 

se  transforme  en  une  strophoïde  recUngulaire*,  dans  ce 

cas  le  nombre  des  solutions  devient  deux  fois  moindre, 

«»        fr        fti 
parce  que  -  = • 

^  ^222 

11  résulte  des  considérations  précédentes  que  l'hyper- 
bole équilatère  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques d'une  strophoïde  peut  être  considérée  comme  une 
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strophoïde  dont  le  point  donble  est  à  Tinfiai.  On  voit 
du  reste  directement  qa'il  en  est  ainsi,  puisque  le»  an» 
gles  des  deux  cordes  supplémentaires  issues  des  extré- 
mités d*un  diamètre  fixe  admettent  pour  bissectrices  des 
parallèles  aux  asymptotes.  De  plus,  k  toute  manière 
d'engendrer  une  hyperbole  équilatère  par  intersection 
de  lignes  ou  par  enveloppe  correspond  une  manière  ana- 
logue d'engendrer  une  strophoïde. 

Considérons  une  suite  de  coniques  ayant  pour  foyers 
communs  F  et  F|  (Jlg.  4)  j  soit  AB AiBi  l'une  d*elles, 


menons- lui  la  tangente  PC  du  point  fixe  P;  quand  la 
conique  variera,  le  point  C  décrira  une  strophoïde.  For- 
mons la  figure  polaire  réciproque  en  prenant  pour  centre 
du  cercle  directeur  le  foyer  F,  la  courbe  polaire  réci- 
proque de  ABAiBi  sera  le  cercle  XXi  transformé  par 
rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu  du  point  K,  projec- 
tion du  foyer  F  sur  la  tangente  PC  (théorème  III,  corol- 
laire I  de  notre  précédent  article)  ;  le  pôle  de  la  droite 
PC  sera  à  l'intersection  N  du  cercle  XX|  et  de  la  polaire 
Tnti  du  point  P.  La  polaire  du  point  C  est  la  tangente  NM 
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au  cercle  XXt  menée  en  N  ;  si  R  est  le  rayon  du  cereh 
directeur,  FM  X  FC  =  R*,  et  le  lieu  du  point  M,  transe 
formé  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  stropholtde 
décrite  par  le  point  C  et  passant  par  le  pôle  F,  est  une 
strophoïde.  Les  cercles,  tels  que  ^X|,  sont  transformés 
par  rayops  vecteurs  réciproques  d'une  série  de  cercles 
concentriques,  ils  ont  même  axe  radical  avec  le  point  F 
qui  est  le  transformé  de  celui  dont  le  rayon  est  infini; 
en  effet  ces  cercles  transformés  coupent  orthogonalement 
les  cercles  transformés  de  deux  diamètres  quelconques 
des  cercles  concentriques,  et  Ton  sait  que  tous  les  cercles 
qui  en  coupent  orthogonalement  deux  autres  ont  pour 
axe  radical  commun  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles 
fixes. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  l'on  considère  une 
suite  de  cercles  ayant  un  même  axe  radical  avec  un  point, 
qu'on  projette  ce  point  sur  les  tangentes  aux  cercles  de 
la  suite,  menées  i  leurs  poinu  communs  avec  une  droite 
fixe,  le  lieu  de  ces  projections  sera  une  strophoïde. 

Le  théorème  I  de  notre  précédent  article  prend,  par 
suite  des  conséquences  que  nous  en  avons  déduites,  un 
degré  de  généralité  plus  grand.  On  peut  encore  le  démon- 
trer généralement  et  directement  de  la  manière  suivante. 

Soient  G,  Ci  {Jtg*  5)  deux  cercles  quelconques  ne  se 
coupant  pas,  O,  0|  les  deux  points  ayant  avec  eux  même 
axe  radical  GH  ;  coupons-les  par  la  sécante  ABDE,  me- 
nons les  tangentes  BP,  DQ,  PEQ,  les  pointé  P  et  Q 
appartiennent  à  un  cercle  ayant  même  axe  radical  avec 
les  deux  premiers,  et  les  segments  PE,  EQ  sont  vu$ 
des  points  O  et  0|  sous  un  même  angle.  En  efiet,  les  deux 
triangles  QDE,  PBE  ont  l'angle  D  =  6,  et  les  angles  en  E 
supplémentaires;  il  en  résulte  la  proportion 

qd"*pb' 
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Donc  les  points  P  et  Q  appartiennent  k  nn  cercle  Cs  ayant 
même  axe  radical  avec  les  deux  premiers. 

Prolongeons  PQ  jusqu^à  sa  rencontre  avec  GH  en  K, 


et  do  point  K  comme  centre  décrivons  le  cercle  ortho* 
gonal  ayant  KE  pour  rayon  ;  il  passe  par  les  deux  points 
O  et  0|  ^  le  cercle  qu'on  vient  de  construire  étant  ortho- 
gonal aux  cercles  C,  Ci,  Ci,  on  a 

KP  X  KQ  =  Ke\ 

Les  points  E  et  Ei  sont  donc  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  P  et  Q^  si  maintenant  on  construit  les 
rayons  OEi,  OP,  OE,  OQ,  le  premier  et  le  troisième 
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éum  rectangulaires,  puisque  FangleEiOE  est  inscrit 
dans  un  demi-cercle,  OEi  et  OE  sont  les  bissectrices  des 
angles  formes  par  OP  et  OQ.  La  même  démonstration 
s'applique  évidemment  au  point  Of 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  déduire  la  démons- 
tration du  théorème  analogue  au  théorème  IV  de  notre 
précédent  article. 

Une  partie  des  considérations  précédentes,  jointes  à 
quelques  lemmes  simples,  nous  ont  conduit  è  une  dé- 
monstration d*ttn  théorème  remarquable,  dû  à  Poncelet, 
et  dont  il  a  aussi  donné  une  démonstration  géométrique. 
Nous  allons  exposer  ici  notre  solution,  à  cause  des  rap- 
ports qu'elle  présente  avec  les  principes  dont  nous  ve- 
nons de  faire  usage. 

Lemme  1, —  Soit  {fig.  6)  APM  une  courbe  tangente  à 
la  droite  OÂT  en  A;  faisons  Tangle  arbitraire  TOP  dont 


le  second  côté  coupe  la  courbe  en  P,  décrivons  du 
point  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon  l'arc  AB, 
et  construisons  la  corde  AB  de  cet  arc;  nous  allons  mon« 

PB 
trer  que  le  rapport  —  croit  indéfiniment  quand  l'angle 

TOP  tend  vers  zéro. 
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En  effet,  prenons  sur  ÂB  la  longueur  6x6  ÂC  =  /, 

puis  par  ie  point  G  menons  CD  parallèle  k  OP  et  limitée 

PB        CD 
en  D  à  la  corde  APj  on  a  -jô  =  -7-  •  O*"?  qnand  TOP 

tendra  vers  zéro,  APD  prendra  la  direction  de  la  tan- 
gente AT;  ABC  deviendra  perpendiculaire  à  OT,  et  CD 
parallèle  à  OT croîtra  au  delà  de  toute  limite:  donc  il 

CD  PB 

en  sera  de  même  du  rapport  —  et  de  son  égal  —  • 

Lemme  H. — Soit  [fig*  7)  APM  une  courbe  normale 
à  la  droite  OAT  en  A;  faisons  Paugle  arbitraire  TOP 


dont  le  second  côté  rencontre  la  courbe  en  P;  décrivons 
du  point  O  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  Tare 
AB,  et  construisons  la  corde  AB  de  cet  arc  ;  nous  allons 

1  PB        j  ,  , 

montrer  que  Je  rapport  —  tend  vers  zéro  en  même  temps 

que  Tangle  TOP.  En  effet,  prenons  sur  AB  la  longueur 
fixe  AC  =  l\  puis  par  le  point  C,  menons  CD  parallèle 

à  OP  et  limitée  à  la  corde  AP  en  D;  on  a  — -  = Or 

AB  / 

quand  TOP  tendra  vers  zéro,  AD  et  AC  devenant  res- 
pectivement tangentes  à  la  courbe  APM  et  à  Tare  AB  sa 
confondront  suivant  AX  perpendiculaire  k  AT,  CD  pa- 
rallèle à  OT  deviendra  nulle  :  il  en  sera  de  même  du 

rapport  —  et  de  son  égal  —  • 
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Lemme  III.  —  Il  n'existe  aucune  courbe  tangente  k 
toutes  les  droites  infiniment  voisines  issues  du  même 
point  et  comprises  dans  un  angle  donné. 

En  efiet,  s'il  existait  une  telle  courbe  AMN...A| 
(Jig.  8)9  tousses  points  n'étant  pas  à  Tinfini,  on  pour- 
rait toujours  prendre  dans  rintérièur  de  Pangle  consi-- 
déré  deux  droites  OT,  OTi,  se  coupant  en  son  sommet 


et  faisant  un  angle  assez  petit,  quoique  fini,  pour  que 

tous  les  rayons  dirigés  du  point  O  vers  les  points  de  la 

courbe  et  compris  dans  l'angle  TOTi  soient  finis  et 

croissent   quand  le  rayon  s'écarte  de   la  position  OT 

pour  se  rapprocher  de  la  position  OTf  Divisons  l'angle 

TOT]  en  n  parties  égales,  les  rayons  de  divisions  seraient 

tous  tangents  à  la  courbe  en  leurs  points  A ,  M,  N,  P, . . . ,  A^ 

communs  avec  celte  ligne.  Du  point  O  comme  centre 

avec  des  rayons  respectivement  égaux  i  OA,  OM,ON,.. ., 

décrivons  les  arcs  AG,  Mv,  Ntt,...,  et  construisons  leurs 

^    ,       ,  Mil  Nv  Ptt 

cordes  5  les  rapports  — rV"»  — -r-rr  '   — n^-  '  •  '  •  * 
'  *^*  corde  A  pt     corde  M  v      corde  Ntt 

croîtraient  chacun  au  delà  de  toute  limite  avec  n,  d'après 
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le  letnme  I,  et  il  devrait  en  être  de  même  du  rapport 
formé  en  les  ajoutant  terme  k  terme,  qui  est  compris 
entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand;  mais  ce  dernier  rap- 

A   f 

port  est  plus  petit  que  le  rapport  — '  qui  a  même 

numérateur  et  un  dénominateur  plus  petit,  et  qui  est 
fini.  Donc  Texistenoe  delà  courbe  est  incompatible  avec 
Thypothèse. 

Corollaire.  —  La  seule  ligne  passant  par  un  point 
extérieur  au  centre  d'un  système  de  cercles  concen- 
triques infiniment  voisins,  et  qui  les  coupe  tous  ortho- 
gonalement,  est  la  ligne  droite  qui  unit  ce  point  an 
centre. 

Lemme  IV.  —  Si  toutes  les  normales  à  une  courbe 
passent  par  un  point  fixe,  celte  courbe  est  un  cercle  dont 
le  point  fixe  est  le  centre. 

Soit  {jig*  8)  une  courbe  AMN...  Ai,  dont  toutes  les 
normales  se  coupent  au  point  O;  on  établira  que  cette 
courbe  est  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O,  en  faisant 
voir  que  ces  normales  ne  peuvent  être  inégales.  Suppo- 
sons que  la  courbe  AA|  admette  des  normales  inégales; 
il  faudra  qu'en  parcourant  Tare  AAi  les  normales  ail- 
lent en  croissant  ou  en  décroissant  pendant  un  certain 
temps;  admettons  qu*en  parcourant  l'arc  AÂ|,  qui  peut 
être  très-petit,  mais  fini,  les  normales  aillent  constam- 
ment en  augmentant. 

Divisons  Fangle  AOAi  en  n  parties  égales  par  les  nor- 
males OM,  ON,  OP, ...  ;  du  point  O  comme  centre  dé- 
crivons les  arcs  de  cercle  A/x,  Mv,  Nit,.  . .  et  construi- 
sons leurs  cordes  ;  décrivons  encore  du  même  centre  Tare 
AiGi   limité  aux  côtés  de  l'angle  AOAf.   D'après    le 

,  TT  1  M**  Nv  Ptt 

lemme II, les  rapports  — .'  ^    >  — r— ït-»  — .  ^    » •  •  • 
^^         corde  Ap    corde  M»     corde Nir 

doivent  tous  tendre  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfi- 
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niment  :  il  doit  en  être  de  même  du  rapport  formé  en 
les  ajoutant  terme  à  terme,  qui  est  compris  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  ;  mais  ce  dernier  rapport  est  supé- 
rieur au  rapport '-'— -  qui  a  même  numérateur  et  un 

'^'^       arc  A,  G,  ^ 

dénominateur  plus  grand,  et  qui,  diaprés  l'hypothèse, 
n  est  pas  nul^  donc  les  normales  ne  peuvent  être  iné- 
gales, et  le  lemme  est  démontré. 

Corollaire. — La  seule  ligne  passant  par  un  point 
donné  et  coupant  orthogonalement  un  système  de  droites 
infiniment  voisines  issues  d*un  point  est  une  circonfé- 
rence ayant  ce  point  pour  centre» 

Le  théorème  de  Poncelet,  que  nous  avons  en  Vue 
de  démontrer,  consiste  en  ce  qui  suit  : 

Si  un  triangle  est  insent  dans  un  cercle  e(  que  deux 
de  ses  côtés  restent  constamment  tangents  à  deux  cer-' 
clés  ayant  avec  le  premier  un  même  axe  radical,  le 
troisième  côté  reste  aussi  constamment  tangent  à  un 
cercle  ayant  avec  les  précédents  même  axe  radical. 

Soient  O,  CV,  O''  trois  cercles  ayant  un  même  axe  ra- 
dical (fig.  g)\  ABC  un  triangle  inscrit  dans  le  cercle  (y, 
et  dont  les  côtés  BC,  BA  sont  respectivement  tangents 
attx  cercles  O  et  (V  en  P  et  Q  :  cherchons  d'abord 
une  propriété  du  point  décrivant  de  l'enveloppe  du 
c6té  AC.  Pour  cela,  considérons  le  triangle  dans  une 
position  voisine  AiBiGi  :  soient  Pi,  Qi  ses  points  de 
contact  avec  les  cercles  O,  (X;  H,  I,  L  les  points  de 
rencontre  de  deux  positions  du  même  côté^  quand  Ai 
viendra  se  confondre  avec  A,  les  points  I  et  H  se  con- 
fondront avec  P  et  Q  respectivement,  et  le  point  L 
tendra  vers  une  limite  X,  qui  est  le  point  décrivant 
de  Tenveloppe  cherchée.  De  la  similitude  des  trian- 
gles AAiH,  BBiH;  BBjI,   CCJ^  CC,L,   AA,L   on 

Ann,  de  Mathémat.,  t.  XIV,  a«  sério.  (Mai  1875.)  l4 
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AA, 

AH 

BB. 

~flB.' 

BB, 

BI 

ce. 

=  C.I* 

OC 

CL 

AA, 

~A.L 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre  et  ramenant 
à  la  forme  entière,  on  a 

AH  X  BIX  CL=  HBiX  G,IX  A4L. 

Supposons  maintenant  que  Ai  vienne  se  confondre  arec  A; 


il  en  sera  de  même  de  Bi  avec  B,  Ci  avec  C,  et  Ton 

aura 

AQ  X  BP  X  C  X  =  A  X  X  CP  X  BQ  ; 
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nuis  quand  trois  mroles  ont  un  même  axe  radical,  si 
d^QD  point  pris  sur  Fnn  d'eux  on  mène  des  langentes 
aux  denx  antres,  elles  sont  dans  un  rapport  constant; 
donc,  si  du  pdnt  G  nous  menons  GR  tangent  an 
cercle  (y,  nous  aurons 


CR_ 

CP  ~ 

_BQ 
-BP' 

ou 

CRXBP: 

=  CPxBQî 

par  comparaison 

de 

cette 

égalité  arec 

la 

précédente. 

oncondot 

AX 

cx~ 

CK 

Donc,  si  Ton  construisait  un  quatrième  cercle  ayant 
même  axe  radical  avec  les  trois  premiers  et  tangent  à  la 
droite  AC,  son  point  de  contact  serait  au  point  I, 
puisque  ce  point  de  contact  doit  diviser  AC  en  segments 
proportionnels  a  AQ  et  CR. 

Considérons  maintenant  la  fi  g.  lo  :  soient  O,  (V,  (^ 
trois  cercles  ayant  pour  axe  radical  AAt  ;  I,  I|  les  deux 
potnu  ayant  avec  eux  même  axe  radical;  tous  les  cercles 
passant  par  I  et  It  coupent  orthogonalement  les  cercles  O, 
(y,  O^  et  tous  ceux  qui  ont  avec  eux  même  axe  ra- 
dical A  A  j.  Nous  désignerons  tous  les  cercles  ayant  même 
axe  radical  que  O  et  O'  par  la  dénomination  des  cercles 
de  la  suite  (I)»  et  ceux  qui  les  coupent  orthogonale- 
ment par  cercles  de  laisuAe  (R). 

Inscrivons  le  triangle  PQR  dans  le  cercle  (/,  de  ma- 
nière que  denx  de  ses  cêtés  soient  tangents  aux  cercles  O 
et  (y,  le  troisième  QR  sera  tangent  à  son  enveloppe  et  i 
uncercle  de  la  suite  I  en  X,  ei  il  en  résulte  qu'en  ce  point 
l'enveloppe  de  QR  sera  orthogonale  au  cercle  de  la 
suite  (R)  qui  y  passe.  L'enveloppe  de  la  droite  QR  sera 

14. 
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donc  nBe  trajectoire  orthogonale  des  cercles  delà  sui  le  (R) . 
De  même,  si  nons  considérons  les  trois  cercles  C,  C,  G'' 
de  la  suite  (R),  que  nous  inscrivions  dans  le  cercle  C^  le 
triangle  P,  QiRi,  dont  deux  côtés  sont  tangents  aux  cer- 
cles G  et  C^,  nous  verrons  de  la  même  manière  que  Ten- 
veloppe  du  côté  QiR|  est  une  trajectoire  orthogonale 
des  cercles  de  la  suite  (I). 


Si  maintenant  nous  transformons  la  figure  par  rayons 
vecteurs  réciproques  en  prenant  le  pôle  en  I,  les  cer- 
cles de  la  suite  (R)  se  transformeront  en  un  système 
de  droites  rayonnant  autour  du  point  transformé  de  I|, 
ut  les  cercles  de  la  suite  (I)  se  transformeront  en  cercles 
concentriques  ayant  pour  centre  le  même  point  trans- 
formé   de  If.   La    transformée    de  l'enveloppe    de    la 
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(  !»r3  )• 
droite  QR  sera  une  coarbe,  donc  tontes  les  normales  con- 
coaiTont  an  point  transformé  de  I^;  cette  courbe  sera 
donc  une  circonférence  ayant  le  point  transformé  de  I| 
pour  centre  (lemme lY ),  donc  Fenveloppe  de  QR  est  un 
descercles  de  la  suite  (I).  La  transformée  de  Tenveloppe 
de  la  droite  Qi Ri  sera  une  trajectoire  orthogonale  des 
cercles  transformés  de  la  snite  (I)  qui  sont  concentriques; 
ce  sera  donc  un  diamètre  de  ces  cercles  (lemme  III, 
corollaire).  Donc  Fenveloppe  de Qi  Ri  est  un  des  cercles 
delà  suite  (R). 

Reprenons  notre  sujet,  et  établissotis  quelques 
théorèmes  généraux  sur  les  figures  qui  ont  la  propriété 
de  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Théorème  I. — SiPon  transforme  par  rayons  vecteurs 
réciproques  une  figure  assujettie  à  la  seule  condition 
d'être  symétrique  par  rapport  à  un  plan  y  la  trans^ 
fonnée  aura  la  propriété  de  se  transformer  en  elle'- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques;  le  pôle  de  la 
seconde  transformation  est  le  point  transformé  du  symé- 
trique du  pôle  de  la  première^  par  rapport  au  plan  de 
symétrie  de  la  figure  considérée  $  la  puissance  de  la  se-' 
coude  transformation  est  positive.  Si  la  figure  consi^ 
dérée  est  plane,  il  suffit  qu  *elle  ait  un  axe  de  symétrie,- 
car  le  plan  perpendiculaire  au  sien  conduit  suiyant 
Vaxe  sera  pour  elle  un  plan  de  symétrie.  • 

Pour  le  montrer,  considérons  les  deux  points  A,  Ai 
(fig.  Il),  symétriques  par  rapport  au  plan  P  et  appar- 
tenant à  une  figure  jouissant  de  la  même  propriété. 
Transformons  cette  figure  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques en  prenant  le  point  O  pour  pôle.  Soit  Oi  le  point 
symétrique  de  O  par  rapport  au  plan  P;  les  points  A,  Ai 
sont  situés  sur  une  circonférence  ayant  OOi  pour  dia- 
mètre; la  droite  A  Ai  se  transformera  en  une  circonfé- 
rence tangente  à  OOi  en  O*,  le  cercle  OAi  AOi  se  trans- 
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formera  en  naedroile  passant  par  1m  point  fixe  0»^  trans* 
forme  deOi  ;  Les  points  transfonnés.de  A  et  Ai  seront 
les  intenections  a,  a^  d'une  droite  passant  en  ta  avec 
nn  cerclis.  tangent  a  oiO  en  O  ;  on  aura:  donc 

tùa  X  »«i  =  »0  j 

égalité.qui  établit  la  proposition. 

Remarque  /.  —  Si  le  pôle  O  venait  se  placer  dans  le 
plan  Py  le  point  o»  s'éloignerait  à  Tinfinij  une  figure 
ayant  un  plan  de  symétrie  peut  donc  être  considérée 
comme  se  transformant  en  elle*>mèmB  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  le  pôle  étant  à  Finfini  sur  une  perpen- 
diculaire au  plan  de  symétrie  et  la  puissance  de  trao^ 
formation  étant  infinie. 

Remarque  11^^-  Si  nne  figure  admet  plusieurs  plans 
de  symétrie^  une  figure  transformée  de  celle-là  par 
rayons  vecteurs  réciproques  se  transformera  en  elle* 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques  par  rapport  à 
autant  de  points. 

Si  les  plans  de  symétrie  de  la  première  figure  se  cou- 
pent en  un  même  point,  les  symétriques  du  paie  de  trans- 
formation O  par  rapport  à  ces  plans  seront  sur  une 
sphère  passant  par  le  point  O  et  ayant  pour  centre  le 
point  commun  des  plans  de  symétrie  \  donc  lenrs  trans- 
formés, qui  sont  les  pâles  de  la  seconde  transformation^ 
seront  dans  un  même  plan  transformé  de  la  sphère. 

Si  les  plans  de  symétrie  de  la  première  figure  se  cou- 
pent suivant  une  droite^  les  pôles  de  la  seconde  trans- 
formation sont  en  ligne  droite*,  ainsi,  comme  ezemplci 
la  surface  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
d'une  surface  de  révolution  se  transforme  en  elle-même 
par  rapport  à  tous  les  points  d'une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  méridien  passant  par  le  pôle  de  la  première 
transformation. 
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TniOBkn  II;  —  Si  une  figure  se  trun^iforme  en  Me- 
même  par  ratyons  vecteurs  réciproques  suivant  une  puis- 
sance posit»^^  on  peut  la  transformer  par  rayons  vec* 
ieurs  réciproques  en  une  secondejigure  ayant  tel  plan 
quon  voudra  pour  plan  de  sjrmétrie* 

Soient  â,   â|  (Jîg,  ii)  deux  points  correspondants 


d'une  telle  figure,  o)  le  pôle  de  transformation,  A'  la 
puissance  j  on  a 

Soit  encore  P  un  plan  quelconque  :  abaissons  du  point  tù 
une  perpendiculaire  eoN  sur  ce  plan,  prenons  sur  elle 
0)0  =  hj  puis  déterminons  le  point  O]  symétrique  de  O 
par  rapport  au  plan,  enfin  transformons  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  en  prenant  le  point  O  pour  pôle  et 
pour  puissance  le  produit  «O  X  OOi. 

Les  deux  points  a,  ai  sont  sur  la  droite  cooâi  et  sur 
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une  circonférence  tangente  i  Oca  en  0;*la  droite  eoaai 
se  transforme  en  une  circonférence  ayant  pour  diamètre 
OOi  et  son  centre  en  N;  la  circonférence  Ooaj  se  trans» 
formera  en  une  corde  parallèle  i  00^  de  la  circonférence 
précédente,  et  dont  en  conséquence  le  milieu  sera  dans 
le  plan  P^  les  points  A,  A i,  respectivement  transformés 
de  a{  ayy  seront  symétriques  par  rapport  au  plan  P. 

Remarque.  —  Si  une  figure  se  transforme  en  elle- 
même  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  suivant  des 
puissances  positives  par  rapport  i  plusieurs  pôles,  si  de 
plus  les  sphères  décrites  de  ces  pôles  comme  centre,  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  aux  racines  carrées  des 
puissances  correspondantes,  se  coupent  en  un  même 
point,  en  prenant  ce  point  pour  pôle  la  figure  se  trans- 
formera par  rayons  vecteurs  réciproques  en  une  autre 
admettant  autant  de  plans  de  symétrie  qu'il  y  a  de  sphères 
passant  par  le  point.  Nous  avons  une  application  de  cette 
remarque  dans  la  transformation  de  la  strophoïde  en  hy- 
perbole équilatère.  La  strophoïde  se  transformerait  en- 
core, d'après  la  même  remarque,  en  une  courbe  sphérique 
admetunt  deux  plans  de  symétrie,  si  Ton  prenait  pour 
pôle  un  point  quelconque  de  la  circonférence  de  petit 
cercle  commun  aux  deux  sphères  ayant  poiu*  centres  les 
points  correspondants  principaux  et  passant  par  le  point 
double.  [A  continuer.) 

F«YERS  ET  DIRECTRICES  SES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


i.  Soit  f  (:c,  j^,  2)  Tensemble  des  termes  du  second 
degré  dans  l'équation  générale  du  second  degré 

/(jT, yyz)=z  Ax» -f-. . .  -h  D  =  o. 
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Si  les  coordonnées  spnt  rectangulairefr  et  que  S  soit 
une  racine  de  Téquation  ordinaire  dite  en  S,  on  sait  que 
Ton  a  deux  plans  cycliques  par  Téquation 

f  —  S(«'-h.r»-i-s')  =  o. 
Posons 

aet  P  désignant  ainsi  deux  fonctions  du  premier  degré. 
Deux  plans  cycliques  quelconques  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  a  et  ^  ayant  pour  équations  ce  +  2p  =  o^ 
p  -h  a^  =  o,  Téquation 

=  ?{^fX9  s)-H2Cx-+-2C>-f-2C''«-l-D  — «p 
-+-  S(x»  -f- jr«  -h  ««)  —  2/7 p  —  aça  —  4pq 
=  S(a:»  -f-  r^  -f-  X»)  -f-  aCar  4-  2C>  -+-  aCz 

-f-  D  —  2/?p  —  a^a  —  4/^y  =  o 

sera  celle  d'une  sphère  passant  par  les  deux  sections 
eydiques  relatives  à  ces  plans. 

Si  la  spbère  est  de  rayon  nul,  son  centre  sera  un  foyer 
de  la  surface;  alors  on  a  pour  ce  centre 

S:c+C    -/?p;,-^«;  =  0, 

Cjt-f-C^^-C'z-f-D  — /?p  — ya  — /?p'<  *-?«£  —  ^pq^o. 

L'élimination  de  p  et  de  ç  entre  ces  quatre  équations 
mène  à  deux  équations  pour  le  lieu  des  foyers  qui  cor- 
respondent à  la  valeur  de  S  considérée. 
Les  trois  premières  équations  donnent  d'abord 

Sr-hC    p^   «;    =o. 
sz+c  p;   «; 
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ou 


(1) 


'  K  < 

c  r,  «; 

y  P'.  -; 

4- 

c  p;  «; 

»  p;  «; 

c-  p;  «; 

=  o. 


C^est  rëqaatioa  d*un  plan  qui  passe  par  le  centre  de  la 
surface,  puisqu'il  passe  i  l'origine  quand  elle  est  en  ce 
centre,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  à  rintersection 
des  plans  a  et  |3.  CTest,  en  conséquence, le  plan  principal 
perpendiculaire  à  la  direction  que  détermine  S,  en  sup- 
posant S  diflSrent  de  zéro. 

Considérons  d'autre  part  les  équations 

Sx^C    -;,p'^-^a;  =  o, 

Cx  +  C/j-f-  c^'s-f-D— /?p  — ^a— ;?K  —9**  — 4/>f  =0- 
On  peut  d'abord  en  tirer 

Sx-f-C  p',  a; 

ss  -+-  cr  p;        < 

ou 


=  0. 


=  0, 


Sx-4-C 

Sz-f-C 

Cx+C>  +  C"*+D 

p; 

p; 

p+p; 

-4w 

Or,  p<ir  les  éqaation» 

/'P^-'-««l  =  Sx  +  C, 

on  obtient 

p;  «. 

/»  = 

Ss  +  C      a. 

f 

p;  -; 
p;  < 

9  = 

P", 
p; 

S*-4-C 
Sï-f-C 

' 
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d'où 


(  a«9> 


n 


I  s«-t-c    «;, 

S»-(-C'     a'. 


p',    S*-l-C 
fc   s«-i-c- 


p; 


pai8  il  en  résulte 


1^; 

p; 


Ss+c  «;        p; 


Sx' 

s«  • 


■  c 


Sx-I-C      p*, 

s»-i-c  p; 


d'où 


(»)' 


p; 


s*  -4-  C  a;  p^ 

s.+c  «;  p; 

O+D— s(x'+s»)  ^«;+aa;  jp^+ap; 

Sx-l-C      a;        S«  +  C      p", 

s»  -H  C     a' 


s« 


p; 


On  a  ainsi  une  équation  du  second  degré  ou  une  identité. 

Par  le  changement  de  a;  en  j-  ou  de  z  en^,  on  aurait 
deux  autres  équations  analogues.  L'une  déciles  au  moins, 
jointe  à  Téquation  du  plan  signalé,  détermine  une  co- 
nique comme  lieu  de  foyers  répondant  à  la  valeur  de  S. 

Application  à  V ellipsoïde.  —  Soit 

jt»        y*        s' 
Prenons  S  =  tt)  nous  aurons 


.j»-J-Z»_^fci- 


b^c' 


«2^» 
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d'où 


(  dao  ) 

bc  ab 


sJb^—c*  Ja^—b^ 


par  suite 


bc 


»     a,  =  o. 


L'équation  (i)  devient 
et  l'équation  (a) 


r=o, 


—  2 


ab^c 


i  — 


ab 

s            sib'  —  c* 
b'                 bc 

-—rr-         0 

bc 
0 

b^ 


ï»    "■        ab 


^  y/b'  —  C' 

F*  bc 


j5^        yjb'  -^C" 


=  0 


ou 


^  j Ll 1  _L,  j^t f}  »^  -^2  O 

fl[»c»  A'c»  a*  a^b^        c"  ' 


«  —  ^ï         ^  —  c« 
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On  a  ainsi  pour  focale  dans  le  plan  xz^  vu  qu'on  aup^ 
pose  a  ]>  i  >  c,  une  hyperbole  ayant  pour  sommets  réels 
les  foyers  de  Tellipse  du  plan  xjTy  et  pour  foyers  ceux  de 
i  ellipse  du  plan  xz. 

Les  deux  autres  focales,  en  déduisant  de  là  leurs  équa- 
tions par  permutation  tournante,  ont  pour  équations, 

Tune 

»  =  o. 


l'autre 


^i  —  (,2         û»  —  c' 


X=:  O, 


c»  —  fiJ       /.»  —  a' 


=  I. 


Si  Ton  considère  un  point  (Xf  ^i)  sur  la  focale  qui  a 
pour  équation,  avec  jr  :=  o,       ' 


a'  —  à'       h'  —  c' 
on  a,  pour  les  valeurs  dep  et  de  q  correspondantes, 


«& 


Oc 


^h^-^  ç'  X,        y'fl'—  b^  z, 


bc       b^ 


ab        6'' 


—  2  -î^ ^^ <7  = 


X,  yjii'  —  ^^ 


r^  "^ 


ab 


bc 


""        bc       b*  ab        ^' 
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d'oà 

pour  les  plans  d'intersection  de  Tellipsoïde  et  de  la  sphère- 
foyer  (Xi,  o,  ^i).  L'intersection  de  ces  plans  est  donc 
donnée  par 

d'où 

Jg  — J?i s  — S|  , 


c'est  la  directrice  correspondant  au  foyer  (xi,  o,  jS|).  Le 
plan  du  foyer  et  de  la  directrice  est  normal  à  là  focale  et 
coupe  la  surface  suivant  une  conique  qui  a  le  point 
{Xu  o,  Zi)  -ponr  foyer  et  la  droite  pour  Jtn?ctrrce  cor- 
respondante* 

Je  m'arrête,  n'ayant  pas  à  dëyelopper  ici  toute  la  théo- 
rie des  foyers  dans  les  surfaces  du  second  degré. 


8»UmON  DE  U  tOKSTIOR  H  GfiOHÉTRll  miYTitl» 
nOPOSÉE  AD  CMCWRS  r  AMISSION  A  L'tCOLB  HOEHAU 
SDPÊMBORE  (ARNÊE  1874); 

PAa  M.  11.  JACOB, 

ÉlèTe  en  MathémAtiqueft  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


I®  Par  les  trois  sommets  éCan  triangle  rectangle  on 
fait  passer  des  paraboles;  on  mène  à  ces  paraboles  des 
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tàngemies  paraliUes  à  l'hjrpotémueÂu  triangle  damné  : 
on  demanda  le  lieu  des  points  de  contact* 

a®  Le  lieu  cherché  est  une  conique  qui  coupe  chacune 
des  paraboles  en  quatre  points  :  on  demande  le  lieu 
'décrit  par  le  centre  de  gra%^ité  du  triangle  formé  parles 
sécantes  communes  qui  ne  passent  pas  par  Vorigine. 

1^  Soient  AOB  le  triangle  rectangle  donné  ;  C  le  mi- 
lieu de  l'bypotënnse  AB  ;  et  OÂ  s=  n^  OB  =  &  les  cAtés 
de  Tangle  droit. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  droites  OA,  OB. 
Les  points  A  «t  B  auront,  respectivement,  pour  eoor- 
doonées,  x  =  a,j^=:  o  et  x=  0|^t=:  i.L'ëqnation^é- 
nérale  des  paraboles  qni  passent  par  les  trois  sommets 
0|  A,  B  dn  triangle  OAB  sera 

(i)  A»j-(/— ^) -h  2Axr  •+■«»(*  — «)  =  o, 

00  A  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Le  point  de  contact  d*ane  tangente  parallèle  i  AB 
menée  i  l'une  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB 
se  trouve  sur  le  diamètre  de  cette  courbe,  qui  passe  par 

le  milieu  C  de  AB.  dont  les  coordonnées  sont  x  =  -• 

a 

jr  =  ^ .  En  outre  œ  diamètre  a  pour  ceefiîcient  angalaim 
-^iwn  équation  est  donc 

OU 

(2)  ar  — ^  =  — ^(2x  — fl); 

par  conséquent,  les  coordonnées  du  point  de  contact 
d'une  tangente  parallèle  à  AB  devront  satisfaire  i  la 
fois  aux  équations  (i )  et  (  a ) .  Il  s'ensuit  que,  pour  obtenir 
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(  «a4  ) 
rëquadon  du  lieu  de  ce  point  de  contact^  il  suffit  d*éli^ 
miner  le  coefficient  variable  k  entre  les  équations  (  i  )  et  (a)  • 

L'équation  (a)  donne  A  =^  —  (  "~~~.ljrÂ  J  »  ^^»  ®^  sub- 
stituant cette  valeur  à  A,  dans  Téqualion  (i),  ou  a 

H-jr(jc  —  ii)(a^— A)*=:o. 

En  transportant  les  axes  de  coordonnées  au  point  G, 
Téquation  précédente  devient  d'abord 

^(,._^)_,,^(.+^)(^+^)^^»  (.,_!) =o 

et  se  réduit  à  • 

{ax  -4-  ba:)(/^xx  4-  ax  -i-  3x)  :=  o, 

équation  qui  se  décompose  en  les  deux  suivantes  : 

nj  -*-  ô  r.  =  o     et     ^xx  -^  ax  -h  à-x  =^  o, 

'  La  première  représente  la  droite  AB,  qui  peut  être 
considérée  comme  faisant  partie  du  lieu  cherché,  lorsque 
Tune  des  paraboles  circpnscrites  au  triangle  AOB  se 
compose  du  système  de  la  droite  AB  et  de  la  droite 
menée  par  le  point  O,  parallèlement  à  AB. 

L*équation  4^  -h  ^y  -H  bx  =  o  représente  une  hy- 
perbole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées,  c'est-à-dire  aux  droites  OA,  OB. 
Cette  hyperbole  passe  par  les  points  C  et  O;  elle  a  pour 
tangentes  en  ces  points  la  droite  A B  et  la  parallèle  à  AB 
menée  par  le  point  O*,  son  centre  est  au  milieu  de  la 
droite  OC  (*). 

(*)  Lorsqu'on  mène  h  une  parabole  circonscrite  à  un  triangle  quel- 
tonqtie  AOB  une  tançentfc  parallèle  h  l'un  des  troia  côtés  AB  du  triangle, 
lé  diamètre  do  la  parabole,  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tan-> 


Digitized  by  VjOOQIC 


("5) 
2^  Pour  déterminer  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  gra- 
nité d'un  triangle  dont  les  sommets  soient  trois  points 
autres  que  O  et  communs  à  Thyperbole  dont  Téquation 
est  ^xy  +  ay  ^bx:=o  eik  Tune  des  paraboles  circon- 
scrites au  triangle  AOB,  nous  transporterons  les  axes  de 
coordonnées  an  centre  de  cette  hyperbole,  qui  a  pour 
coordonnées»  par  rapport  aux  axes  passant  par  le  point  C, 
a  b 

Au  moyen  de  cette  transformation,  l'équation 

4*7  -f-  flj^  4-  ^  X  =  o 
se  réduit  à 

(3)  4-r=j> 

et  Téquation  (i)  des  paraboles  circonscrites  au  triangle 
AOB  devient 

'  j       -h  2  A(4a:  -f-  a)  (4/  -h  ft)  H-  (4*  H-  «)  4*  -~  3«)=r  o. 

Les  ordonnées  des  quatre  points  d'intersection  de  Thy- 
perbole  et  de  l'une  quelconque  des  paraboles  représen- 


gente  et  par  le  milieu  G  du  c^té  AB,  rencontre  toujours  les  deux  autres 
c^téKOA,  OB  dn  triangle,  suflisamment  prolongés»  en  deux  points  équi- 
diitanU  du  point  de  contact  de  la  tangente,  ne  cette  proposition,  qu'il 
est  facile  de  démontrer,  résulte  que  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  aux  diiTérentes  paraboles  circonscrites  au  triangle  AOB, 
ptnllèiement  au  côté  AB,  est  le  même  que  le  lieu  des  milieux  des  droites 
menées  du  point  G  et  limitées  k  la  rencontre  des  côtés  OA,  OB  indéfi- 
Biment  prolongés  dans  les  deux  sens.  Or  ee  dernier  lieu  géométrique 
est,  comme  on  sait,  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  côtés  OA,  OB,  qui  a  pour  centre  le  milieu  de  la  droite  OG  et  passe 
par  les  points  O  et  G;  donc  cette  hyperbole  est  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  parallèles  à  AB  menées  aux  paraboles  circonscrites 
aa  triangle  AOB.  Quand  Tangle  AOB  est  droit,  Thyperhole  est  équilatère. 

(G.) 
Aiut.  dé  Mathémat,,  a*  série,  t.  XIV.  (Mai  1 876.)  1 5 
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tées  par  Téquation  (4)  sont  les  racines  de  Téqnation  ré- 
sultant de  réliminaiion  de  a:  entre  les  équations  (3)  el  (4)- 
En  écartant  la  solution  4j^  -^  b  =z  Oy  qui  donne  For- 
donnée  du  point  O,  l'élimination  de  x  conduit  à 

(5)  64Ay— i6{3A'*— >Afl)j'-+-4a(2 A^  — 3fl)7-ha»^  =0. 

Les  racines  y',  y\  /"  de  cette  dernière  équation  sont 
les  ordonnées  des  trois  sommets  du  triangle  formé  parles 
sécantes  communes  à  Thyperbole  et  à  la  parabole ,  et  qui 
ne  passent  pas  par  le  point  O.  La  somme  de  ces  trois 

racines  est,  d'après  une  relation  connue,  — y- •  On 

aura  donc,  en  désignant  par  y  l'ordonnée  du  centre  de 
gravité  du  triangle, 

(6)  3^=___. 

L'abscisse  de  ce  centre  de  gravité  s'obtient  par  un  calcul 
semblable.  En  éliminant  y  entre  les  équations  (3)  et  (4) 
et  supprimant  la  solution  (4x  +  a)  =  o,  qui  donne 
l'abscisse  du  point  O,  on  trouve 

(  64x»— l6(3tf  —  aA*):r» 
^^^  I       -+-4A(2fl*  — 3A6»)a:-HA»fl6»=0. 

La  somme  cd -\- od' -^^  od^'  des  trois  racines  de  Téqua- 

3  (g 2  A.b 

tion  (7)  est  égale  à > (*)•,  par  conséquent,  si  x 

(*)  La  valeur  de  *'-+-x'-+- jr**  se  déduit  simplement  des  équations  (3) 
et  (6),  car  Téquation  (3)  donne  x'-^x'-hx^^^^yn-h-^-hAnj  et 

l'équation  C5)^,^±  + J,  =  4ii2:^iAi);  d'où 

y  ,  ^.r  .  ^^_  fl^^^4(3g-aAB)^3g~»A» 
"^16  ab  4 

(G.) 
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désigne  Tabscisse  du  centre  de  gravité,  on  a 

(8)  3x  = ^ 

Ponr  obtenir  maintenant  l'équation  du  lieu  cherché, 
il  suffit  d'éliminer  le  paramètre  variable  A  entre  les  équa- 
tions (6)  et  (8)  :  on  trouve  ainsi 

en  transportant  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  point  C,  cette  équation  se  réduit  à 
i6xy  — *  ai  =  o  -,  on  voit  qu'elle  représente  une  hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
droites  OA,  OB,  et  qui  a  pour  centre  le  point  C. 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Tourrettes. 

QUESTION  D  EXAMEN 

(Toir  a*  séri«.  t.  XIH,  p.  576): 

Par  m.  a.  ALLARETTI, 

Étudiant  en  Mathématiques  à  Florence. 

En  désignant  par  m  une  quantité  positwey  la  substi- 
tution de  z^iocr"  dans  Vintésrale  1  .—  donne  le  re- 
sidtat 

Jo    'og^       Jo    ^^g^ 
on  a  de  même,  par  le  changement  de  m  en  w, 

Jo     10g2         Jo     %^ 

en  sorte  que  Von  serait  conduit  à  conclure  que  la  valeur 

(  — j )  est  nulle» 

i5. 
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Or  cette  conclusion  est  inadmissible,  car  on  sait,  à 
n^en  pas  douter,  que  Von  a  ^ 


X'(=;i^)-='- 


En  quoi  consiste  le  paralogisme  ?     (S,  Reàlis.) 

U  est  facile,  ce  me  semble,  de  répondre  à  cette  question. 

Dans  les  équations 


logr' 

les  deux  premiers  membres  ne  peuvent  être  supposés 
égaux,  z  n'étant  pas  une  variable  indépendante,  mais 
une  fonction  de  o:,  qui  est  af*  dans  la  première  équation, 
et  une  fonction  différente  de  x  (z  ==  3f)  dans  la  seconde, 
en  admettant  l'inégalité  des  exposants  m  et  n. 

Sans  cette  considération  relative  à  la  variable  indé- 
pendante, on  pourrait  arriver  à  une  foule  de  conclusions 
du  genre  de  celle  qui  est  rapportée  par  M.  Realis. 

Si,  par  exemple,  dans  Tintégrale  l  dz^  on  pose 
z  =  ax,  il  vient 

Jdz^^a   j     dxzzzax. 
On  a  de  même,  pour  z  :^  bx^ 

J'     dz^=  b   I     dx=zbx, 
0  vo 

On  en  conclurait 

(b  —  a)j    dx=zo,     d'où     6  — a=ro, 
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c*est-i*dire  que  deux  nombres  quelconques  bêla  seraient 
toujours  égaux  entre  eux. 

Note.  —  MM.  de  Virieu  et  Moret^BIanc  troureot  que  le  paralogisme 
dont  il  s'agit  consiste  à  admettre,  sans  restriction,  Tégalité  oo  s=  oo  . 

GONGOIIRS  D^ADMISSION  A  l'fiGOLE  CENTRALE  (ANBlfiS  1874). 

PREMIÈRE  SESSION. 
Compositions  du  7  et  du  8  juillet  1874. 


Géométrie  analytiq ue , 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  points  fixes  F  et  A  : 

i^  Former  Téqualion  générale  des  courbes  du  second 
degré  qui,  situées  dans  ce  plan,  ont  un  foyer  en  F  et  un 
sommet  de  Taxe  focal  en  Â  ; 

2^  Déterminer  quel  est  le  genre  de  la  courbe  repré- 
sentée par  cette  équation  générale  selon  la  grandeur  du 
paramètre  variable  qu'elle  renferme  ; 

3^  Disposer  de  ce  paramètre  variable  de  façon  que  la 
courbe  du  second  degré  passe  par  un  point  donné  P,  et 
discuter  le  nombre  et  le  genre  des  solutions  obtenues 
selon  la  position  du  point  P  dans  le  plan. 


GORRBSPONDANGB. 


1.  Extrait  d*une  lettre  de  M.  MoreC-Blanc.  —  Les 
lois  relatives  aux  fractions  périodiques,  énoncées  dans  le 
numéro  de  décembre,  t.  XIII,  p.  569-571,  donnent  lieu 
à  quelques  observations  assez  importantes  : 

1^  Dans  la  loi  I,  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  déno- 
minateur soit  un  nombre  premier:  il  suffit  qu'il  ne  soit 
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divisible  ni  par  a  nî  par  5,  ou,  en  d^aulres  termes, que  la 
fraction  décimale  soit  périodique  simple. 

En  effet,  soient  A  un  nombre  impair  non  divisible 
par  5,  a  le  nombre  entier  formé  par  une  période  de  la 

fraction  décimale  équivalente  à  j-,  le  nombre  analogue 

pour  la  fraction  complémentaire  — - —  sera  (A  —  i)a; 

soit  n  le  nombre  des  chiffres  de  chaque  période. 

A  et  a  étant  diviseurs  de  lo" — i  sont  des  nombres 
impairs  non  divisibles  par  5,  et  par  conséquent  termi- 
nés par  l'un  des  chiffres  i ,  3,  7, 9. 

Les  fractions  -  et  — - —  étant  complémentaires,  on  a 

û  -+-  (A  —  I  )  fl  =  An  =  10*  —  I  • 

Ainsi  le  produit  A  a  est  terminé  par  un  9;  par  suite, 
si  le  dernier  chiffre  à  droite  de  A  est  i,  3,  7,  9,  le  der- 
nier chiffre  à  droite  de  a  sera  9,  3,  7,  i. 

0?  Dans  les  lois  U  et  III,  au  contraire,  et  dans  les 
quatre  suivantes  qui  en  sont  des  corollaires,  il  faut  que  A 
soit  un  nombre  premier,  ou  du  moins  qu'il  soit  premier 
avec  lo"  —  I,  a  71  étant  le  nombre  des  chiffres  de  la  pé- 
riode. 

Exemple  :  jj  =  o,o3o3o3. . . . 

La  période  est  o3  ;  la  somme  des  chiffres  est  3,  et  non 
pas  9,  et  la  somme  des  restes  est  1 1  et  non  33. 

3*^  Je  ne  saisis  pas  le  sens  de  la  loi  VIII 5  le  commen- 
cement de  la  phrase  parait  omis  (*), 

4°  Dans  la  loi  IX,  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  divi- 
seur terminé  par  9  soit  un  nombre  premier.  Toutes  les 
fois  que  le  dividende  partiel  est  terminé  par  zéro  et  le 
diviseur  par  9,  le  reste  est  terminé  par  le  chiffre  du 

(*)  Cette  omission  a  été  depuis  réparée,  ^olr  t.  XIV,  p.  191  et  19a. 
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quotient.  En  effet  soit  a  ce  chiffre  ;  le  reste  est  de  la 
forme  lom  —  ga  =  io{m  — 'a)  -h  a  :  le  dernier  chiffre 
est  donc  a. 

IVf  rtÈ 

5^  La  loi  X  est  évidemment  inexacte.  Soii  —  =  N  -f-  --  : 

A  A 

c'est  la  fraction  ---  et  non  son  complément  qu'il  faut 

ajouter  au  nombre  entier  N.  Cela  est  tellement  évident 
que  l'énoncé  même  en  devient  superflu. 

Ces  observations  m'ont  paru  nécessaires  pour  rétablir 
la  complète  exactitude  des  lois  énoncées.  Je  ne  sais  si  la 
première  de  ces  lois  avait  déjà  été  remarquée. 

2.  M.  Lez  et  M.  E.  Barisien,  élève  à  l'École  Poly- 
technique, nous  ont  communiqué  une  rectification  des 
calculs  (*)  qui  ont  fait  conclure  à  tort,  à  l'auteur  de  la 
solution  (t.  Xn,  a®  série,  p.  4^1-4^3),  que  la  proposi- 
tion (1006)  n'était  pas  rigoureusement  exacte. 

L'exactitude  de  cette  proposition  a  déjà  été  constatée 
par  M.  Bourguet  (t.  XUI,  p.  538),  au  moyen  d*une 
analyse  différente  de  celle  de  MM.  Lez  et  Barisien* 

3.  Extrait  d'une  Lettre  de  M,  Poujade,  —  Dans 
le  numéro  d'octobre  dernier  des  Nous^elles  Annales^ 
M.  Fouret  réclame  contre  une  rectification  qui  a  été 
faite  à  l'énoncé  donné  par  lui  à  la  question  1109,  et  à  ma 
solution  que  vous  avez  insérée.  U  me  semble  qu'il  a  tort. 

Lorsqu^on  cherche  à  construire  une  parabole,  connais- 
sant une  tangente,  son  point  de  contact  et  deux  autres 
points  de  la  courbe,  on  trouve,  quand  le  problème  est 
possible,  deux  solutions  et  deux  points  où  le  diamètre 

{*)  Tome  XH,  page  ^bi^  l'angle  BOM  on  9  a  été  confoudu  avec  le 
complément  de  Tangle  excentrique  correspondant  au  point  M,  et  de  là 
les  égalités  inexactes  x  =  a  sinf ,  ^  e=  ^cosf . 
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du  point  de  contact  rencontré  la  corde  des  deux  points 
donnés.  L'un  est  entre  ces  deux  points  et  Tautre  se 
trouve  sur  le  prolongement  de  la  corde  au  delà  de  son 
intersection  avec  la  tangente.  Une  corde  de  la  parabole 
peut  couper  un  diamètre  au  dehors  de  la  courbe  ^  c*est 
pour  n'y  avoir  pas  songé  que  j'avais  conclu  à  Texactilnde 
de  renoncé,  et  M.  Fouret  semble  tomber  dans  la  même 
erreur. 

Soient  AB  la  corde,  CT  la  tangente,  C  son  point  de 
contact,  I  le  point  où  elle  est  coupée  par  la  corde, 
enfin  CD  le  diamètre  rencontrant  la  corde  en  D.  Il  est 
aisé  de  voir  que  ID  =  IA.IB-,  la  longueur  ID  portée  de 
Tautre  côté  de  I  en  Iiy  détermine  un  second  diamètre  Ciy 
et  une  parabole  réelle  répondant  aux  conditions. 

4.  Mêmes  observations  de  M.  Bourguet  au  sujet  de 
la  question  1 109. 


PUBLICATIONS  RÉGENTES. 


Questions  de  Géométrie  élémentaire.  Méthodes  et  solu- 
tions, ai^ec  un  exposé  des  principales  théories  et  de 
nombreux  exercices  proposés.  Ouvrage  destiné  aux 
élèves  des  Lycées,  depuis  la  classe  de  troisième  jusqu'à 
celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusivement,  par 
M.  Desbovbs,  agrégé,  docteur  es  Sciences,  professeur 
au  lycée  Fontanes,  à  Paris  5  a*  édition,  entièrement 
refondue  et  augmentée.  Paris,  librairie  Ch.  Delà- 
grave,  rue  des  Ecoles,  58  (1875). 

Traité  de  Géométrie  élémentaire^  par  Eugèhe  Roxjché, 
professeur  à  l'École  Centrale,  répétiteur  à  l'École  Po- 
lytechnique, et  Ch.  de  Combeeousse,  professeur  a 
FÉcoIe  Centrale   et  au  Collège  Chaptal.  Conforme 
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aux  programmes  officiels,  renfermant  un  très-grand 
nombre  d'exercices  et  plusieurs  appendices  consacrés 
à  Texposition  des  principales  méthodes  de  la  Géomé- 
trie moderne  ;  3*^  édition,  revue  et  augmentée.  Paris, 
Gauthier- Yillars,  imprimeur-libraire  de  TÉcole  Po- 
lytechnique, du  Bureau  des  Longitudes,  successeur 
de  Mallet-Bachelier,  quai  des  Augustins,  55.  In-8, 
xxxyi-890  pages,  avec  611  figures  dans  le  texte  et 
io85  questions  proposées;  1874.  —  Prix  :  12  fr. 

Géométrie  Hugodomoïdale,  anheliénique,  mais  philo- 
sop fugue  et  architectonique.  —  La  question  de  VÈ- 
quidomoïde  et  des  Cristalh'ides  géométriques,  par  le 
comte  LéopoLD  Hugo*  Paris,  en  vente  ches  tous  les 
libraires  (1875). 

Cette  nouvelle  production  du  comte  Léopold  Hugo  surpasse 
peut-être,  en  originalité^  tout  ce  qui  est  déjà  sorti  de  la  plume 
du  même  auteur. 
La  Géométrie  Hugodomoidale  commence  par  cette  épigraphe  : 
Deuise  antiarchimédienne  :  Véquidomoute  pa  bien  ;  le  re* 
belle  gagne  du  terrain  /. ..  Suppression  de  la  sphère  I 
Et  se  termine  ainsi  : 

L'École  Hugodomoidale  est  vraiment  l'école  romantique  de 
la  Géométrie,  école  toujours  victorieuse  des  unités  archimé- 
diennes  !  Five  V Antisphère  !  £ççiva  l'Equidomoide  anteriore 
e  superiore!  Si,  per  Bacco  l  Ewiva  l'Equidomoide  ! 

De  pareils  accès  de  gaieté  pourraient  causer  quelque  inquié- 
tude aux  amis  de  Tauteur,  s'il  n*avait  pas,  lui-même^  pris  le 
soin  d'en  faire  connaître  le  motif  réel  dans  un  Avertissement 
où  se  trouvent  les  lignes  suivantes  : 

«  ...  Je  me  suis  vu  forcé  d'accentuer  au  plus  haut  degré  l'o- 
riginalité de  la  forme  dans  mes  productions  successives,  afin  de 
fixer,  au  moins  en  gros,  ma  petite  théorie  dans  la  mémoire  des 
lecteurs.  C'est  ce  que  je  continuerai  à  faire  dans  l'avenir,  pour 
tenter  d'abréger  quelque  peu  le  noviciat  que  doit  traverser 
toute  nouveauté  hardie.  • 
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Nouveaux  théorèmes  de  Géométrie  supérieure,  par 
Edouard  Lucas^  agrégé  de  TUniversité,  Membre  de  la 
Société  mathématique  de  France  et  de  la  Société  d'É- 
malation  de  TÂlHer.  Moulins,  imprimerie  de  C.  Des- 
rosiers (1875). 

Essai  sur  les  fonctions  hyperboliques,  par  C.-A.  Lai- 
sAivT,  capitaine  du  Génie,  ancien  élève  de  TEcole  Po- 
lytechnique. (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  X, 
n® cahier).  Paris,  Gauthier-Yillars,  imprimeur-libraire 
du  Bureau  des  Longitudes,  de  TÉcole  Polytechnique, 
successeur  de  Mallet- Bachelier,  quai  des  Augus- 
tins,  55.  Grand  in-8,  100  pages,  avec  figures  dans  le 
texte;  1874.  Prix  :  3  fr.  5o  c. 

BIBLlOGRilPHlE  ÉTRANGfiRE. 


Intorno  alla  vita  ed  ai  las^ori  di  monsignore  D,  Bar* 
naba  Tortolini;  cenni  del  prof.  Viwceiîzo  Dioro,  Se- 
cretariodeirAccademia  pontificia  de'Nuovi  Lincei(*). 

Tel  est  le  litre  d*un  discours  académique,  contenant  Téloge 
de  l'illustre  défunt  et  le  catalogue  complet  de  ses  travaux 
scientifiques.  Ce  catalogue  et  les  T^otices  qui  s'y  rapportent 
ont  été  communiqués  par  M.  D.  B.  Boncompagni  à  l'auteur 
du  discours. 

Un  premier  article  nécrologique  sur  le  professeur  D.  Bar- 
naba  Tortolini  se  trouve  dans  le  journal  intitulé  :  VOsservatore 
Romano^  officiale  per  gli  atti  délia  federazione piana  délie  So- 
cieta  cattoliche.  Anno  xiv,  num.  194,  Giovedi,  2^  Agosto  1874* 

(*)  Estratto  dagli  Atti  delV  Accademia  Pontificia  de*  Nuovi  Lincei; 
anno  XXVIII,  sesaione  1*  del  30  dicembre  1874*  Roma,  tipografia  délie 
Scienie  matematiche  e  fiaiche,  via  Lata,  n<>  an  A  (1870). 
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SOLUTIONS  DE  OOESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  28 

(Tolr  i**  tirls,  1. 1,  p.  a<7  )  ; 

PAa  M.  H.  BROCARD. 

Parmi  les  m  quantités  a^,   a,,  «s,...,  a^y   il 
n  quantités  négatives.  Combien  y  a^-t^il  de  termes  né- 
gatifs dans  le  développement  de  (a^  -H  aj  -h . . .  H-  «„)>*, 

/i  étant  un  nombre  entier  positif  ? 

• 

n  est  évident  que  Ton  ne  changera  rien  au  développe- 
ment en  réunissant  les  n  termes  négatifs  et  les  (m  —  n) 
ou  p  termes  positifs.  Désignons  par  N  et  P  les  deux 
groupes  ainsi  obtenus;  nous  aurons 

(P  —  N)J'  =  P»'  —  C;NP«*-«  4-  C;N>P»^-» 

—  C;[N»PJ^»  -f- . . .   -+-  (—  I)^*C|;N^ 

et  le  nombre  des  termes  négatifs  du  développement  sera 
la  somme  des  nombres  de  termes  des  produits  de  la 
forme  N"+*  P*"'*""* .  Or,  dans  le  développement  de  la 
puissance  n  d*un  polynôme  de  a  lettres,  chacun  des 
termes  peut  être  considéré,  à  un  facteur  près,  comme 
une  des  combinaisons  avec  répétition,  n  à  n,  des  a  lettres 
qui  composent  ce  polynôme.  Ainsi  le  nombre  des  termes 
de  son  développement  est  exprimé  par 

g(g-H)(a4-a). .  .(fl-t-  w—  i) 
I .2.3. . ,n  ' 

Le  nombre  des  termes  de  N**+*  est  donc 

/l(/H-l)(/l  -4-2).  .  .(/I  -h  7.k) 
t. 2. 3. ..(2^4-1)  ' 
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et  celui  de  P^-"-»  est 

1.2.3.  ..(pt  — 2^— l) 

Ainsi  le  nombre  des  termes  cherchés  a  pour  expression 

I.2.3...(2^  +  l)l.2.3...(fA  —  2A  —  l) 

On  s^arrètera  évidemment  à  la  première  valeur  de  A,  qui 
rendrait  cette  expression  négative. 


Question  900  (*) 

(TOir  a*  sérte,  t.  Vin,  p.  45); 

Par  m.   L.  BOURGUET. 

Une  ellipse  donnée  se  meut  à  V intérieur  d'une  para- 
bole fixe  donnée,  de  manière  à  toucher  cette  parabole 
en  deux  points.  Troui^er  le  lieu  décrit  parle  centre  de 
r ellipse  mobile  et  V enveloppe  de  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  points  de  contact,  (Dauplày.) 

Soit  S  l'ordonnée  du  milieu  de  la  corde  des  contacts  \ 
rapportons  la  parabole  à  la  tangente  parallèle  â  cette 
corde  et  à  son  diamètre.  Soit 

X  —  ai  :=:  O 

Téquation  de  la  corde,  l'équation  de  la  parabole  sera 

(i)  y=ri^ X' 

P 

Soit  X  l'abscisse  du  centre  de  l'ellipse  5  les  coordon- 
nées des  points  de  contact  devront  satisfaire  à  la  relation 

2(;>'  +  e»)a.       (X-~«.'i'__ 
^^^  pb'*         "*"        û'»       ""'• 

(*)  Des  fautes  de  calcul  se  sont  glissées  dans  la  solution  de  la  ques- 
tion 900,  insérée  tome  XIII,  pages  435-43 1. 
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De  plus,  on  a 

(X-«,)(X +  «.)=«", 
ou 

(3)  X'-aî=a", 

Si,  entre  les  équations  (a)  et  (3),  nous  éliminons  «,, 
nous  aurons 

D'autre  part,  on  a 

X  =  a = . 

^p  !Àp 

Portant  cette  valeur  dans  (4)9  î'  vient 

(5)  p^b'*  —  pb"{p  -f.  tïa){p^ -+- 6*)  -t-  [a^ -h  b^)  [p^  4. 6>)»=  o ; 
mais  le  tliëorème  d'Apollonius  donne 

d'où 

(6)  /,ïA'*_;,^(û»4-  *»)3'»-r  a*é»(/7*^  6*)  =  o. 

Éliminons  U  entre  les  écjuations  (5)  et  (6),  nous  au- 
rons 

I    [p^a^^b^)^{p^^a)(p^^&)] 

(7)  I  X  [/?(«' -+-ô>)'— (/?-+- 2 a)«»^»] 

Telle  est  Téquation  de  la  courbe.  On  voit  qu'elle  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole  et  qu'elle 
coupe  chaque  diamètre  de  la  parabole  en  deux  points 
réels  ou  imaginaires.  La  génération  même  de  cette  courbe 
et  une  discussion  très-simple  de  l'équation  (7)  font  voir 
qu'elle  se  compose  d'une  boucle  et  non  de  branches  in- 
finies. 
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Entre  (3)  et  (4)  éliminons  X,  il  vient 

pb'*  /?'  +  €'_    .    2a, €'--  a/?a 

(a  et  6  sont  ici  les  coordonnées  du  p6le  de  la  droite  des 
contacts.) 

De  cette  équation,  on  tire 


^^^      (  q:  (6*-  2/>a)  -  (û»-h  ^»»)  (/?«-4.  6')»=  o, 

Éliminant  V*  entre  cette  dernière  équation  et  Téqua- 
tion  (6),  on  a 

(9)     !      X  |fl»*'[(/?'4-€')q=(6»— 2Hl-+-(«'-*"*Vl 

Telle  est  Téquation  de  la  polaire  réciproque  de  Teo- 
veloppe  de  la  corde  des  contacts. 
Nofe.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Questions  1161  et  1162 

(  Toir  a*  série,  t.  XIY,  p.  96  ); 

Pae  mm.  h.  GARRETA  zt  L.  GOUUN, 

Élères  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Corneille,  à  Rouen 
(classe  de  M.  Vincent). 

1161.  Si  d*un  point  M  pris  sur  une  branche  d^hj- 
perhole  on  mène  une  tangente  MT  au  cercle  bitan* 
gent  à  la  courbe  selon  son  axe  transverse^  et  si,  du 
même  point  M,  on  mène  Mme  parallèle  à  l'asymptote 
jusqu'à  son  point  d^ intersection  Q  ai^ec  l'axe  tram- 
verse  de  Vhjperbole,  le  triangle  MPQ  est  isoscèle» 

(L.-A.  Levât.) 

Soient  x%  y  les  coordonnées  du  point  M;  Thyper- 
bole  étant  rapportée  a  ses  axes,  le  carré  de  la  tangente 
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MT  est  égal  à  x'*  -f-  y" — a*,  ou,  parce  que  ^  —  ^  =  i , 

...MT'  =  (£i».-)^". 

D*autre  part,  si  Ton  désigne  par  MP  l'ordonnée  jr'  du 
point  M,  le  triangle  rectangle  MQP  donne 

MQ  =  —      -^ 


sin'MQP       sin'MQP 
Mais,  la  droite  MQ  étant  parallèle  k  une  asymptote, 

sin  MPO  =  dz    ,  ;  donc 


r=r-.(iii:)=MT.. 


MQ 

\      ^'      / 

C.    Q.    F.    D. 

1 162.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  Vaxe 
transuerse  A  A'  et  un  point  M.  de  la  courbe, 

(L.-A.  Levât.) 

La  construction  se  déduit  de  la  propriété  précédente. 
II  sui&t  de  déterminer  les  asymptotes. 

Pour  cela,  sur  A  A'  comme  diamètre  je  décris  une  cir- 
conférence, à  laquelle  je  mène  une  tangente  MT  du 
point  M,  et,  avec  MT  pour  rayon,  je  décris  du  point  M, 
comme  centre,  une  circonférence  qui  coupe  la  droite  AA' 
en  des  points  Q,  Q'.  En  m&ant  par  le  milieu  de  AA' 
des  parallèles  aux  droites  MQ,  MQ',  on  aura  les  asym- 
ptotes deThyperbole.  On  est  ainsi  ramené  à  un  problème 
connu. 

Note,  —  Les  mêmes  questions  ont  été  résolues  par  MM.  Auguste  Morel  ; 
Jaoob,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon  (classe  de 
M.  Marguei);  B.  Launoy;  F.  Pitois  et  Richard,  élèves  du  collège  d'An- 
necy; H.  Lemelle,  à  Poitiers;  Moret-Blanc;  Lez;  Brocard;  Gambey; 
Desportes,  élève  de  première  année  de  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales du  lycée  d'Angers  (classe  de  M.  Bouché);  Edmond  de  Zeomare; 
Denoyelle  et  Georges  Yandaine,  élèves  &  l'institution  Sainte-Geneviève; 
Moreau;  Etienne  Gatti,  étudiant  à  l'Université  de  Turin;  Chadu;  Guil- 
laume Suppan,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique  à  Budapest. 
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QOBSTIOHS. 

i  170.  Démontrer  que,  dans  les  formules  relatives  à  la 
résolution  des  triangles  rectilignes,  il  est  permis  de  rem- 
placer les  côtés  a,  i,  c,  respectivement  par 

tf  cosAcosaA. .  .cosa"~*A, 
b  cosB  cosaB. . .  cosa^-'B* 
ccosCcosaC. .  .cos2*^'C, 

et  les  angles  A,  B,  G  par 

/>wdba"A,    ^ir±:2"B,    rirdba-C, 

où  n  désigne  un  nombre  entier  et  positif  quelconque, 
et  pf  q^  r  des  nombres  entiers  dont  les  valeurs  et  les 
signes  ne  sont  pas  arbitraires. 
On  a,  par  exemple, 

[(u  cosA...cosa"-»  A)» -f- (à  cosB...co82""-»B)n 
^  ^^^y.  =  -(CC0SC...C0S2— C)» J^ 

2 (il  cosA . . .  C0S2"-'  A  j  (b  cosB . . . cos2*~' B) 
(J.-W.-L.Glaisher.) 

1171.  Soient  M,  A,  B  trois  points  d'une  circonfé- 
rence ;  trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  para- 
boles tangentes  en  A,  B  aui  droites  MA,  MB,  lorsque  le 
point  M  se  déplace  sur  la  circonférence. 

(Laisakt.) 

1172.  Soient  a,  &,  c  les  côtés;  S  la  surface  d'un 
triangle  ABC;  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  &  ce 
triangle;  2p'  le  périmètre  du  triangle  de  périmètre 
minimum  inscrit  dans  le  triangle  ABC  : 

i^  G>nstruire  le  triangle  ABC  connaissant  2/9'  et  les 
angles  A,  B,  C  ; 

2^  Démontrer  la  formule  S  =  p'R. 

(C  Chadu). 
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PROPRIÉTÉS  DE  LA  STROPHOÏDI. 

MMKtratioi  f  u  théorèae  de  Poncelet.  —  Propriâés  le  Egircs 
aulUgaatifies; 

Par  m.  L.  MALETX. 

(Suite  d'an  article  précédent,  voir  même  tome,  p.  igS.) 


Théorème  III.  —  Si  une  figure  se  transforme  en  elle-- 
même par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un 
pôle  et  une  puissance  convenables,  en  la  transfoimant 
par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un  pôle  et 
une  puissance  quelconques^  on  formera  une  nouvelle 
figure  jouissant  de  la  même  propriété. 

Soient  (fig.  12)  A,  B,  C,  At,  B,,  C,  six  points  d'une 
figure  se  transformant  en  elle-même  par  rayons  vecteurs 


réciproques  par  rapport  au  pôle  O,  ces  points  se  corres- 
pondant deux  à  deux,  de  sorte  qu'on  ait 

P  =0A  XOA,  =  OBX  OB.  =:0C  X  OC.. 
Ann,  dt  Mnthimat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Juin  1875.)  16 

Digitized  by  VjOOQIC 


(  »40 

Considérons  les  quatre  points  A,  Ai,  B,  Bi  comme 
fixes,  G,  Cl  comme  variables  sur  la  figure  et  non  situés 
dans  le  plan  AOB;  les  six  points  A,  B,  G,  A^,  Bi,  Ci 
sont  situés  sur  une  même  sphère.  Transformons  la  figure 
par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  un  pôle  et  une 
puissance  quelconques,  désignons  par  a,  &,  c,  ai,  ii,  Ci 
les  points  transformés  respectifs  de  A,  B,  G,  Ai,  Bi,  Ci; 
les  six  points  a,  6,  c,  a^^b^^  c^  sont  situés  sur  une 
même  sphère  transformée  de  celle  qui  passe  par  A,  B,  C, 
Al,  Bi,  Cl  \  les  quatre  points  a,  ^i^  £,  bx  sont  situés  sur 
Fîntersection  de  cette  sphère  avec  celle  qui  est  transformée 
duplan  AOB,  doncdansun  même  plan:  on  démontrerait  de 
même  que  les  deux  systèmes  de  quatre  points  (a,  at,  c,  Ci), 
(6,  &!,  c,  Cl)  sont  chacun  situés  dans  un  plan  ;  donc  les 
droites  aai,  &£i,  cci,  étant  intersections  de  trois  plans 
se  coupant  deux  à  deux,  vont  concourir  au  même  point, 
et  si  Ton  désigne  ce  point  d'intersection  des  droites  fixes 
a^i,  bbx  par  co,  nous  aurons 

ce  qui  établit  la  proposition  pour  tous  les  points  de  la 
figure  non  situés  dans  le  plan  AOB. 

Observons  toutefois  que  les  points  A,  Ai,  B,  Bi  peu* 
vent  être  introduits  fictivement  dans  la  figure,  et  qu'on 
peut  en  disposer  de  manière  que  le  plan  AOB  ne  con- 
tienne qu'un  nombre  limité  de  rayons  issus  du  point  G 
et  dirigés  vers  les  points  de  la  figure.  Il  n'y  aurait  donc 
exception  que  pour  un  nombre  limité  de  points,  ce  qui 
est  inadmissible;  et  encore  pourrait-on  lever  la  difficulté 
relative  à  ces  points  en  faisant  varier  le  rayon  OBBi  et 
en  conservant  le  rayon  OAAi.  Donc  le  théorème  est  gé- 
néral. 

Remarque.  —  Il  résulte  du  théorème  précédent  que 
toute  figure  plane   se  transformant  en  elle-même  par 
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rayons  vecteurs  réciproques  sera  Iransformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  en  prenant  le  pôle  hors  de  son  plan 
en  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône. 

Le  sommet  de  ce  cône  est  facile  à  déterminer  :  en  efTet, 
soient  {Jig.  i3)  A,  Ai  deux  points  correspondants  d'une 


figure  plane  se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques en  prenant  le  pôle  O  de  sorte  que  OA  X  OAi  =  P  ; 
transformons-la  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  pre- 
nant le  pôle  0)  hors  de  son  plan  et  la  puissance  ir^  fai- 
sons passer  un  plan  par  o)  et  AAi.  La  droite  OAAi  se 
transformera  en  la  circonférence  tùan^^  la  circonfé- 
rence Ci7  AAi  en  la  droite  aa^  coupant  Oco  en  a.  Or  on  a 
OS  X  Oût)  =  OA  X  OAi  =  P,  d'où  Ton  conclut  que  le 
point  S  est  fixe  5  de  plus  wS  X  wa  =  wa  X  coA  =  tt  : 
donc  le  point  a  est  fixe,  et  c'est  le  sommet  du  cône. 

Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques  une 
figure  plane  ayant  un  plan  de  symétrie,  et  en  prenant 
le  pôle  hors  de  son  plan,  il  résulte  du  théorème  I  qu'elle 
se  transformera  en  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
dont  le  sommet  sera  le  transformé  du  point  symétrique 
du  pôle  de  la  première  transformation  par  rapport  au  plan 
de  symétrie.  Le  sommet  de  ce  cône  sera  donc  situé  dans  le 
plan  tangent  à  la  sphère  transformée  du  plan  de  la  courbe 

16. 
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et  au  pôle  de  transformation  od.  Réciproquement  Tin- 
terseciion  d'une  sphère  et  d'un  cône  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le  pôle  sur  la 
sphère,  deviendra  une  ligne  plane  se  reproduisant  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Examinons  maintenant  quelques  conséquences  de  ces 
propositions.  Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques une  courbe  du  second  degré,  en  prenant  pour 
pôle  un  point  non  situé  sur  ses  axes,  mais  situé  dans  sou 
plan,  on  obtiendra  une  transformée  se  reproduisant  par 
une  transformation  analogue  en  prenant  un  pôle  et  une 
puissance  convenables.  Il  existera  deux  pôles  de  repro- 
duction quand  la  courbe  initiale  sera  une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  un  seul  quand  ce  sera  une  parabole.  Les  deux 
pôles  de  reproduction  sont  situés  sur  deux  rayons  rectan- 
gulaires issus  du  pôle  de  la  première  transformation. 

Si  le  pôle  de  la  première  transformation  est  situé  sur 
Fun  des  axes  de  la  courbe,  Tun  des  pôles  de  reproduction 
s'éloigne  à  Tinfini  dans  la  direction  perpendiculaire  à 
Taxe  sur  lequel  on  a  pris  le  premier  pôle.  Nous  en  avons 
un  exemple  dans  le  limaçon  de  Pascal  obtenu  en  transfor- 
mant une  courbe  du  second  degré  par  rayons  vecteurs 
réciproques  en  prenant  un  foyer  pour  pôle;  le  pôle  de 
reproduction  est  alors  le  point  transformé  du  second 
foyer;  dans  la  parabole,  ce  point  vient  coïncider  avec  le 
pôle  de  transformation  primitif  et  la  puissance  de  repro- 
duction est  nulle. 

Si  nous  admettons  que  la  courbe  polaire  réciproque 
d'une  courbe  du  second  degré  par  rapport  à  un  cercle 
soit  une  courbe  du  second  degré,  il  en  résulte,  en  se  fon- 
dant sur  le  théorème  III  de  notre  précédent  article,  que 
toute  podaire  d'une  courbe  du  second  degré  est  transfor- 
mée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  courbe  du 
second  degré  ;  donc  toute  podaire  d'une  courbe  du  second 
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d^ré  peot  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques 
pour  un  ou  deux  pôles  convenablement  choisis. 

Si  maintenant  nous  transformons  par  rayons  vecteurs 
réciproques  une  courbe  du  second  degré  en  prenant  le 
pôle  hors  de  son  plan,  elle  deviendra  intersection  de  la 
sphère  transformée  de  son  plan  et  de  deux  ou  d^un  cône, 
suivant  qu'elle  aura  deux  ou  un  seul  plan  de  symétrie. 
Nous  avons  vu  comment  étaient  placés  les  sommets  de 
ces  cônes,  diaprés  la  remarque  sur  les  théorèmes  III  et  I. 
On  conçoit  que  chacun  de  ces  cônes  doit  être  du  second 
degré.  En  effet,  leur  directrice  est  bien  une  courbe  du 
quatrième  degré,  intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
du  second  degré  ;  mais,  comme  chaque  génératrice  de  Tun 
des  cônes  considérés  coupe  la  directrice  en  deux  points, 
un  plan  passant  par  son  sommet  ne  peut  contenir  plus 
de  deux  génératrices. 

De  là  on  déduit  que,  si  Ton  transforme  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  Pintersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
du  second  degré  ayant  son  sommet  sur  la  sphère,  en  pre* 
nant  pour  pôle  un  point  de  la  surface  de  la  sphère,  la 
transformée  sera  plane,  admettra  un  point  double  réel, 
point  transformé  du  sommet  du  cône;  son  degré  ne  sur- 
passera pas  quatre,  elle  sera  de  degré  impair  ou  pair  sui* 
vant  que  le  pôle  sera  sur  la  courbe  sphérique  ou  en 
dehors,  puisque  dans  le  premier  cas  elle  n'aura  qu'une 
direction  asymptotique;  elle  aura,  du  reste,  la  propriété 
de  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques,  puisque 
la  courbe  sphérique  qui  lui  a  donné  naissance  peut  elle- 
même  être  considérée  comme  transformée  d'une  courbe 
du  second  degré. 

Les  pointsde  la  transformée  d'une  courbedu  second  de- 
gré peuvent,  comme  ceux  de  la  strophoïde,  être  considérés 
comme  correspondants  deux  à  deux  ;  deux  points  corres- 
pondants seront  les  transformés  de  deux  points  diamé- 
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tralement  opposés  de  la  conique;  ils  sont  toujours  situes 
sur  un  cercle  passant  par  le  pôle  et  le  point  transformé 
du  centre;  ce  cercle  coupe  la  transformée  aux  deux  points 
correspondants  sous  des  angles  égaux. 

Théorème  IV.  —  Deux  surf  aces  polaires  réciproques 
par  rapport  à  une  sphère  sont  chacune  transformées 
par  rajrons  vecteurs  réciproques  (Vune  podaire  de 
l'autre,  le  pôle  de  transformation  étant  le  centre  de  la 
sphère  directrice  et  la  puissance  de  transformation  le 
carré  de  son  rayon. 

Soient  une  surface  quelconques  {fig*  i4))  R  ^^  pl^n 
tangent  en  A  ;  si  du  point  fixe  O  nous  abaissons  une  per- 


Kg.U. 


pendiculaire  sur  ce  plan,  le  lieu  du  point  P,  pied  de  cette 
perpendiculaire,  quand  on  fera  varier  Â,  sera  une  po- 
daire de  la  surface  S.  Je  dis  maintenant  que  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  podaire  en  P  l'est  également  à  la  sphère 
ayant  OA  pour  diamètre.  En  effet  unissons  AP,  pre» 
nous  le  point  T  voisin  de  A  sur  AP,  comme  sommet  d'un 
cône  circonscrit  a  la  surface  S  suivant  la  courbe  Ai  MA; 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  »47  ) 
les  projections  du  point  O  sur  tous  les  plans  tangents  à 
ce  c6ne  appartiendront  à  la  surface  podaire  et  à  la  sphère 
ayant  OT  pour  diamètre;  ces  points  seront  situes  sur  la 
petite  courbe  sphérique  PGH.  Faisons  passer  par  OP 
deux  plans  fixes  OPG,  OPH,  coupant  la  courbe  PGH  eu 
G  et  en  H.  Si  le  point  T  se  rapproche  indéfiniment  de  A, 
les  droites  PG,  PH  deYiendront|  à  la  limite,  tangentes  à 
la  surface  podaire  et  à  la  sphère  ayant  OA  pour  dia- 
mètre. Si  maintenant  nous  considérons  le  point  O  comme 
centre  d'une  sphère  directrice  dont  le  rayon  soit  R,  le 
pôle  du  plan  tangent  en  A  par  rapport  à  cette  sphère  se 
tronve  sur  OP  et  en  un  point  Q,  tel  que 

OP  X  OQ  =  R». 

Donc  le  lieu  du  pôle  du  plan  tangent  à  la  surface  S 
satisfait  à  la  condition  de  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  conforme  à  Ténoncé.  Le  plan  tangent 
aa  lieu  du  point  Q  en  Q  peut  être  considéré  comme  trans- 
formé par  rayons  vecteurs  réciproques,  suivant  la  puis- 
sance R'  de  la  sphère  ayant  OA  pour  diamètre;  c'est 
donc  le  plan  perpendiculaire  à  OA  mené  par  le  point  Q, 
et  l'on  a 

OS,  X  OA  =  R^ 

A  est  donc  le  pôle  du  plan  tangent  au  lieu  du  point  Q  en 
Q,  et  le  lieu  de  Si,  qui  est  une  podaire  du  lieu  du  point 
Q,esl  transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu 
du  point  A,  suivant  la  puissance  R*. 

Nous  terminerons  là  cette  étude  géométrique,  et  nous 
allons  passer  à  quelques  considérations  analytiques  qui 
y  sont  liées. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point, 
x',  j'  les  coordonnées  du  point  transformé  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  en  prenant  Torigine  pour  pôle  et  P 
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pour  puissance,  on  a 

d'où  Ton  déduit 

, ,  P*'  py 

Soit  maintenant  l'équation  d'une  courbe  du  second 
degré 

(2)  Aj^-^-Bxr  +  Cx'-f-Dj  •4-Ex-4-F  =  o, 

Sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques,  suivant 
la  puissance  P  et  en  prenant  le  pôle  à  Torigine,  aura 
une  équation  formée  en  remplaçant  dans  l'équation  (a) 
xet^  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (i).  Cette 
équation  rendue  entière  sera,  en  supprimant  les  accents, 

(3)  F(a:»-+-r?-+-(i>r-+-Ex)(*'-»-r')+Ar»-f-Bxr-4-c*»=o. 

On  voit  que  cette  courbe  est  du  troisième  ou  du  qua- 
trième degré,  suivant  que  la  conique  (a)  passe  ou  ne 
passe  pas  par  le  pôle  de  transformation.  Quel  que  soit 
son  degré,  elle  admet  toujours  un  point  double  réel  qni 
est  le  pôle  de  transformation;  ce  point  est  isolé  si  la 
courbe  proposée  est  une  ellipse,  suivi  de  points  réels 
consécutifs  dans  le  cas  contraire;  les  tangentes  en  ce 
point  double  sont  parallèles  aux  directions asymptotiques 
de  la  courbe  donnée.  Il  résulte  du  théorème  l  que  la 
courbe  (3)  doit  se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques pour  un  ou  deux  pôles,  points  transformés  des 
points  symétriques  du  pôle  de  la  première  transforma- 
tion par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  {*i)  ;  les  pôles  de 
reproduction  feront  donc  ou  ne  feront  pas  partie  de  la 
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courbe  (3),  suivant  quMle  sera  du  troisième  ou  duqua* 
trième  degré. 

Comme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  di« 
rection  des  axes  de  coordonnées  initiaux,  nous  pouvons 
supposer  Taxe  des  y  parallèle  k  la  polaire  de  Torigine; 
dès  lors  on  ai^ra  D  =  o,  et  Téquation  (  3)  se  réduira  à 

(4)  F(x'H-7»)»H-Ear(j:»  +  j»)H- A^'-hB«r-+-C««=:0. 

Rapportant  cette  courbe  à  un  système  de  coordonnées 
polaires,  en  prenant  pour  pèle  Torigine  et  pour  axe  po- 
laire Taxe  de  x,  Toquation  devient 

(5)  Fp^  +  Epcosa»  + Asin*w  +  Bsiottcos»  +  Gcos'u  ==  o. 

Supposons  d'abord  F  =:  o,  c'est-à-dire  le  pôle  de  trans- 
formation sur  la  courbe,  Téquation  (5)  se  réduit  à 

£pcosM+  A  +coSft»[Bsin«>4-(C  —  A)cosa»]  =  o 
ou 

(6)  p  =  —  g_- —  i[Bsin»H-(C--A)cos»]. 

On  voit  sous  cette  forme  que  notre  transformée  peut 
se  construire  comme  la  strophoïde,  qui  n'en  est  qu'un 
cas  particulier^  en  augmentant  les  rayons  vecteurs  d'une 
droite  fixe,  qui  est  asymptote  de  la  courbe,  de  ceux  d'un 
cercle  qui  passe  par  le  pôle.  Il  est  facile,  quand  la  droite 
6t  le  cercle  ont  été  construits,  de  déterminer  les  points 
du  lieu  dont  la  distance  à  Tasymptole  est  maximum  ou 
minimum  :  c'est  généralement  en  ces  points  que  la  tan* 
gente  est  parallèle  à  l'asymptote,  et  ce  sont  eux  qui  sont 
les  pôles  de  reproduction  de  la  courbe;  ils  sont  situés  sur 
deux  rayons  rectangulaires  issus  du  pôle  de  transforma- 
tion et  dirigés  vers  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  ila  direction  asymptotique. 
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Supposons  maintenant  F^o  :  on  voit,  d'après  Téqna- 
tion  (S) 

Fp*  -4-  Ep  cosw  4-  A  sin'w  +  B  sino»  cos«  H-  C  cos'«i  =  o, 

que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  par  la 
courbe  sur  les  rayons  issus  du  pôle  est  une  circonférence 
de  cercle;  ce  fait  pouvait  être  géométriquement  prévu,  la 
circonférence  étant  la  transformée  de  la  polaire  de  To- 
rigine. 

Cherchons  actuellement  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'une  courbe  plane  de  degré  p  puisse 
se  reproduire  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Dési- 
gnons en  général  par  Yu(xy)  un  polynôme  homogène  de 
degré  A  en  x  et  ^;  considérons  une  courbe  de  degré  p, 
rapportons-la  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
se  coupant  en  un  point  de  la  courbe  du  degré  de  multi- 
plicité p  —  q^  p  —  q  pouvant  être  nul;  l'équation  de 
cette  courbe  pourra  s'écrire 

(i)   F^(.rr)-HF;^.(xr)H-F^,(xr)-4-...-hF^(xr)=o. 

Formons  Féquation  de  sa  transformée  suivant  la  puis- 
sance P,  et,  en  prenant  le  pôle  à  Torigine,  nous  aurons, 
d'après  des  formules  établies, 

(2)       j(''-+-'^')'^^('^) 

j     -+-P(x>^.7•)»-F^^.(*r)^-..•-^-P'F/xr)=o, 

Pour  que  Téquation  (i)  représente  une  courbe  se  repro^ 
duisaut  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le 
pôle  à  Torigine,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'en  choi- 
sissant convenablement  P  l'équation  (a)  puisse  repré* 
senter  le  lieu  de  l'équation  (i).  Or  pour  cela  il  faut  que 
le  premier  membre  de  l'équation  (a)  soit  le  produit  du 
premier  membre  de  Téquation  (i)  par  un  polynôme  de 
degré  ^ ,  puisque  le  degré  de  Téquation  (a)  est  (p  +  q)' 
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De  plus  le  factenr  introduit  doit  être  homogène;  car  le 
degré  des  termes  de  degré  le  plus  faible  de  Téquation  (a) 
doit  être  la  somme  des  degrés  des  termes  de  degré  le  plus 
faible  de  Téquation  (i)  et  du  facteur  introduit,  ce  qui 
exige  que  ce  degré  soit  q.  Ainsi  le  premier  membre  de 
l'équation  (a)  doit  être  le  produit  du  premier  membre 
de  l'équation  (i)  par  un  polynôme  homogène  à  coeffi* 
cients  réels  de  degré  q  ;  si  nous  admettons  qu'il  n  existe 
aucun  facteur  commun  aux  polynômes 

les  polynômes 

admettant  un  facteur  commun  de  degré  q^  ce  facteur  ne 
pourra  se  composer  que  de  facteurs  du  premier  degré  de 
x*+/'9  et,  comme  il  est  à  coefficients  réels,  il  devra  être 
une  puissance  entière  de  x^  H-J^*»  ce  qui  exige  que  q  soit 

pair  et  que  le  facteur  soit  ^(x'+j**)*.  D'après  cela, 
pour  que  l'équation  (i)  représente  une  courbe  se  repro- 
duisant par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle  étant  â 
l'origine,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  trouver  des 
valeurs  de  X  et  de  P  satisfaisant  aux  égalités 


Ces  conditions  se  réduisent  aux  suivantes  : 
1^  Que  le  groupe  des  termes  de  degré  le  plus  élevé  soit 
divisible  par  le  groupede  termes  de  degré  le  moins  élevé,  et 
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que  le  quolient  soit  à  une  constaole  près  une  puissance  de 
(x*-h  j*),  ce  qui  exige  que  la  différence  de  leurs  degrés 
soit  un  nombre  pair  et  que  l'exposant  de  (x*  +  J^*)  «oit 
la  moitié  de  ce  nombre;  si  celte  première  condition  est 
remplie,  la  première  égalité  détermine  la  valeur  de  l,  et, 
eu  multipliant  la  première  et  la  dernière,  on  en  déduira 

P  :  P  =  X5. 

a®  Que  si  Ton  prend  deux  groupes  de  termes  séparé- 
ment homogènes,  et  dont  la  somme  des  degrés  soit  égale 
à  la  somme  des  degrés  des  termes  extrêmes,  celui  de 
degré  le  plus  élevé  soit  divisible  par  celui  de  degré 
moindre;  que  le  quotient  soit  à  une  constante  près  une 
puissance  de  (x'-+-j^*)  dont  l'exposant  est  la  demi-dif- 
férence de  leurs  degrés;  quant  à  la  constante,  -  si  Ton 
représente  par  i  Texcès  du  degré  de  Téquation  sur  le 
degré  du  dividende,  elle  sera 

—  =ir>^        =:P      >. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  voit  que  la 
forme  générale  de  l'équation  d'une  courbe  du  troisième 
degré  se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
suivant  la  puissance  P  et  lorsque  l'origine  est  le  pôle  de 
reproduction,  est 

(3)         (x»-hj»)F.(xr)-HPF.(xr)-4.PF.(xr)  =  o. 

On  voit  encore  que  celle  d'une  courbe  du  quatrième, 
prise  dans  les  mêmes  conditions,  est  de  l'une  des  deax 
formes 

(4)      (:i:»-+-r»)F,(xr)-hPF,(xr)-*.PF.(xr)  =  o, 

(5)  (x«4-j»)»+  P(x^4-r')F.(^j)-+-P»F.(x/)-4- P«F. (ar/)H-P=:0. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  sur  la  transformation 
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d^une  coarbe  du  second  degré  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième  degré, 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (5),  sont  les  seules 
qui  puissent  provenir  d'une  courbe  du  second  degré,  et 
encore,  pourquoi  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'elles  admettent 
UD  point  double  réel.  Il  est  facile  de  constater  que  cette 
condition  est  suffisante;  en  elTet,  si  une  courbe  repré- 
sentée par  une  des  équations  (3)  ou  (5)  admet  un  point 
double  réel,  en  y  transportant  l'origine  des  coordonnées 
sans  changer  leur  direction,  l'équation  preud  l'une  des 
formes 

(6)  (x>+r«)F,(xr)H-T,(:rr)  =  o, 

(7)  (**+r*)'-H  (*'-^r')?.('r)  -H  fi('r;  =  o, 

Si  nous  transformons  ces  deux  courbes  par  rayons  vec* 
teurs  réciproques  suivant  la  puissance  A,  et  en  prenant 
le  pôle  à  l'origine,  les  équations  des  transformées  seront 

(8)  ç,(xr)-f-*F.(*r)  =  o, 

(9)  f«(xr)-i-^y,(*r)4-*»=o, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu,  relativement  à  l'é- 
quation d'une  courbequi  se  reproduit  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  que  si  cette  équation  est  du  degré  a/i  +  Xr, 
et  que  le  pôle  de  reproduction  soit  du  degré  de  multipli- 
cité kj  son  équation  en  coordonnées  rectangulaires,  et 
en  prenant  l'origine  au  pôle  de  reproduction,  est  de  la 
forme 

. .  J  (^*-+-r*)"F*('r)  -+:{^'H-7')'^'F*-H.(*r)  -H.  • . 

Voyons  comment  elle  se  modifie  quand  on  déplace  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  conservant  leur  direction. 
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Considérons  la  fonction 

^pi^y)  ^^^^  ^^^  fonction  entière  de  x  etde  ^  et  de  de- 
gré p.  Désignons  du  reste  par  <fp(xy)  la  fonction  homo- 
gène de  degré  le  plus  élevé  entrant  dans  ^p(xy)y  on 
pourra  mettre  la  fonction  (  2  )  sous  la  forme 

Or  le  produit 

est  généralement  de  degré  (/7  + 1)^  si  donc  nous  désignons 
par 

des  fonctions  entières  de  x  et  de  /  dont  les  degrés  soient 
respectivement  p^  p  + 19 •  •  •  9  p  +  Ar,  et  par 

^p(^f)>    ?p+i{^)f"'f    T/^+J^(*r) 

des  fonctions  homogènes  respectivement  de  mêmes  de- 
grés, nous  pourrons  écrire  la  suite  d'égalités 

(x«4-^)»    ^p     (xr)=      (x»-Hj»)f    ^p     (xy) 

••••• • 1 

ajoatant  ces  ^alités,  on  en  déduit 

(3)  {       =(«'  +  /')»ç,(*r)+(x'-i-/')f-,^,(xy)+... 

-»- (^  H- r')  ff+»-i  (*r  )  +  +,+,(  «r). 
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Considérons  actaellement  la  fonction 

(«>-+- r»)"Fi(xr), 

changeons*y  x  en  (x+a)  et  y  en  (j'¥h)\  elle  deviendra, 
en  représentant  par 

des  fonctions  entières  de  a;  et  de  /  dont  le  degré  soit  égal 
à  Tindice, 

=  {a.«-hj«)-x»(*r)  ^- (**-Hr')"-'XiM..(*r)+.  -  •! 

mais  chaque  tenne  du  second  membre  peut  être  trans- 
formé conformément  à  régal ité  (3),  et  en  représentant  par 

des  fonctions  homogènes  distinctes  de  a:  et  de  ^  dont  le 
d^ré  commun  soit  k^  et  par 

F*(*r),    Fi(a:j),...    F2(xr) 

des  fonctions  entières  de  x  et  de  /  dont  le  degré  soit  aussi 
i,  on  pourra  écrire 

-^-  (*»+r')/il-M-i{^)  -»-  Fi+n(^), 
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Ajoutant  membre  à  membre,  on  aura 

(        -h  (x«-hr»)/i^.fxr)  4-  Fi^(a:r). 

Si  actuellement  nous  reprenons  la  courbe  représentée  par 
Téquation  (i),  dont  nous  représenterons  le  premier  mem- 
bre par  ^(xx)9  et  que  nous  la  rapportions  k  deux  noo- 
yeaux  axes  parallèles  aux  premiers,  se  coupant  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  a,  £,  Téquation  (i)  deviendra, 
en  transformant  ses  termes  d'après  Tégalité  (4)9 

(5)        =(*'H-r')"/*(^r) +(*'-f-r')-' /*^.(*r)  +... 

-+- (^•-f- j*)/*.H.-.(*r) -H  Fi4*(xr)=o. 

Toute  courbe  plane  de  degré  an  +  Arse  reproduisant  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  dont  le  pôle  de  reproduc- 
tion est  du  degré  de  multiplicité  A,  a  donc,  en  prenant 
pour  origine  un  point  quelconque  de  son  plan,  la  forme 

de  réquation  (5); /^(ay)» /»+i  (-«y)»- •  •» /»+*^i  (j^) 
sont  des  fonctions  bomogènes  dont  le  degré  est  égal  i 
rindice;F|^^(jr^)  est  une  fonction  entière,  non  homo- 
gène de  X  et  de  j^,  et  son  degré  ne  surpasse  pas  A:  +  n. 

Théo&ème  V. — La  perspectit^e/ie  r intersection  d^ une 
sphère  et  d  ^un  cône  de  degré  n,  sur  un  plan  quelconque 
et  en  prenant  pour  point  de  vue  le  point  de  contact  de 
la  sphère  avec  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  du  ta- 
bleau, est  une  courbe  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  a/t> 
se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

En  effet,  si  nous  transformons  la  figure  par  rayous 
vecteurs  réciproques  en  prenant  le  pôle  au  point  de  vue, 
et  une  puissance  telle  que  le  plan  du  tableau  devienne 
transformé  de  la  sphère,  comme  la  courbe  sphérique  se 
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reproduit  par  rayons  vecteurs  réciproques,  il  en  sera  de 
même  de  sa  transformée  (théorème  III);  or  cette  trans- 
formée n'est  autre  chose  que  la  perspective  de  la  courbe 
sphérique  sur  le  plan  du  tableau.  En  second  lieu,  la 
courbe  sphérique,  intersection  de  la  sphère  et  d'un  cône 
de  degré  n,  sera  du  degré  2n;  le  cône  ayant  pour  sommet 
le  point  de  vue  et  cette  courbe  pour  directrice  sera  éga- 
lement du  degré  a  n  ;  donc  il  en  sera  de  même  de  sa  trace 
sur  le  plan  du  tableau,  ce  qu^on  voulait  démontrer. 

Le  degré  du  cône  et  celui  de  sa  trace  peuvent  s'abaisser 
si  le  point  de  vue  est  un  point  simple  ou  multiple  de  la 
courbe  sphérique. 

Théorème  VI. —  Toute  courbe  plane  de  degré  an-i-k, 
se  reproduisant  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  dont 
le  pôle  de  reproduction  est  du  degré  de  multiplicité  k 
(k  pouvant  être  nul)^  peut  être  considérée  comme  la 
perspectii^e  de  r intersection  d'une  sphère  et  dUtn  cône 
de  degré  n-r-k,  le  point  de  vue  étant  sur  la  surface  de 
la  sphère. 

Rapportons  la  courbe  à  un  système  de  trois  axes  rec- 
tangulaires en  prenant  Torigine  au  point  de  vue,  et  le 
plan  des  xy  parallèle  à  celui  de  la  courbe  ;  les  équations 
de  la  courbe  seront,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  précé- 
demment, 

(l)  ZZ=P, 


fa) 

Transformons- la  par  rayons  vecteurs  réciproques,  sui- 
vant la  puissance  P  et  en  prenant  le  pôle  à  Torigine.  Dé- 
signons par  j/,  j^,  z'  les  coordonnées  du  point  transformé 
du  point  (x,  j^,  z)\  on  a 
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en  tirant  de  ces  égalités  les  valenrs  de  x^y^  %  et  les  por» 
tant  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura  celles  de  la 
transformée,  et,  en  supprimant  les  accents,  cette  trans- 
formée sera  représentée  par 


(3) 


P« 


(4) 


L'équation  (3)  représente  la  sphère  transformée  du  plan 
de  la  courbe;  Téquation  (4),  qui  est  la  seconde  des  éqna^ 
tions  de  la  transformée,  peut  être  remplacée  par  une 
combinaison  d'elle-même  et  de  l'équation  (3).  De  l'équa- 
tion (3)  on  tire 


x'H-^-h 


-  =  ^,   ,.+^.=  .(^-.), 


(5) 


Substituant  ces  yaleûrs  dans  l'équation  (4),  elle  deyient, 
après  réductions, 

+ •"^^'  (r  -  «)  ""'•^**'  (^) + •  •  • 
+'^*"'(7-»)/'-H-(^) 
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Celte  équation  est  an  degré  ra  +  A;  prise  avec  l'ëqua- 
tion  (3),  elle  représente  la  transformée  cherchée,  qui  est 
en  conséquence  du  degré  !à{n-^k)\  mais,  comme  la 
courbe  représentée  par  les  équations  (i)  et  (2)  se  repro- 
duit par  rayons  vecteurs  réciproques,  il  en  sera  de  même 
de  sa  transformée;  cette  transformée  sera  donc  située  sur 
un  cône  ayant  pour  directrice  une  courbe  du  degré 
a(n  +  A:),  et,  comme  chaque  génératrice  de  ce  cône  ren- 
contre sa  directrice  eu  deux  points,  son  équation  sera  du 
d^ré  n  +  Ar,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé* 

On  déduit  facilement  des  conditions  que  nous  avons 
trouvées,  pour  qu'une  courbe  plane  se  reproduise  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  le  moyen  de  reconnaître  si 
une  courbe  donnée  par  son  équation  jouit  de  cette  pro- 
priété. On  reconnaît  aussi  d'après  ces  conditions,  et  ce 
qui  était  facile  à  prévoir,  que  le  système  des  tangentes  en 
un  des  pôles  de  reproduction  se  confond  avec  le  système 
des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  ce  point. 

Plusieurs  des  propositions  que  nous  avons  démontrées 
s'étendent  aux  figures  de  l'espace  ;  nous  n'en  donnerons 
pas  la  démonstration,  qui  ne  serait  qu^une  reproduction 
de  ce  qui  précède. 

EXPRESSION  DE  U  SOIHB  DES  PUISSANCES  SEIBLABLIS 

DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION,  EN  FONCTION  DBS  COEF- 

nCIENTS; 

Pa»  m.  pellet, 

ProfesMur  au  lycée  d'Angers* 


1.  Soit 

l'équation  donnée.  On  sait  qu'en  désignant  par  a,  b 

17. 
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c, . . . ,  Xl,  Hes  m  racines  de  cette  équation,  on  a 
X'  I  I  II 

-4- 


X         X — a        je — b       '  X  —  k        x  —  / 

La  fonction  est  développable  en  une  série  con- 

yergente  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  et 
décroissantes  de  x,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le 
module  est  supérieur  au  module  de  a  ^  on  trouve,  par  la 
division, 

I  \        a        a^ 

X  —  a        X        a?'        a  * 

Donc,  en  remplaçant  successivement  a  par  chaciuie 
des  autres  racines,  et  ajoutant  ensemble  tous  les  résul- 
tats, on  aura 

X' m         Sx  Jj  Sn 

X  ""  X  ■*"  ?  "^  5  ^- '  •"*"  X-+' "^^  •  •  • 

5„  désignant  la  somme  des  puissances  n'*"^'  des  racines 

de  X  =  o. 

X' 
D'après  cela,  —  est  développable  suivant  les  puis- 

sauces  entières,  négatives  et  décroissantes  de  x,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  supérieur  au 
plus  grand  des  modules  des  racines  de  X  =:  o,  et  5.  est 

le  coefficient  de  -;^  dans  ce  développement,  ou  de  - 

X' 

dans  le  développement  de  x"  —  i  suivant  les  puissances 

positives  et  négatives  de  x. 

2.  Désignons  pary(x)  le  polynôme 
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et  par  z  une  indéterminée.  On  a 

pour  z  égal  à  — i. 

On  peut  assigner  un  nombre  positif  tel  que,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  supérieur  à 
ce  nombre,  le  module  de  f[pc)  soit  plus  petit  que  celui 
de  jf".  Pour  toutes  ces  valeurs  de  x^  z  ayant  un  module 
inférieur  ou  égal  à  i,  on  aura 


.  —  "^   "T"  * 


^r:^T+ 

Multipliant  les  deux  membres  par  mx"~'  —  zf'(x)^  on 

a  dans  le  premier  — -^;; 7^—7 — >  et  dans  le  second  une 

série  dans  laquelle  le  coefficient  de  c**  est  égal  à 


d'où 


(0 


^'n^-'/M=^^L^^^^{âf}y.., 


.z/(x)      ~         a-         *^rfrL~*^ 


et  i,  est  égale  à  la  somme  des  coeflBcients  de  -  dans  les 

termes  du  second  membre,  lorsqu'on  y  remplace  z 
par — 1. 

3.  Ici  nous  ferons  une  remarque.  On  a 
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[f{x)y  est  une  fonctioa  entière  de  or;  si  l'on  difiae 

chaque  terme  par  af^^""^  on  voit  que  x"  ^-^  j  est  de 
la  forme 

A  -h  A ,  X  4-  A ,  x«  4- . . .  -f-  Ai  x*'  -+- .  . . 
B,  B,  B. 

le  nombre  des  termes  dans  chaque  ligne  étant  limité,  et 
les  quantités  A  et  B  étant  indépendantes  de  x.  En  pre- 
nant la  dérivée,  on  a 

A,  -4-aA.x-f-...-MAfx'-«-f-... 
_B,_  iB/ 

X»       ■"       x'-^*       *" 

et  elle  ne  contient  pas  de  terme  en  -•  Il  en  résulte  que 

les  coefficients  de  -  sont  égaux  et  de  signes  contraires 
dans  les  fonctions 

4.  Cela  posé,  revenons  à  la  formule  (i).  D'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  le  coefficient  de  -  dans  le  second 

membre  de  cette  formule  est  égal  à  celui  de  -  dans  la 

série 

mx*-'          /(x)          .                 »^r/{^)l''    _   . 
X* h  z  ^--^  nx^'  -4- ...  H ^^-^— ^      iix"-'  -h. . .. 

x"*  X*  P  L   **    J 

Donc,  en  remplaçant  z  par  —  i,  on  a 

5„=  — A,  -hAa  — As-H.     .■+•(— l)^A^ -h..., 

où 

Au = coeff.  de  -     dans    nx^'  ^ — —  • 

^  X  fA.T*^ 
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Ce  coefficient  est  celui  de  x"^~"  dans 


-  (/?,  j:»-'  -+.  jB,  af'-'  4-  .  .  •  +  pmY, 


qui  est  égal  à 


1£ ., w*«  l>*t  _.  »*-m. 


p2-r(x,-t-i)r(>,  4- ij...r(>« -h  !)''•'''>*  •••''« 

où  r(fA+i)  représente  le  produit  i.a«3...(x.  LesigneS 
s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  nulles  et  positives 
des  exposants  Xj,  X,,...,  1^  susceptibles  de  vérifier  les 
conditions 

>•  -h  >i  -h  ...-+->-  =  p, 
{m  —  i)>iH-(»i  —  2)>i  H-.  .  .-H  2>«-.,  -f->«-i  =  /?i|A  —  /i. 

Multipliant  par  m  la  première  équation ,  et  retran- 
chant la  seconde,  on  a 

>,  -f-  a>a  -h  3>,  -f- . . .  -4-  m\^  =  /i, 

qui  peut  remplacer  Tune  quelconque  des  précédentes. 

On  voit  que  A^,  est  nul  pour  les  valeurs  de  fx  ne  satis- 
faisant pas  aux  inégalités 

-^  "  m 

La  formule  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  a  été 
donnée  par  WarÎDg  dans  ses  Meditationes  algebraicœ, 
sans  démonstration.  La  précédente  nous  parait  plus 
simple  que  celle  exposée  par  M.  Serret  dans  son  Algèbre 
supérieure,  p.  44^* 

5.  Cette  formule  donne  facilement  la  somme  des  puis- 
sances semblables  lorsque  l'exposant  est  négatif  et  entier. 

En  effet,  si  dans  X  =  o  on  change  a;  en  -»  l'équation 

obtenue  a  pour  racines  les  inverses  de  racines  de  l'équa- 
tion primitive.  Il  en  résulte  que  5.»  est  donnée  par  la 
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formule  précédente,  en  changeant  respectivement 
en 

/>«-!  Pm^i  P\  I 

9         >•••»         9        • 

Pm  pm  Pm         Pm 

6.  Appliquons  la  formule  à  l'équation  trinôme 
a^-^  px  H-  y  =  o. 


On  a 


ou 


Apt  =  coeff .  de  a:*»^"    dans     -(f -i-^)% 


A.  =  « ..t.3...(,-0  ^  (_.,., 

*^         i,a...(jiî/A  — /f).i.a.3...[/i  — (m  — i)fAj^        ^ 

et 

a  étant  compris  entre  ^  et 9  de  aorte  que  «»  a  un 

•^  *  mm  —  1  * 

nombre  de  termes  égal  au  plus  grand  nombre  entier 

compris  dans 

1  «j ,     g|     n>m  —  I . 

m[m  —  i) 

Si  m  ^=  a,  il  vient 

^  1.2   .  .^afx  — iij.i.a...  (it  — fA)*^ 

ou,  en  posant  n  —  fA  =  ^^  d'où  n  =  n  —  X, 

n  (^  -  >  -  I  )  (/^  -  ^  -  2) . . .  (;»  ^  a>  4-0  ^^„  ^,^ 
I  ■  a  •  •  •  A 

et 
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le  nombre  positif  X  prenant  successivement  les  valeurs  o, 
I,  1,...  jusqu'au  plus  grand  nombre  entier  compris 

dans  -  •  De  sorte  que 


j.=(^  Ij-L-  —  npF'-'q  -h  .  • . 


+ (-  0' -4 ^-{^-""q^  +  • 

1  •  .<a  •  •  •  A 


SDR  U  THEORIE  DES  SECTIONS  CONIQUES; 

Par  m.  Edouard  LUCAS, 

Agrégé  de  rUnivenité,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Moulins. 


Cette  Note  a  pour  but  de  donner  des  démonstrations 
analytiques  fort  simples  de  plusieurs  théorèmes  connus 
sur  les  sections  coniques;  ces  démonstrations  reposent 
sur  l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires,  mais  on  pour- 
rait aussi  se  servir  concurremment  des  coordonnées  tri- 
ponctuelles. 

Théoeèmb  I.  —  Lorsque  deux  triangles  sont  conju" 
gués  par  rapport  à  une  conique,  les  six  sommets  sont 
situés  sur  une  conique  (*). 

En  prenant,  en  effet,  Fun  des  triangles  pour  triangle 
de  référence,  la  conique  a  pour  équation 

et,  en  désignant  par  P«(jr;,  j^^,  z^)  les  trois  sommets  du 
second,  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

— — j j ^^  O; 

X  y  z 


(*)  Chaslbs,  Trotté  des  Sections  coniques,  V  Partie,  p.  i4oj  PAiimii, 
Principes  de  Géométrie  analjrtiqutf  p.  a88. 
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car,  si  Ton  exprime  que  le  point  Pi  est  situé  snr  cette 
conique^  on  obtient  la  condition  qui  exprime  que  P,  et 
Pt  sont  conjogués  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

TnioBÈifE  II*  —  Lorsque  deux  triangles  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  conique,  les  six  côtés  sont  ton* 
gents  à  une  même  conique» 

En  prenant  les  mêmes  axes  que  dans  le  théorème  cor- 
rélatif précédent,  et  en  désignant  par 

D,'=  UiX  -h  9iy  -h  WiZ  =  o 

les  équations  des  trois  côtés  du  second  triangle,  la  conique 
cherchée  a  pour  équation 


y/^^Z-^-V^ 


tv^w^z 


car,  en  exprimant  que  la  droite  Di,  par  exemple,  est 
tangente  à  cette  conique,  on  obtient  la  condition  qui 
exprime  que  D»et  D,  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
conique  donnée. 

Théo&èxb  m.  —  Quand  deux  triangles  ont  leurs  six 
sommets  situés  sur  une  conique,  ces  points  forment  deux 
systèmes  de  trois  points  conjugués  par  rapport  à  une 
même  conique. 

En  prenant  l'un  des  triangles  pour  triangle  de  réfé- 
rence, la  conique  donnée  a  pour  équation 

b       b'      b" 

-  H h  — =0, 

et  en  désignant  par  P<(x,-,  fi^  Zt)  les  trois  sommets  du 
second,  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

bx^  b'r*  b"z* 

H =o; 


x,jr,x,       7ir>/»       ««»ï«i 
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car,  si  Ton  exprime  que  les  deux  points  Ps  et  Pt  sont 
eonjngttés  par  rapport  à  cette  conicjue^  on  retrouve  la 
condition  qui  exprime  que  le  point  P|  est  situé  sur  la 
conique  donnée. 

TniOEiiiE  lY .  —  Quand  deux  triangles  sont  ctrcon* 
serits  à  une  conique,  leurs  côtés  forment  deux  systèmes 
de  trois  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  CO" 
nique. 

En  prenant  pour  axes  les  trois  côtés  du  premier  trian- 
gle, en  désignant  par  D^,  comme  précédemment,  les  équa- 
tions des  trois  côtés  du  second,  et  par 

^aa:  -+-  ^bf  -f-  ^cm  =  O 

Téquation  de  la  conique  donnée,  la  conique  cherchée  a 
poar  équation 

'^        •  =0. 


Ces  deux  théorèmes  sont  les  deux  réciproques  des  deux 
précédents. 

Théobèmb  y.  —  Quand  deux  triangles  sont  inscrits 
à  une  conique,  les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

En  prenant  pour  axes  les  côtés  du  premier  et  en  dési- 
gnant par 

b      b'     y 

-  H 1 =0 

Téquation  de  la  conique  donnée  et  par  Pj(x,-,  /,-,  Zi)  les 
trois  sommets  du  second,  la  droite  Pi  Pi  a  pour  équation 

bx        b'r       b'^z 

1 =^H =0, 

puisque,  si  l'on  exprime  que  cette  droite  passe  par  le  point 
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Pi,  on  retrouve  la  condition  qui  exprime  que  P,  est  situé 
sur  la  conique  donnée.  La  droite  Pi  Pi  représente  une 
tangente  de  la  conique  cbercbée  qui  a  pour  équation 


puisque  la  condition  de  contact  exprime  que  le  point  P» 
est  situé  sur  la  conique  donnée. 

Théorème  VI.  —  Quand  deux  triangles  sont  circon- 
scrits à  une  conique,  leurs  six  sommets  sont  situés  sur 
une  conique  (*). 

En  prenant  pour  axes  les  côtés  du  premier  et  en  dési- 
gnant par 

)fbx  -H  ^/Vy  -f-  slWz  =  O 

l'équation  de  la  conique  donnée,  et  par  D/(u/,  i^j,  tv,)  les 
trois  côtés  du  second,  le  point  d'intersection  de  Di  et  Dt 
a  ses  coordonnées  proportionnelles  à 


UiU2  Pi  Vi  V(\  (Pi 


puisque^  si  Ton  exprime  que  ce  point  est  sur  la  droite  Di, 
on  retrouve  la  condition  qui  exprime  que  Dt  est  tangente 
i  la  conique  donnée.  Le  point  d'intersection  des  droites 
Di  et  Dt  est  situé  sur  la  conique  cherchée 

*»  b"  b"" 

1 1 =  o, 

«ii/sicix       PiViPijr       w^tv^w^z 

puisque,  si  Ton  exprime  que  ce  point  est  sur  cette  conique, 
on  retrouve  la  condition  de  contact  de  la  droite  Dt  à  la 
conique  donnée. 

Théorème  VIL  —  Si  des  trois  sommets  d'^un  triangle 
on  mène  des  tangentes  à  une  conique  quelconque,  leurs 

(*)  CuA8LB5|  Traieé  des  Sections  coniques,  p.  53. 
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points  (Vintersection  avec  les  côtés  opposés  sont  six 
points  situés  sur  une  conique  {*). 

En  prenant  le  triangle  donné  ponr  triangle  de  réfé*- 
rence  et  en  désignant  par 

l'équation  de  cette  conique,  les  tangentes  menées  du  som- 
met opposé  i  Taxe  des  x  ont  pour  équation 

flS  —  (ao:  -f-  ^'>  -4-  b'  s)»  =  o, 

on,  en  développant  et  en  désignant  par  A  et  B  les  expres- 
sions connues  a'a" —  b*  et  b'I/' —  ab  et  par  A',  B',  A^,  B^ 
les  expressions  analogues, 

AV+  A'«^—  2BjZ=:  o. 

En  multipliant  par  A,  on  voit  immédiatement,  à  cause 
de  la  symétrie,  que  la  conique  cherchée  a  pour  équation 

A'A^x»  + A'Ar'-H  AA'z»— aABrz 

—  a  A'B' M?  —  2  A''B*'j:j^  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  déduire  les  diffé- 
rents cas  particuliers,  et  de  démontrer  les  théorèmes  cor- 
rélatifs. 

BDIARQIIE  SDR  LA  QUESTION  1129,  RfiSOLlIE  PAGE  83; 

Paa  m.  ÉDOUAan  LUCAS. 


Le  rapport  de  la  hauteur  du  triangle  cherché  à  l'hy- 
poténuse est  ~9  ce  qui  donne  un  moyen  fort  simple  de 
construire  ce  triangle  par  homothétie. 

(*)  C1IA.8LES,  Traité  des  Sections  coniques,  p.  6a. 
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PROBLÈME. 

TrouTer  h  pins  petite  corde  d'one  ellipse,  (pi  soit  lornale 
à  Tue  de  ses  eitrénités^ 

Pa»  m.  b.  niewenglowski, 

ProfeMeur  de  Mathématiques  spéciale*  au  lycée  de  Reims. 


Ce  problème  a  été  traité  par  M.  Ossian  Bonnet  (Nou- 
\felles  Annales  y  t.  II,  i^^  série,  p.  4^i)  ^^  p^r  M.  Dea^ 
bove  [Questions  d^  Algèbre,  p.  Syô).  Voici  une  solution 
qui  n'exige  aucun  artifice  de  calcul. 

Soient 

y"=zmx  -h  n 

les  équations  d'une  ellipse  et  d'une  sécante.  En  désignant 
par  /  la  longueur  de  la  corde  déterminée  par  cette  droite, 
on  a 

j/  et  ai'  étant  les  abscisses  des  extrémités  de  la  corde. 
L'équation  qui  donne  ai  elxf  étant  de  la  forme 

X*  H-  px  -♦-  g  =  o, 
on  a 

En  remplaçant  p  eiç  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

*               («'«»  +  *')' 
Si  maintenant  on  remplace  n*  par  -; tz — :»  1*  corde 

sera  normale,  et  sa  longueur  sera  donnée  par  l'équation 

(i-t-m»)« ^ 


P  =  ^a*b* 


(a>  4- ft»/w»)  («•/»*  ■+•**)» 
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Il  suffit,  pour  étudier  les  variations  de  /*,  de  faire 
croître  m*  de  o  à  4-  oo .  En  posant  m"  =  r,  il  suffit  de 
considérer  la  fonction 

tt  =  (H-  zY  (a>  -t-  b*z)-'  (a^z  -f-  A*)-», 
dont  la  dérivée  est,  toutes  réductions  faites, 

{a^-+'b'zY{a^z  4-  b*)*  ^^  ^         ^^  '^  ^J' 

On  a  donc  deux  cas  a  distinguer  : 

I»  a*  —  a6'  =  o     ou     aSb^, 

La  valeur  de  z  étant  toujours  positive,  on  a  constam- 
ment i/  <[  o  ;  donc  la  corde  normale  va  en  décroissant 
depuis  2  a  jusqu'à  ikb\ 

a»  a^b\[^. 

2a' b^ 

La  dérivée  vl  s'annule  pour  z  =  -j— — 7^  (valeur  ad- 
missible puisqu'elle  est  positive),  et  en  s'annulant  passe 
da  négatif  au  positif.  Donc,  le  point  de  contact  se  mou- 
vant sur  Tellipse,  du  sommet  A  au  sommet  6,  la  corde 
normale  part  de  la  valeur  2  a,  arrive  à  une  valeur  mi- 

nima  égale  à  3  y  3 j  et  croît  de  nouveau  jus- 
la»  -f.  b^y 

qu'à  a&. 

SDR  U  DÉTERHM4T10N  ANALYTIQUE 

N  GBHTU  D'UNB  SECTION  PLANE  FAITE  DANS  UNE  SDRFAGK 

DO  SECOND  ORDRE; 

Pae  m.  SALTCL,  à  Fontenay-le-Comte. 


Toute  bonne  méthode  doit  être  directe  et  symétrique. 
Ce  privilège  fait  défaut,  ce  nous  semble,  à  la  méthode 
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enseignée  dans  les  ouvrages  pour  déterminer  analytique- 
ment  le  centre  d^une  section  plane^  faite  dans  une  surface 
du  second  ordre.  La  suivante,  que  nous  proposons,  nous 
parait,  au  contraire,  présenter  ce  double  avantage. 
Soit  la  section  représentée  par  les  équations 

/(x,7,»)  =  o, 
A Jî  4-  B^  -+-  Cz  -h  >  =  o. 

Toute  droite,  passant  par  l'origine  et  parallèle  au  plan 

Ax  H-  B/  H-  C«  -4-  >  =  o, 

est  représentée  par  les  équations 

Ax  +  B7-f.C«  =  o, 
A'x-hB'j'-i-C'zr^o, 

Â^  6',  C  étant  arbitraires,  ou  bien  par 


BC  —  CB'  "^  CA'  —  AC        AB'  —  BA' 

Cela  posé,  si  [x^^y^^  z  J  sont  les  coordonnées  du  cenire 
de  la  section,  on  a 

Ax«  -4-  Bro  -4-  Cz.  -f-  >  =  o; 

en  outre,  toute  droite 

X  —  X^      X J^o      z  — z,        

BC'  — CB'  ~"  CA'  —  AC  ""  AB'  —  BA'  ~*  ^' 

contenue  dans  le  plan  de  section  et  passant  par  le  centre, 
est  divisée  en  deux  parties  égales  en  ce  point;  donc 
Féquation  en  p,  obtenue  en  substituant  dans  Téquation 
de  la  surface,  à  la  place  de  x,  /,  r,  les  valeurs 

«zrrX.  +  û'BC— CB'). 

r=r.  +  p;CA'  — AC), 

s  =  zo  -4-  ?  •  AB'  —  BA'   , 
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devra  avoir  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires; 
or  le  coefficient  du  terme  du  premier  degré  de  cette 
équation  est 

[(BC  -  (X)fx,  +  (CA'  -  AC')/'7o  +  (AB'  -  BA')/^.)]; 

par  conséquent  on  doit  avoir 

(BC  —  CB'  )fx.  -h  (CA'  —  AC')/jo  -+-  (  AB'-BA'jr  «.  =  o ; 

mais  comme  cette  relation  a  lieu,  quels  que  soient  A', 
B',  C^  on  en  conclura  les  égalités 

qui  se  réduisent  auic  deux  suivantes  : 

A  B  C    ' 

Ces  égalités,  jointes  à  Téquation  du  plan,  déterminent 
les  coordonnées  du  centre  en  question. 


QUESTIONS  SB  GÈOHÉTRIB  ÉLÉMBNTAIRE, 

PaoposiES  PAR  M.  Casimie  RET, 

Profeseeur  à  TÉcole  du  Génie,  à  Arras. 


Soient  deux  cylindres  de  révolution  de  rayon  r  dont 
les  axes  se  rencontrent,  et  soit  a  la  portion  d'axe  de  Tun 
des  cylindres  interceptée  par  Tautre  cylindre.  On  de- 
mande de  prouver  par  la  Géométrie  élémentaire  que  : 

1°  Le  volume  commun  aux  deux  ^cylindres  a  pour 
mesure 

{•)  !'"•'; 

j4nn.  de  Mathémat.,  a*  série,  t.  XIV.  (Juin  1875.)  18 
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2^  La  surface  de  ce  volume  a  pour  mesure 

(2)  8ar; 

3°  Deux  plans  parallèles  aux  axes  interceptent  une 
zone  qui  a  pour  mesure 

Remarque  I.  —  Quand  les  axes  sont  perpendiculaires, 
les  formules  (i)  et  (a)  prennent  les  valeurs  remarquables 

Remarque  II.  —  Ces  formules  servent  à  mesurer  les 
voussoirs  et  les  douelles  des  voûtes  en  plein  cintre  et  en 
arc  de  cloître,  droites  ou  biaises  ;  elles  se  trouvent  dans 
quelques  Traités  de  la  coupe  des  pierres,  sans  démonstra- 
tion, ou  démontrées  par  TAnalyse. 


PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMRRBS-, 

Par  m.  C.  MOREAU, 

Capitaine  d'Artillerie. 


1.  Connaissant  le  mode  de  décomposition  en  facteurs 
premiers  de  l'entier  n,  trouver  le  nombre  des  racines 
de  la  congruence 

x^^i     [mod. /i). 

2.  P  désignant  le  produit  de  tous  les  entiers  inférieurs 
a  un  nombre  n  et  premiers  avec  lui,  indiquer  quels 
sont  les  cas  où  n  divise  P  +ï* 

3.  Soient  a,  i, . . . ,  Xr  les  différents  facteurs  premiers 
qui  entrent  dans  la  composition  de  l'entier  n,  et  m  le 

plus   petit  commun   multiple  des   nombres  — -, ^.» 
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a  —  I,  b  —  x,...,  A  — 15   montrer  que  tout   nombre 
premier  avec  n  satisfait  à  la  congruence 

jc^^i     (mod.  n). 

4.  n  étant  un  entier  positif  quelconque,  démontrer 
l'égalité 

,.a.3...n=^(-)*  ..,.3...x- ('—*  +  •)"• 

5.  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  m,  71,  p,  on  a 


i^=ii 


o=2;(--)* 


/Z''/7  —    l)...f/?  —   X-  -f-  l) 


1,2.3. . . A 
X (wï  -H  //>)  [m-h  kp  —  i),  ,  .(m  -^  kp  —  «  -f-  2). 

6.  On  tire  successivement  des  boules  d'une  urne  qui 
en  contient  m,  toutes  différentes,  et  avant  chaque  tirage 
on  remet  dans  l'urne  la  boule  qui  en  a  été  extraite  au 
tirage  précédent.  Quelle  est,  dans  ces  conditions,  la  pro- 
babilité d^amener  p  fois  de  suite  la  même  boule  avant 
que  pas  une  de  q  boules  désignées  à  l'avance  ne  soit 
sortie? 

En  faisant,  dans  la  formule  trouvée,  m  =  i3,  p  =  4i 
^  =  2,  on  aura  la  chance  du  coup  appelé  lansquenet  au 
jeu  qui  porte  ce  nom,  en  supposant  que  l'on  se  serve 
d*un  nombre  infini  de  jeux  de  cartes.  Cette  chance 
est  ~~  =  Oy0023  environ. 


(VISTIONS  PROPOSÉES  PAR  LE  P.  PEPIN. 


1.  Théorème.  —  Si  l'on  désigne  par  a  et  £  deux 
nombres  entiers  quelconques,  l'un  des  deux  produits 

18. 
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ab{a*—b^),  (a*— 2J*)(a' — 4i*)  est  toujours  divi- 
sible par  7,  savoir  :  le  premier,  si  la  somme  â'+  6*  est 
de  l'une  des  formes  7/,  7/4-1,  7/-+-  a,  7/4-4»  «^  le 
second,  si  cette  somme  est  de  Tune  des  formes  yl-^ij 
7/4-5,  7/-1-6. 

2.  Théorème.  —  Soient  a  et  &  deux  nombres  entiers 
quelconques  :  Tun  des  deux  produits 

ii6(fl«— 3^»){û»— 4*»)     ou     (a»--i»>)(û»— 56«)(a2  — 9*') 

est  toujours  divisible  par  11,  savoir  :  le  premier,  si  la 
somme  â'4-  i'  est  de  Tune  des  formes 

ii/4-(o,  I,  3,  4>5,  9), 

et  le  second,  si  cette  somme  est  de  Tune  des  formes 

iil  -h  (2,  6,  7,  8,  10). 

3.  Théorème.  —  Soient  a,  &^  c, . . .  des  facteurs  pre- 
miers inégaux,  m  =  a'^b^c^. . .  et  y  (/i)  la  fonction  nu- 
mérique qui  exprime  combien  dans  la  suite  i,  a,  3,...,/i 
il  y  a  de  nombres  premiers  relativement  à  n.  Cette  fonc- 
tion (f{n)  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  Téquation 
suivante  ; 

Soit,  par  exemple,  m  =  3*  5*'  on  a 

3» 5»  =  aaS  =  ©(225)  -h  5^(9)  -f-  3^)(a5)  -f- 15. 

Legendre  a  démontré  qu'aucun  nombre  triangulaire 
n'est  égal  à  un  cube.  On  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
vant plus  général  : 

ce  Aucun  nombre  triangulaire  n'est  égal  à  un  cube 
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multiplié  par  une  puissance  entière  quelconque  d'un 
nombre  premier  de  Tune  des  deux  formes  x8m+5, 
i8m  -H  X I,  ni  par  un  cube  multiplié  par  une  puissance 
de  2,  ou  par  le  double  d'un  nombre  premier  iSn»  +  1 19 
on  encore  par  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
i8m-i-5.  » 


BIBL106RAPHU. 


L.  Saltel.  —  Considérations  générales  sur  la  détermi- 
nation, sans  calcul,  de  V ordre  d^un  lieu  géométrique. 
(Paris,  Gautbier-Villars.  Prix  :  3  fr.) 

Dans  les  exercices  ou  recherches  qui  concernent  les  matières 
enseignées  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  on  a 
continuellement  besoin  de  déterminer  Tordre  d*un  lieu  géomé- 
trique. Cette  simple  remarque  montre  toute  l'utilité  que  les 
élèves  et  professeurs  pourront  retirer  du  travail  de  M.  Saltel. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  11S5 

(rofr  a*  séria,  t.  XIV,  p.  49)  ; 

Par  m.  LAURANS, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon  (classe  de  M.  Ribont). 

On  donne  la  parabole  semi-cuhique 

(l)  «a— 3flj'=:0. 

D'un  point  quelconque  P  du  plan  on  peut  mener 
trois  tangentes  à  la  courbe  (i).  Désignons  par  (C)  le 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  de  contact;  chercher: 
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i^  Le  lieu  fies  points  P  pour  lesquels  le  cercle  Caun 
rayon  constant; 

2^  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  C  est  constamment  sur  la  courbe  (i)  5 

3®  Le  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  C 
touche  la  courbe  (i). 

Soient  a,  S  les  coordonnées  du  point  P;  les  points  de 
contact  des  tangentes,  menées  du  point  (a,  6)  à  la  courbe, 
sont  déterminées  par  l'équation  (i),  jointe  k  TéquatioD 
de  la  courbe  polaire  du  point  P,  par  rapport  à  la  para- 
bole (1),  c'est-à-dire 

(2)  ax* — auôj  —  tfj' =  G. 

En  éliminant^  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
une  équation  du  cinquième  degré  en  Xj  qui,  suppression 
faîte  des  racines  x*  =  o,  provenant  de  ce  que  l'origine 
est  un  point  double  de  la  courbe,  s'écrit 

(3)  x^  — 6ax»-4-9a»x— iaa6'  =  o  {*). 

Or,  les  coordonnées  des  trois  points  de  contact  satis- 
faisant à  Téquation  x^  -^Zay^  =  o,  si  dans  Téquation  (3) 
on  remplace  x'  par  3aj',  on  aura  l'équation  d'une 
courbe  passant  par  ces  trois  points  de  contact;  cette 
équation  est,  en  divisant  par  3, 

(4)  «r'  —  ^^^^  -^  3a*x  — 4^^'  =  ^* 

Les  équations  (a)  et  (4)  représentent  deux  coniques, 
passant  par  les  trois  points  de  contact.  Ces  coniques  ont 
leurs  axes  parallèles,  puisque,  dans  chacune  d'elles,  les 

(*)  En  supposant  a>o,  pour  qu'U  aoit  possible  de  mener  par  le 
point  P  trois  tanjjentes  réelles  à  la  parabole  (i),  il  faut  que  Téquatiûii  (3) 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  positives  :  ce  qui  e&ige  qu^on  ait  a'— 3a6'>  <>• 

(G.) 
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(  ^79  ) 
axes  sont  parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  On  peut 
donc  faire  passer  un  cercle  par  leurs  points  d'intersec- 
tion, et  ce  cercle  sera  précisément  le  cercle  C,  qui  passe 
parles  trois  points  de  contact. 

n  s'ensuit  qu'on  obtiendra  Téquation  de  C  en  déter* 
minant  X  par  la  condition  que  l'équation 

ajr*  —  aax'  -h  3a* ar  —  4*^^*  *^  X(ax-  —  2a^jr  —  af^)  =z  o, 

représente  un  cercle,  ce  qui  donne 

a  -♦-  aa 
a  —  ka  =  — 2a-f-Àa,     a= ? 

/ï  -h  a 

d'où  l'on  déduit,  pour  l'équation  du  cercle  C, 

/#-x       -         •       3a  ,  ,  aê ,  ,         ^V ,  . 

(5)    X'-hy^ [a-\-a)x'\ (û-f-2a)7-|-  -2—  (fl-|-a)  =  o. 

it  d  a 

Cherchons  maintenant  les  équations  des  divers  lieux 
géométriques  demandés  : 

I®  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cercle  (C)  a  un 
rayon  constant. 

Le  carré  du  rayon  de  ce  cercle  ayant  pour  expression 

R*  =  f^]  (a  ^  a^Y  -h  ^  (û-f  aa)'  -  ^  (fl  -+-  aj, 
4û'  '         a*  ^  'a 

cette  équation,  entre  a  et  £^  est  celle  du  lieu,  en  rempla 
ça  m  a  et  6  par  x  et  y,  et,  résolvant  par  rapport  à  y*,  on 
obtient 

^    ^  -^  4a*  ' 

équation  du  sixième  degré.  On  voit  immédiatement  que 
les  directions  asymptotiques  de  la  courbe,  représentée 
par  Téquation  (6),  sont  imaginaires;  cette  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  comme  on  devait 
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»^  280  ) 

s'y  attendre.  Sa  forme  dépendra  des  valeurs  relatÎTes  de  R 

et  de  a  (*). 

a®  Lieu  des  points  pour  lesquels  le  cercle  C  a  son 
centre  sur  la  courbe  (1). 

Les  coordonnées  du  centre  de  C  étant 

écrivons  que  ces  coordonnées  vérifient  Téijuation  (1), 
nous  aurons  ainsi 

in  a*  6' 

-L_  (^  +  a)3  _  3«  _.  (^  ^.  3„).  =3  o, 

OU 

telle  est  Téquation  du  lieu.  La  courbe  qu'elle  représente 
est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  x^  Pour  toute 
valeur  positive  de  j:,  Tordonnée  y  a  deux  valeurs  réelles, 
égales  et  de  signes  contraires.  Pour  des  valeurs  négatives 
de  jc,  on  doit  avoir  x  < —  a;  de  sorte  que  si  Ton  prend 
sur  Taxe  des  x,  à  partir  de  l'origine  O,  dans  le  sens  des  x 
négatifs,  une  distance  OA  =  a,  et  qu  on  mène  ÂA'  pa- 
rallèle à  OY,  entre  OY  et  AA',  il  n'y  aura  aucun  point 
de  la  courbe.  L'origine  et  A  sont  deux  points  de  rebrous- 
sèment,  la  tangente  de  rebroussement  est  Taxe  des  x;  les 
directions  asymptotiques  se  confondent  avec  l'axe  des  y. 

Note.  —  M.  Laurans  n'a  pas  traité  le  cas  où  le  cercle  G  doit  être  tan- 
gent à  la  parabole  (i). 

{*)  Dans  une  discussion  assez  étendue  de  l'équation  (6),  M.  Laurmns 

a  distingué  les  trois  casR<^»  R  =  -^,  R>1-,  et  montré  quelle 

est  dans  chacun  d'eux  la  forme  de  la  courbe.  Nous  regrettons  de  devoir, 
faute  d'espace,  laisser  au  lecteur  à  faire  cette  discussion. 
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Question  H55 

(TOlr  a*  féria.  t.  XIY.  p.  48*); 

Pae  m.  moret*blanc. 

1.  Les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  du  point  P  (X,  T)  à  la  courbe 

(l)  4F»—  3€ljr'  =  0 

doiTent  satisfaire  à  la  condition 

(a)  X**— 2€iYx  — a/»=o; 

doù,  en  éliminant  j"^ 

(3)  X*  —  6Xa:'  -h  gX'j:  —  iaaT'=  o, 

équation  qui  détermine  les  abscisses  des  trois  points  de 
contact. 

Soit 

(4)  {x~«)'^(r-6)^-R'  =  o 

Téquation  du  cercle  (C),  en  la  combinant  avec  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  pour  éliminer  ^',  on  a 

*»-h3a«»-~6iiaar-l-3a(a»-f-  6*  — R*\ 
^  = 6^6 '' 


et 

d'oà 

(5) 


(Y  -f-  6)*>—  3(eX  —  aY)x^-'6aaYx 

-f-3aY(a»-»-e»— R»)=o* 


Les  équations  (3)  et  (5)  devant  avoir  les  mêmes  ra- 
cines, il  faut  qu'on  ait 

^'        I       ■""        âX       ~"  3X»"""  4Y 
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(  aSa  ) 
1^  Des  deux  premières  équations  (6)  on  tire 

(2X-t-fl)Y  3XfX-Mi) 

X  ia 

ce»  valeurs,  substituées  dans  la  troisième,  donnent 

(7  )  9X*(X  -t-  <!/—  4€i'R'X' -+-  4«*T'=r  o, 

équation  du  Ueu  des  points  P,  pour  lesquels  le  rajon  du 
cercle  [Q)est  constant  et  égal  à  R. 

0?  Si  Ton  reporte  ces  valeurs  de  a  et  o  dans  Téqua- 
tion  (i),  on  obtient 

(8)  9X*(X  -f-  «;*—  8aV>X  -t-  ii)»T'=  o, 

équation  du  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  [Q)  est  sur  la  courbe  (i). 

3^  Le  cercle  (G)  coupe  la  courbe  (x)  en  six  points  (*), 
dont  les  abscisses  sont  déterminées  par  Téquation 

-hi8ii^(3a»-l-6»— R»)x»— 36û'a(a'-f.6»  — R^)x 

Cette  équation  admet  les  trois  racines  de  Téqua tion  (3); 
son  premier  membre  est  divisible  par  celui  de  l'équa- 
tion (3),  et  le  quotient 

(lO)     «»-f-6(X-4-a):c'-|-9(X4-tf/j: ^—:=- =0 

donnera  les  trois  autres  racines. 

Pour  que  le  cercle  (C)  touche  la  courbe  (i),  il  faut  que 
l'une  des  équations  (3)  et  (lo)  ait  des  racines  égales,  ou 
qu'elles  aient  une  racine  commune* 

(*)  Parmi  ces  six  points,  il  y  en  a  au  plus  quatre  ({ui  soient  réels. 

(G.) 
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{  ^83) 

La  première  condition  donne  X* —  3  a  Y*  =  o,  en  sup- 
primant la  solution  Y  =  o  qui  donne  bien  pour  x  deux 
valeurs  égales,  mais  non  deux  points  coïncidents. 

Le  lieu  est  la  courbe  proposée  (i),  ce  qu  il  était  facile 
de  prévoir. 

La  seconde  condition  donne 

(il)       X»(X-f-fl)-4-3flY'=o,     ou     (X-h«)  =  o. 

En  éliminant  j:  entre  les  équations  (3)  et  (lo),  on  ob* 
tient  la  troisième  condition 

(la)  9X»(x-f.tf)(aX-+-tf)'— aa^Y'rrro,  ou  2X-l-tf  =  o(*). 

Les  équations  (i),  (ii)  et  (la)  représentent  les  lieux 
des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C)  est  tangent  à  la 

cour4e(i)(**). 

2.  En  appliquant  la  même  métbode  à  la  courbe 
(i)  X»— 3iir  =  o, 

on  obtient  successivement 

(2)  X^'  —  a'ï  —  lay  =zOj 

(3)  2^3—  3X.r=^^  ^  3aY  =  o, 

(4)  x^-\-y^—  aax—  26r  -r-a^-f-€*— R»=o, 

et  par  l'élimination  de^  entre  (i)  et  (4) 

(5)  Jr»—  6aear«-+-  ga'x»—  iSa'a^r  -+-  ^a^[a^^  V—  R»)  =0, 


(*)  Lorsque  !jX-t-a=o,  les  équations  (3)  et  (10)  ont  les  mêmes 
racines.  Le  premier  membre  de  l'équation  (9)  est  le  carré  du  premier 
membre  de  l'équation  (3);  il  en  résulte  que  Téquation  (9)  a  trois  racines 
doubles;  deux  de  ces  racines  sont  imaginaires,  la  troisième  est  réelle. 

(G.) 

(**)  C'est-à-dire  pour  lesquels  l'équation  (9)  a  des  racines  égales; 
resterait  à  considérer  les  valeurs  correspondantes  de  l'ordonnée^,  par- 
ticulièrement dans  Je  cas  où  Ton  suppose  aX  -4-  a  =  o.  (G.) 
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(  ^84  ) 
dont  le  premier  membre  doit  être  divisible  par  celui  de 
l'équation  (3),  ce  qui  donne  les  conditions 

I9X*  —  8aXY  -f-  i6û»~  lôéiex  =  o, 
i6iia-f-3X»Y  =  o, 
i6«»(a»H-  6'4-  6Y  —  R')  —  gûX'T  -+-  4û' Y»=  o; 

d'où 

3X»Y       ^      qX^~8flXY-f-i6û> 

a= — ,      6  =  2 ^— 

iba  lOaX 

et 

(7)  9X*(X*Y»- i6aXY-H9X*H-3atf»)— a56(R'X'-a»)=o. 

équation  du  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  cercle  (C) 
a  un  rayon  constant. 

En  substituant  les  valeurs  de  a  et  6  dans  a'  —  Sa  S  =  0, 
on  a 

(8)  a56iz»(9X^—  8aXY  -h  i6a')  —  9X'Y'=  o, 

équation  du  lieu  des  points  P  pour  lesquels  le>centre  du 
cercle  (C)  est  sur  la  courbe  (i). 

En  égalant  à  zéro  le  quotient  de  (5)  par  (3),  on  trouve 

(lo)       4X.r»  -*.  6X»:r»  -^  9X':f  -^  6aXY  —  24û«=  o. 

La  condition  pour  que  Téquation  (3)  ait  deux  racines 
égales  est  X' —  3a Y  =  o,  ou  Y  =  o  ;  cette  dernière  so- 
lution est  admissible,  car  l'origine  est  un  point  àHn- 
flexion,  et  Taxe  des  X  est  une  tangente  double. 

La  condition  pour  que  l'équation  (10]  ait  des  racines 
^ales  est 

(X<  —  4aXY -f- 16a''.)  (i I X*  —  laaXY  H- 48a') -4- i6X«=: 0. 

En  éliminant  x  entre  les  équations  (3)  et  (10),  on  ob- 
tient la  condition  pour  qu'elles  aient  une  racine  corn* 
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muoe 

72aX« (XT  —  6a)»—  ( 27X*  -h  i6aXY  —  32fl') 

(SûX'T* H-  9X*T  -  32û'XT  -f-  32a»)  =  o. 

Les  deux  dernières  équations,  avec  X* — 3a Y  =  0, 
Y  =  o,  représentent  le  lieu  du  point  P  pour  lequel  le 
cercle  (C)  touche  la  courbe. 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Pierre  Mondât,  pro- 
feiteur  au  collège  d'Annecy;  B.  Launoy;  Gambey. 


Question  1165 

(Toir  a*  ■«rl«.  t.  UV,  p.  19»); 

Par  m.  h.  LEMELLE, 

ÉlèYe  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Poitiers. 

La  différence  des  carrés  des  distances  de  deux  points 
de  taxe  d'une  parabole^  également  distants  du  foyer, 
à  une  tangente  quelconque  est  constante. 

(H.   BaOGARD.) 

Soient  M  et  M'  deux  points  de  Taxe  d'une  parabole, 
pris  à  la  même  distance  (a)  du  foyer  F;  CD  une  tangente 
quelconque,  et  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  Taxe  de  la 
courbe;  MN,  M'N^  FFMes  perpendiculaires  abaissées 
des  points  M,  M',  F  sur  la  tangente  *,  on  a 

w^ — ^ i 

et  si  Ton  mène  la  droite  MR  parallèle  à  CD,  et  rencon* 
trant  IVrN'  en  un  point  R,  on  aura 

RM'— M'N'— MN. 

Or  le  point  F'  est  sur  la  tangente  AF'  menée  au  som- 
met A  de  la  parabole  *,  il  en  résulte  que 

FF'=— ?— ;     d'où     M'N'-I-MN=:-A- 
2Sina  SiDa 
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(  a86  ) 
D^autre  part 

RM'     ou     M'N'  —  MN  =  MM'  sina  =  2flsina; 
donc 

(M'N'H-  MN)  (M'N'-  MN)  =  (M'N'»-  MNM  =  -^ap  =  oonst. 

C.  Q.   F.  D. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Henri  Jacob,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon;  Gambey;  Launoy;  Moreau; 
Lez;  Chadu;  S.  F.,  de  Cherbourg;  B.  Y.  Stfastny  et  Y.  Sëbesta,  élèves 
à  l'École  Polytechnique  bohème,  à  Prague;  A.  Michel;  H.  GarreU; 
Louis  Goulin,  élèves  du  Lycée  de  Rouen  ;  Scordeur,  maître  auxiliaire  ao 
Lycée  de  Lille;  A.  Tourrettes;  Vladimir  Habbe»  à  Odessa;  Vandaine,  de 
rÉcole  Sainte-Geneviève. 

Question  1166 

(TOlr  a*  lérle,  t.  XIY,  p.  19a); 

Par  m.  C.  CHADD. 

Troui^er  à  Vintérieur  d'un  triangle  rectiligne  ABC 
un  point  O  tel,  que  les  angles  OAB,  OBC,  OCA  soient 
égaux.  (H.  Brocard.) 

On  voît  immédiatement  que  ce  point  se  trouve  à  l'in- 
tersection de  trois  segments  capables  des  suppléments 
des  angles  C,  A,  B,  et  décrits  sur  les  côtés  a,  b^  c. 

En  décrivant  sur  les  côtés  a^  bj  c  des  segments  capa- 
bles des  suppléments  des  angles  B,  C,  A,  on  trouverait 
un  second  point  O'  pour  lequel  on  aurait 

0'ACr=0'CB  =  0'BA. 

Considérons  le  point  O,  désignons  par  a  la  valeur 
commune  des  angles  OAB,  OBC,  OCA,  et  calculons 
tanga. 

Les  triangles  AOB,  AOC  donnent  respectivement 

OA         _  ^^       jOA^  _     b 
sin(B— a)        sinB       sina       sinA' 
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par  suite 

b  sînasiDB  =  csinAsin(B  —  a), 
tanga(^sinB  ->-rsinAcosB)  =  irsinAsinB. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  aa, 
et  remplaçons  les  produits 

a  sin  B,     ac  sîn  B,     2  ac  cosB 

par  leurs  valeurs  respectives 

^sinAy     2  S,     a*H-c*— ^». 
Nous  aurons,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  sin  A, 
langa(fl2  4-  ^»-4-c')  =  4S. 
Eu  tenant  compte  de  la  relation 

i6S'=  2a' 6» -h  2  6»r'4-2c'û^— fl*—  6*  — <r«, 
2S  2S 

Sma  : 


en  posant 

à^b^-h  b^c^-hc^a^^m^ 

Nous  aurons  donc 

^.  ^'C  >^«  ^'«  rv^  «'^ 

0A  =  — ,     0B=  — ,     0C  = 

m  m  m 

D'où  Ton  déduit  les  deux  formules  suivantes  : 


OA        OB        OC 
tr.(AOB)  _  tr.(BOC)  _  tr.fCOA)  _  ^ 

On  trouverait  des  formules  analogues  pour  le  point  O^ 
par  exemple, 

^,  bc^        ^,_        ra^        ^.^        fib^ 

C'A  =  —,      O'B  =  —,     O'C  ==     -  , 
m  m  m 
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OA 
O'A 

b 
~  c 

OB 
O'B 

c 

a 

OC 
O'C"" 

a 

V 

OA.OB.OC  = 

O'A. 

O'B.O'C. 

Note.  —  Solutions  de  MM.  Moral;  Lez;  Etienne Gatti,  étadiant  à  TUni- 
▼enité  de  Turin;  Moreau;  F.  S.,  de  Cherbourg;  Gambey;  S.  Kober, 
élèye  à  l'École  Polytechnique  bohème,  à  Prague;  Jacob,  élère  du  Lycée 
de  Dijon;  Tourrettes;  Launoy;  H.  Garreta  et  Louis  Goulin,  élèvea  du 
Lycée  de  Rouen  ;  Vasselin,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  Lycée 
du  Havre  ;  Vladimir  Habbe,  à  Odessa  ;  L.-P.  de  Cuerne,  à  Liège  ;  L.  Midiel  ; 
Vandaine,  de  l'École  Sainte-Geneviève. 


ODESTIONS. 

1173.  Lorsque  les  médianes  d'un  triangle  inscrit  dans 
une  ellipse  se  coupent  au  centre  de  la  courbe,  le  lieu  du 
point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  une 
ellipse  tangente  à  la  développée.  (Pou jade.  ) 

11 74-.  Trouver,  dans  l'intérieur  d'un  triangle  ABC,  un 
point  O  qui  soit  tel  que,  si  de  ce  point  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OA',  OB',  OC,  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB 
de  ce  triangle,  Taire  du  triangle  A'B'C  soit  un  maximum. 

(Hârkema.) 

1175.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  Fé- 
quation 

1176.  Trouver  les  points  de  Tespace  tels,  qu'une  co- 
nique donnée  se  projette  suivant  un  cercle  ayant  pour 
centre  la  projection  d'un  point  donné  sur  le  plan  de  la 
conique.  (Pellet.} 

1177.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  Téqiu- 

tion 

X»  -h  ar*  H-  X*  -4-  x*  =/». 

(H.  BaocAKD.) 
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SIMPLES  REMARQUES  SUR  LES  RACINES  ENTIÈRES 
DES  ÉQUATIONS  GIIRIQIJES; 

Pae  m.  s.  REALIS, 

Injjénieur  à  Tarin. 


Étant  donnée  Téquation  cubique 

dans   laquelle  P  et  Q  sont  des  coefficients  entiers,   soit 
fait,  pour  abréger^ 

S=    4P»^-27Q^ 
T  =  5oP*— 2.7Q'. 

Cela  posé,  les  observations  suivantes  peuvent  fournir 
sur  la  nature  des  racines,  en  tant  que  commensurables  ou 
incominensurables,  des  indications  utiles. 

1.  On  sait  que,  dans  le  cas  où  les  trois  racines  de  la 
proposée  sont  entières,  la  quantité  —  S  est  égale  à  un 
carré. 

On  peut  ajouter  (4)  que,  dans  le  même  cas,  les  quan- 
tités —  R  et  —  T  sont  égales,  chacune,  à  une  somme  de 
deux  carrés. 

D'après  cela  et  un  théorème  connu,  les  racines  étant 
entières,  tout  nombre  qui  divise  Tune  quelconque  des 
quantités  —  R,  —  T,  après  qu'elle  a  été  débarrassée  des 
facteurs  carrés  qu'elle  peut  contenir,  est  une  somme  de 
deux  carrés  premiers  entre  eux  *,  d'où  il  suit  que,  s'il  arri- 
vait, par  exemple,  que  Tune  de  ces  quantités  — R,  —  T, 
ainsi  dégagée,  fût  divisible  par  3  ou  par  tout  autre 
Ann,  de  Mathémat.,  2'  série,  t.  XIV.  (JuiHet  1876.)  19 
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(  ago  ) 
nombre  4'S  4-  3,  qui  n'est  pas  la  somme  de  deux  earrés, 
par  cela  seul  il  y  aurait  lieu  de  conclure  que  la  proposée 
n'a  pas  trois  racines  entières. 

2.  Le  nombre  entier  a,  pris  parmi  les  diviseurs  deQ, 
ne  peut  être  une  racine  de  la  proposée,  si  3«'-4-Pct 
3a*-f-4P  ue  sout  pas  diviseurs  de  S,  et  si  û*4-  aPet 
—  3  a*  4-  a  F  ne  sont  pas  diviseurs,  res^ctivement,  de 
R  et  de  T.  C'est  ce  qui  ressort  facilement  des  relations 
qui  vont  suivre,  par  lesquelles  est  exprimée  la  composi- 
tion des  quantités  S,  R,  T. 

3.  Pour  que  la  proposée  ait  toutes  ses  racines  entières, 
il  est  nécessaire  que,  S  étant  le  produit  de  trois  facteurs 
tels  que 

3û»-+-P,     3^'-hP,     3c»-+-P, 

il  soit  en  même  temps  le  produit  des  trois  facteurs 

3a^-+-4P,     36'-+- 4P,     3c»-4-4P/ 

et  que  Q*  soit  le  produit  des  trois  facteurs 

a\     b\     c\ 

Alors  les  entiers  a,  &,  c,  pris  avec  des  signes  convenables, 
seront  les  racines  dont  il  s*agit. 

En  effet  les  conditions  posées  conduisent  immédiate- 
ment à  une  équation  reufermant  la  proposée,  et  ayant 
pour  racines  les  nombres  a,  &,  c,  pris  avec  les  deux  si- 
gnes. 

On  voit  donc  que,  en  ce  cas,  la  quantité 

S  =  3(3Q)'-hP{2P)S 

ainsi  que  chacun  des  facteurs  appartenant  soit  à  la  pre- 
mière, soit  à  la  deuxième,  décomposition,  est  renfermée 

dans  la  formule 

3«»-f-PjS 
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on  il  faut  observer  que  P  est  négatif.  On  sait  d'ailleurs 
que  chaque  facteur  3a*  4-  4P  de  la  deuxième  décompo- 
si  lion  est  égal  à  un  carré  pris  avec  le  signe  négatif  (ce  qui 
fait  qu'il  en  est  de  même  pour  le  produit  S). 

4.  Les  conditions  ci-dessus,  que  nous  avons  tirées  de 
la  décomposition  de  S  et  de  Q*  eu  facteurs,  peuvent  être 
remplacées,  toutes  ou  en  partie,  par  des  conditions  ana- 
logues, relatives  k  la  décomposition  d'autres  quantités. 

On  a,  par  exemple^ 

R=  («»-+-  2P) (^»-h  aP)  (c»-f-  2P), 

T=(— 3ii»-f-aP)(— 36»H-t?.P)(— 3c>-h2P), 

oà  nous  supposons  toujours  que  ri,  &,  c  sont  racines  en- 
tières de  la  proposée.  Dans  la  première  égalité,  R  et  ses 
facteurs  sont  compris  dans  la  formule 

*»-t-3Pj-'; 

dans  la  deuxième,  T  et  ses  facteurs  sont  compris  dans  la 

formule 

—  3z»-h2Pj'. 

De  plus  les  égalités 

—  3«^  -♦-  2P  =  —  (2  ^»-f-  c)«  —  (  2C  -h  by 

montrent  que  chacun  de  ces  facteurs,  pris  en  signe  con- 
traire, est  la  somme  de  deux  carrés  (ce  qui  fait  que  les 
produits  —  R,  —  T  sont  eux-mêmes  des  sommes  de  deux 
carrés).  Ou  reconnaîtra  en  outre  que  T  et  ses  trois  fac- 
teurs, pris  en  signes  contraires,  sont  aussi  représentés, 
chacun,  par  une  somme  de  trois  carrés. 
Inscrivons  encore  la  relation 

2P5-f.27Q»=:(3«'  H-2P)(3/y»-h  2P)(3c»-f-2P), 

19. 
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qui  doit  subsister  entre  ies  entiers  a^  by  c,  s^ils  sont  les 
racines  de  la  proposée.  Ici  le  produit  et  les  facteurs  sont 
compris  d^abord  dans  la  formule 

L'égalité 

nous  fait  voir  ensuite  que  chaque  facteur,  pris  avec  son 
signe,  est  aussi  renfermé  dans  la  formule 

a»— 3/»; 

d'où  l'on  peut  conclure,  par  un  théorème  connu,  que  la 
même  chose  a  lieu  à  l'égard  du  produit. 

5.  Il  n'est  pas  inopportun  de  rappeler  ici,  d'après  les 
éléments,  la  simpliGcation  qui  consiste  à  ramener  d'a- 
bord l'équation  à  n'avoir  que  des  racines  premières  entre 
elles. 

Si  les  racines,  supposées  toutes  les  trois  entières,  ont 
des  facteurs  communs,  le  premier  membre  de  l'équation 
est  nécessairement  de  la  forme 

:r»-4-^»Px-t-^Q,. 

g  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  racines. 
Alors,  changeant  x  en  gx,  l'équation  devient 

or'-i-Px-fQ^O, 

où  les  racines  a,  i,  c  sont  premières  entre  elles,  et  oùP 
est  un  nombre  impair,  et  Q  un  nombre  pair. 

Il  est  visible,  au  surplus,  que  la  transformation  indi- 
quée peut  être  appliquée  de  façon  a  rendre  les  racines  pre- 
mières entre  elles,  non  pas  d*une  manière  absolue,  mais 
seulement  par  rapport  à  tels  facteurs  premiers  Ai,  ^«,...7 
*„  qu'on  voudra,  de  façon,  di^-je,  à  débarrasser  les  ra- 


Digitized  by  VjOOQ IC 


(  293  ) 
cînes  du  plus  grand  produit  Xr"  A^...  If\  qu  elles  ont  en 
fadeur  commun  et  où  n'entrent  pas  tous  les  facteurs 
premiers  de  g. 

Cette  simpliGcation  partielle  peut  être  utile  quand  on 
ne  connaît  pas  tous  les  facteurs  premiers  des  coefficients, 
et  nous  en  signalerons  bientôt  une  application  impor- 
tante. En  attendant,  on  voit  déjà  qu  ij  suffira  que  Q  soit 
impair,  ou  que,  après  avoir  dégagé  les  racines  du  plus 
grand  facteur  2"*  qui  leur  est  commun,  P  se  maintienne 
pair,  pour  qu  on  ait  la  certitude  que  toutes  les  racines 
de  la  proposée  ne  sont  pas  entières. 

6.  On  sait  que,  si  une  racine  a  est  entière,  les  deux 
autres  le  sont  ou  ne  le  sont  pas,  selon  que  la  quantité 
—  3a*  —  4P  €St  ou  non  égale  à  un  carré,  et  que,  si  cette 
quantité  se  réduit  à  zéro,  les  deux  racines  sont  égales. 
On  sait,  en  outre,  que  lorsque  la  même  quantité  est  un 
carré  avec  le  signe  négatif,  les  deux  racines  qu  question 
sont  des  nombres  complexes  entiers,  c'est-à-dire  qu'elles 
sont  représentées  par  l'expression  «' ±  V  \/ — i,  dans 
laquelle  af  et  b'  sont  entiers,  auquel  cas  la  racine 

a  =—  *ia' 

ne  peut  être  qu'un  nombre  pair  (*). 

D'après  cela,  et  vu  que  la  quantité  mentionnée  ne  peut 
pas  devenir  un  carré  si  elle  se  réduit  à  la  forme  3^+2, 
on  sera  assuré  que,  lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  que  la  valeur  absolue  de  P  est  de  la  forme  3p  -H  a, 
deux  racines  ne  peuvent  être  entières.  On  sera  assuré  de 
même,  par  des  considérations  semblables,  que,  lorsqu'une 
seule  racine  est  réelle,  et  que  P  est  un  nombre  négatif 


(*)  Voir,  pour  les  racines  complexes  dos  équations,  le  tome  III  de 
la  î"aéric,  p.  4i,  i45  et  325. 
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—  (ip  —  iî),  on  un  nombre  positif  3p  +  a,  les  deux 
autres  racines  ne  sont  pas  exprimées  par  des  nombres 
complexes  entiers.  C'est  aussi  ce  qu'on  peut  voir  en  rai- 
sonnant directement  sur  la  quantité  S. 

Il  y  a  lieu  d'ajouter  ici  que,  considérées  par  rapport 
aux  trois  formes 

3z,     3z-hi,     3z-+-2, 

les  valeurs  absolues  des  coefficients  P,  Q,  au  cas  des 
trois  racines  entières,  ne  peuvent  appartenir  à  la  même 
forme. 

7.  Admettons  que  T équation  proposée  a  toutes  ses  ra- 
cines entières,  et  supposons  Q  positif,  ce  qui  est  toujours 
permis. 

Ce  qui  précède  nous  conduit  à  remarquer  que  cette 
équation,  étant  transformée  de  manière  à  avoir  ses  ra- 
cines débarrassées  du  plus  grand  facteur  a*. 3^  qui  peut 
leur  être  commun,  se  réduira  nécessairement  à  l'une  de 
ces  trois  formes 

2**  X^ — (6/?-h  3)  Jî  4- 67 -4- 2  =  o, 

3«  ar»— (6/? -h  3)4:4-67 +  4  =  0, 

p  et(f  étant  des  entiers  positifs.  C'est  ce  qu'on  peut  véri- 
fier directement,  en  s'appuyant  sur  les  égalités 

considérées  relativement  à  l'équation  transformée.  Ainsi, 
toute  équation  cubique  qui  ne  se  ramène  pas  à  l'une  ou  à 
l'autre  de  ces  formes  ne  saurait  avoir  ses  trois  racines 
entières. 

On  reconnaîtra  de  même  que  la  proposée  ci-dessus  est 
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toujours  réduclibleà  Tune  ou  h  Tautre  des  formes 

1"  X»— (4/? -hi)  j?-+- 4?=^^» 

29  a:"— (4/? -h3)x-h4<7  H-2  =  0, 

OÙ  les  racines  n'ont  pas  le  nombre  2  pour  facteur  com- 
mun. 

On  assignerait  semblablement  les  formes  exclusives 
que  comporte  la  même  équation  lorsque,  Payant  ramenée 
à  avoir  ses  racines  premières  entre  elles  par  rapport  aux 
facteurs  premiers  a  et  A,  on  distingue  les  coefficients  d'a- 
près les  formes  linéaires 

8.  La  remarque  suivante  permet  quelquefois  de  con- 
stater qu'une  équation  donnée  est  irréductible. 

On  sait  que,  lorsque  là  quantité  —  S  est  égale  à  un 
carré,  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles,  et  que  deux 
quelconques  d'entre  elles  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  la  troisième  et  des  quantités  connues. 

S'il  arrivait  donc  que  — S  fût  un  carré,  et  que  l'une 
des  indications  précédentes  nous  fit  reconnaître  que 
toutes  les  racines  ne  peuvent  être  entières,  il  s'ensuivrait 
de  nécessité  qu'elles  sont  toutes  incommensurables. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  équations  de 
la  forme 

X»— 3(/?'-4-;>-hi)a:  +  (2/?-4-i)(/>^+/?-h  i)=o, 

qui  rentrent  dans  celles  considérées  par  M  «  Lobatto  dans 
un  Mémoire  inséré  au  tome  IX  de  la  i"  série  du  Journal 
de  Mathématiques  (*).  Ici,  p  étant  un  entier  de  signe 
quelconque,  lacondition  relativeà  — S  est  satisfaite-,  mais 


(*)  Voir  aussi  Y  Algèbre  supérieure  de  M.  Serrel. 
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le  dernier  terme  est  un  nombre  impair;  aucune  racine 
par  conséquent  ne  peut  être  commensurable. 

9.  La  différence  u  entre  deux  quelconques  des  racines 
a,  &,  c  de  la  proposée  est  donnée,  comme  on  sait,  par 
Téquation  du  sixième  degré 

^4-  6P<^  -+-  gP*!''  4-  S  =  o, 

où  toutes  les  valeurs  de  %f  sont  entières,  si  celles  de  â,  6, 
c  le  sont  elles-mêmes. 

Cette  équation,  il  importe  de  le  remarquer,  se  décom- 
pose dans  les  deux  suivantes  : 

(^+  3Pp  — v/^^^ro, 

dont  les  racines  sont,  pour  Tune,  les  dinérenccs 

p'=z  a  —  bf     v"  =1  b  —  c,     v"*  z=zc  —  a, 

et  pour  l'autre,  les  mêmes  différences  prises  en  signes 
contraires,  savoir 

—  v'  zn  b  —  «,     —  i/'  =zc  —  bf     —  i/'^za  —  c. 

Les  valeurs  distinctes  de  ^  sont  donc  données  par  Téqua- 
tion  cubique 

f'  4-  z?*'  H-  ^  =  o, 

où  Ton  a  fait,  pour  simplifier,  3P  =  /?,  —  S  =  9*,  et  où 
il  sufOt  de  prendre  q  positif. 

Lorsque  q  est  un  nombre  entier,  on  pourra  appliquer 
à  cette  équation  les  considérations  exposées  plus  baul  {7) 
à  l'égard  de  la  proposée,  et  Ton  établira  par  là  les  corré- 
lations de  formes  qui  doivent  subsister  entre  les  coeffi- 
cients ^,  y,  pour  qu'il  y  ait  possibilité  que  les  valeurs 
de  \^  soient  entières.  Cela  fera  donc  connaître  de  nou- 
velles conditions  relatives  à  la  ralionnalité  des  racines 
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a^bjC]  mais  un  autre  résultat  important  se  dégage  inci- 
demment de  l'équation  précédente,  et  nous  ne  devons  pas 
omellre  de  le  signaler. 

Désignant  par  S' la  quantité  ^p^  -h  ^77*,  on  a 

par  où  est  d'abord  mise  en  lumière  une  particularité 
fort  remarquable,  relative  à  Téquation  considérée.  Elle 
consiste,  comme  on  voit,  en  ce  que  — S'  est  toujours  un 
carré,  lors  même  que,  —  S  ne  l'étant  pas,  le  terme  q  est 
irrationnel  ou  imaginaire. 
Rappelons  maintenant  les  relations 

2  2(3*'''  4-/^)' 


2  2(3«^''H-/;) 

par  lesquelles  deux  racines   quelconques    v^',   i/''  de  la 
même  équation  sont  eicprimécs  en  fonction  de  la  troi- 
sième racine  i^'  et  des  quantités  connues. 
Ces  relations,  devenant  ici 


p"  =  ~ 


2      2(p'»-hP; 


2         2(P'»H-P) 

nous  font  voir  aussitôt  que  les  différences  v  s'expriment 
rationnellement  en  fonction  Tune  de  Taulre  et  des  coef- 
ficients de  l'équation  en  Xy  indépendamment  de  toute 
liypolhèse  sur  la  quantité  S  et  la  nature  des  racines  a,  ft,  c. 
Joignant  à  cela  la  considération  que  les  différences 
entre  les  racines  demeurent  les  mêmes  après  la  trans- 
formation linéaire  qui  ramène  une  équation  quelconque 
du  troisième  degré  à  la  forme  de  la  proposée,  on  établira 
facilement  ce  théorème  : 
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Théorème.  —  Dans  toute  équation  du  troisième  de- 
gré,  dont  les  racines  sont  a,  i,  c,  les  différences 

a  —»  b,     b  — r,     c  —  a 

s'expriment  toujours  en  fonction  rationnelle  Vune  de 
Vautre  et  des  coefficients. 

Cette  proposition,  qui  n^avait  peut-être  pas  été  re- 
marquée, conduit  à  des  conséquences  importantes,  et 
nous  pourrons  y  revenir  ;  elle  n'est  d'ailleurs  pas  isolée. 
Bornons-nous  en  ce  moment  a  observer  que,  la  proposée 
en  X  ayant  ses  coefficients  entiers,  et  toutes  ses  racines 
n'étant  pas  supposées  entières,  aucune  racine  de  l'équa- 
tion en  u  ne  pourra  être  entière,  et  aucune  racine,  par 
suite  de  l'équation 

V*  -♦-  6PV^-4-  9P* V  H-  S  =  o, 

dans  laquelle  V  =  j^*,  ne  pourra  être  un  carré. 

Note.  —  Ces  remarques,  conséquences  implicites  de 
principes  et  de  formules  bien  connus,  n'ont  pas  pour 
but  de  faciliter,  dans  la  pratique,  la  recherche  des  racines 
entières  des  équations  considérées;  mais  elles  peuvent 
être  d'un  usage  avantageux  dans  l'analyse  indéterminée, 
où  l'on  est  souvent  arrêté  par  la  difficulté  d'assigner  théo- 
riquement les  conditions  relatives  a  la  rationnai! té  des 
racines  des  équations.  Les  développements  qui  précèdent 
fournissent  effectivement  des  caractères,  ou  criteria,  pour 
juger  a  priori,  d'après  la  forme  des  coefficients  et  de 
quelques  fonctions  des  coefficients,  de  la  possibilité  ou 
de  rimpossibilité  que  certaines  équations  aient  leurs  ra- 
cines entières.  C'est  pour  cette  raison,  et  bien  que  les 
propositions  énoncées  laissent  subsister  la  difliculté  théo- 
rique en  son  entier,  qu'on  a  pu  croire  utile  de  les  consi- 
gner ici . 
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PERMUTATIONS  REGTILIGNES  DE  !iq  LETTRES  ÉGALES  DEUX 
A  DEUX,  OU  TROIS  LETTRES  CONSÊCUTIYBS  SONT  TOUJOURS 
DISTINCTES; 

Par  m.  vachette. 

Conseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise), 
(voir  a*  férl«,  t.  XHI ,  p.  ft4o.) 


I.  Distinction  des  diverses  espèces  de  permutations 
contenues  dans  les  B^^j  intervalles  inadmissibles  pour 
Vespèce  cherchée. 

Les  permutations  de  l'espèce  cherchée  appartiennent 
aux  B^,t,  dont  il  a  été  parlé  dans  un  précédent  article. 
Soit  Cf^i  le  nombre  cherché;  toutes  les  autres  permuta- 
tions, prises  parmi  les  B^,,,  seront  en  général  des  N^,,. 

Toute  N^,,  contient  un  ou  plusieurs  intervalles  inad- 
missibles pour  les  C^^t  dont  les  seules  formes  honl  aha^ 
ahab  désignées  par  Sj,  S4. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  formes  plus  complexes;  toute 
lettre  C,  voisine  d'un  Sj  ou  d'un  S4,  ne  peut  que  faire 
partie  d'un  intervalle  consécutif  distinct  du  premier, 
comme  on  le  voit  dans 

aba  cbc,     abacdc^     abacdcd^     ababcdc,     ababrdcd. 

Dans  un  Ss,  aia,  il  y  a  une  médiane  b  et  deux  ex- 
trêmes a  ;  dans  un  S^,  abab^  îl  y  ^  deux  médianes  et  deux 
extrêmes. 

Un  S^  emploie  complètement  deux  des  q  groupes  de 
lettres.  Un  S^,  aba^  n'emploie  complètement  qu'un 
groupe;  sa  médiane  b  peut  èlre,  ou  isolée  ailleurs,  ou 
médiane  d'un  autre  S». 
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Un  couple  de  deux  Ss,  aba  et  c&c,  ayant  même  médiane, 
emploie  complètement  trois  des  ^  groupes  et  donne  deux 
intervalles  complémentaires  :  on  le  désigne  par  2S3. 

Un  N^^,  peut  contenir  :  i®r  couples  d*intervalles  com- 
plémentaires contenant  6r  lettres  égales  deux  à  deux; 
a°  u  intervalles  de  forme  S4,  contenant  4u  lettres  égales 
deux  à  deux;  3^  i^  intervalles  distincts  de  forme  St^  con- 
tenant 3^  lettres,  dont  nv  égales  deux  a  deux,  et  v  let- 
tres distinctes  entre  elles.  On  doit  avoir 

Sr-f- îtf  H- 2P<7     et.  ^2, 

car  cet  N^^,  contient  au  moins  un  83. 

On  désigne  par  N^{r,  w,  vf)  le  nombre  des  permuta- 
tions d'une  de  ces  espèces;  r,  iz,  v  sont  entiers  et  doivent 
satisfaire  aux  inégalités  précédentes;  ils  peuvent  être 
nuls  tous  les  trois,  en  admettant  que  C^^,  peut  s'écrire 
NJo,  0,0). 

L'identité 

servira  de  vérification  ;  la  somme  £  comprend  tous  les 
termes  possibles. 

Le  nombre  des  tournantes  de  l'espèce  N^  (r,  11,  (/),  tour- 
nante complète,  est  en   général -— N^  (r,  «,   1/);   une 

exception  sera  mentionnée  plus  loin. 

Certains  C^^t  sont,  comme  les  B^,î,  des  tournantes  în- 

C  •-+-  P 
complètes;  le  nombre  de  leurs  tournantes  sera  -^ ■*» 

pour  des  raisons  analogues.  On  aura  aussi  à  considérer 
l'ordre  q  d'une  espèce,  l'abaissement  d'ordre,  les  variétés 
d'une  même  espèce,  les  variétés  asymétriques  et  les  va- 
riétés symétriques  de  fraction  -;  et  l'on  établira,  comme 
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dans  le  premier  article,  la  formule 

N,(r,  „,  ^)  =  2^  p^  ^/i  4-  ~  4-  ^,  +. .  .)  - 

II.  Moyens  de  former  un  inten^alle;  pe/mutations 
de  l'ordre  g  —  i  qui  peuvent  sentir  à  former  des  C^,,. 

I**  Avec  une  seule  leilre  A,  on  peut  former  : 

Un  St,  abade  deux  manières,  ahba  ou  abha-^ 

Un  S4,  abab  d^une  seule,  abhab. 
Avec  deux  h,  on  peut  former  : 

UnS4,  ai  ai  d'une  manière,  ahbahb\ 

Deux  Ss,  de  quatre  manières,  puisque  chacun  d'eux 
peut  être  formé  de  deux  manières  avec  h . 

7?  Il  n'y  a  que  des  B^_i,,  qui  puissent  former  des  C^,t 
au  moyen  de  deux  lettres  h  nouvelles  \  au  moyen  de  A, 
le  binaire  ordonne  un  Sg,  aha  ;  au  moyen  de  deux  A,  on 
a  un  nouveau  binaire,  ahha. 

Parmi  les  B^.i^t  on  ne  peut  recourir  qu'aux  C^-j,t, 
N^-i  (o,  o,  i),  N^^i  (o,  o,  a),  N^.,  (o,  a,  o),  N^_,  (o,  1,0), 
N^-i  (o?  *  ?  0  ®'N^-i(  ^  »  O5  o)  •  En  effet,  pour lesN^_i  (0,0,  o) , 
on  doit  avoir  (^<^  3,  puisque  deux  h  ne  peuvent  former 
que  deux  S»;  pour  les  N^«i  (o,  u,  t'),  on  doit  avoir 
u  •+■  i'^v^  3,  ce  qui  répond  ou  à  deux  S4,  ou  k  un  seul  S4, 
ou  à  un  seul  S4  et  un  Sg^  pour  les  JN^_i  (r,  u,  1^),  r  n'étant 
pas  nul,  on  doit  avoir  r=::i,u  =  o,  i^=o,  car  on  ne 
peut  former  qu'un  couple  de  2S3. 

ni.  Formule  du  nombre  C^,,. 

i«  Part  des  C^-.,,t. 

Les  lettres  h  peuvent  porter,  dans  les  numéros  de  1  à 
'ig  qu'elles  ont  dans  la  résultante,  deux  numéros  séparés 
an  moins  par  deux  places  ]  ainsi,  un  numéro  étant  donnf 


Didtized  by  VjOOQIC 


(3oa) 
à  Tune  d^elles,  Tautre  ne  peut  en  avoir  que  217  -^  5:  on 

^qi^q  —  5)  *  j       1  » 

aura   -^-V— ' i  sysjemes  de  places.  La  part  sera 

2°  Part  desN^.i  (o,  o,  i), 

Avec  une  des  lettres  A,  on  forme  le  Sb  de  deux  maniè- 
res, et  le  second  h 

peut  occuper,  pour  chacune  de  ces  manières,  autant  de 
places  qu'il  y  a  de  lettres  en  dehors  de  St,  savoir 
ay  —  2  —  3  ou  2<jr  —  5:  aussi  chaque  tournante  de  Pes- 
pèce  considérée  en  fournit  2(2^  —  5)  à  Tespèce  cher- 
chée^ la  part  fournie  en  tournantes  sera 

.  et  en  permutations,  si  Ton  multiplie  par  21/, 

27(27  — 5)_y      .  . 

-^irp-^  V.(o,o,  i). 

3°  Part  des  N^_i(o,  o,  2). 

Avec  les  deux  h  on  a  quatre  manières  de  former  les 
doux  S|  :  la  part  sera 

^^      V.(0,0,2). 


7  —  1 


4°  Part  des  N^.,  (o,  1,0). 

Si  l'on  forme  le  S*  avec  un  seul  h 

ab^ab,,,y 

le  second  h  peut  occuper  autant  de  places,  plus  une, 
qu'il  y  a  de  lettres  en  dehors  de  S4,  2^  —  2 — 4  <>" 
29  —  6  :  on  a  ainsi  2^  -^  5  systèmes. 
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Si  on  le  forme  avec  les  deux  A,  il  y  en  a  i  de  plus. 
En  tout,  il  y  en  a  2^ —  4  •  1^  1^^^^  sera 

^^fl^N,_.(o.x,o). 

5**  Part  desN^.i(o,  i,  i). 

On  forme  S*  d'une  manière,  et  S»  de  deux.  Il  y  a  deux 
systèmes.  La  part  sera 

^N^,(o,i,i). 

6*  Part  des  N^.i  (o,  a,  o). 

On  forme  chaque  S4  d'une  manière.  La  part  sera 

^      Ny-,  (0,2,0). 


ry-I 


7<*  Part  des  N^.i(i,  0,0). 

On  forme  chaque  Sa  de  deux  manières.  La  part  sera 

^N,_.  (1.0,0). 

Si  Ton  ajoute  toutes  ces  parts  et  qu'on  multiplie  par 


7~' 
7  —  1 


9  on  a  la  formule 

Cy_,,,=:(27— 5)(y  — l)Cy..,,,4-2(2y  — 5)Ny_,(o,o,  1) 

V 

-f-4N,_,(o,o,  2)4-2(7  — 2)Ny_,(o,  1,0) 
-f-2Ny«,(o,i,i)4-N^,(o,2,o)-+-4Nç-.,(i,o,o). 

IV.  Décomposition  des  Bt,t,  des  Bg,!  et  des  B*,i. 

I**  On  a  vu  (i"  article,  IV)  que  B,,t  =  2;  on  a  une 
tournante  incomplète  à  deux  places,  abab;  elle  estde  l'es- 
pèce Nj(o,  1,0);  ainsi 

N,(o,  1,0)  =  2. 
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Cette  espèce  donne  Tcxceplion  annoncée  (I)  :  on  a  une 
seule  variété  symétrique  de  fraction  1;  car  la  permutation 
peut  commencer  à  Tune  des  quatre  lettres,  sans  changer 

2(7  P 

la  variété;  donc  i  -^— ï  =  N^(o,  i,  o),  et,  comme  7  =  2, 

Nt(o,  I,  o)  =2. 

•^«  On  a  vu  (i*^*^  article,  IV)  que  B,,,  =  !i4  =  4P3> 
Cj,,  =  6  =  Pj,  ahcabc'^  par  la  formule  on  a 

|C,,j=2N,(0,  1,  o)=:4. 

N,(i,o,o)  =  18  =  3P3,     d'où     B3.,  =  Pa  +  3P,=r4P,. 

Un  Bs^i  ne  peut  en  elT^t  contenir  un  S^\  ababcc 
est  inadmissible.  S^il  contient  un  Sg,  aba^  il  contient 
forcément  son  complémentaire,  cbc  :  on  a  une  seule  va- 
riété,afe^cJc,  symélriquedefraction  IpourlesNj  (i  ,0,0); 

d  où  Nj  (i,  o,  o)  =  — ^ ^  i  =  SPj. 

3°  On  sait  que  B4,,  =  3i  F*.  Or 

€4,8  =    7  P4  ;     par  la  formule  C4,,. 
N4  (o,  o,  I  )  =    8  P4  ;     une  seule  variété  asymétrique  abacdbcd; 

^4(0,  o,  i)  =  \.i,^V,. 
^4(0, 0,2)=    8P4;     une  seule  variété  asymétriques 6a c^/r/»rf. 
Point  de  ^4(0,  i,  o),  ni  de  ^4(0,  i,  1). 

N4 (0,2,0)=    4^*5     ""®  variété  symétrique  de  fraction  |, 

2.4P4 

ababcdcd\  ^^{o^  2,  o)= • 

•  ^ 

N4(  1,0,0)=    4P«>     ^^^  variété  symétrique  de  fraction  J, 
abad  chcd» 

iTp^. 
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V.  Abaissement  d^ordre  du  nombre  N^  (r,  ii^  v)  quand 
V  nest  pas  nul;  formule  (/',«,  v). 

L'espèce  N^  (r,  u,  vf)  coniieni  —  N^  (r,  u^  y)  tournantes  ; 

si  Ton  fait  commencer  une  tournante  à  l'un  des  v  inter- 
valles distincts  de  forme  Sbi  on  ne  comptera  que  v  des 

2g  permutations  de  la  tournante,  en  tout  —  N^  ('S  w>  ^)' 

Si  on  enlève  les  extrêmes  de  aba^  on  obtient  des  per- 
mutations d'ordre  q  —  i,  à  Taide  desquelles  on  peut  re- 
venir à  l'espèce  cherchée  \  leur  nombre  sera  le  nombre 
des  permutations  d'ordre  q^  relatives  à  /i,  et,  pour  les 
avoir  toutes,  on  multipliera  ce  nombre  par  q. 

Il  convient  d'examiner  ce  que  produit  l'enlèvement 

des  a  de  aba .  Autour  du  b  restant  peut  se  former  un  S^, 

un  Sj  ou  rien  : 

cbcb\  icabacb, 

7~r"  I     1)3 r  les  formes     j  ,  — r 
hcbc\  Ibetihac^ 

chc     par     cabac, 

i  abacbj 
bcb     par       ". — , 
—  I  ocaba. 

S'il  se  forme  unS4,ona  l'espèce  N^«,  (r,  u-*-i,  v^ — i); 
le  nombre  de  S4  a  augmenté  de  i ,  et  celui  desSs  distincts 
a  diminué  de  i .  Chacune  des  tournantes  de  cette  espèce, 
commencée  par  un  des  u  +  i  intervalles  S4,  fournit 
2(ii-f-i)  permutations  à  l'espèce  cherchée,  puisqu'on 
peut  entourer  de  deux  a  l'une  des  deux  médianes  d'un  84  : 
la  part  ainsi  fournie  est 

2.(ll-f-l) 

ou 

Il  +  f 

— -^N,_,(r,  «-|-i,p-,). 

Ann,  </«•  Mathèmtit.,  a«  série,  t.  XIV.  (Juillet  1875.)  20 


Digitized  by  VjOOQ IC 


(  3o6  ) 
S^îl  se  forme  un  Ss»  bcbet  que  sa  médiane  C  ne  fasse 
pas  partie  d'un  autre  S3,  on  a  l'espèce  N^.j  (r,  u,  i*)  ;  un 
des  Ss  distincts  a  été  remplacé  par  un  autre.  Chacune  de 
ces  tournante^,  commencée  par  un  des  1^  intervalles  dis- 
tincts Ssf  fournit  3(^  permutations  à  Fespice  cherchée; 
on  entoure  de  deux  a  Tune  des  trois  lettres  de  ces  Ss  ; 
la  part  ainsi  fournie  est 

Quand  la  médiane  de  hch  fait  partie  d'un  autre  Sa»  on 
a  l'espèce  N^«i  (r  +  i ,  «,  ^^  —  2)  ;  le  nombre  des  couples 
de  2S3  a  augmenté  de  i,  et  le  nombre  des  Ss  distincts  a 
diminué  de  2,  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  un  des  2(r  +  i)  intervalles  Sa  des  r  +  i  couples  de 
aSg,  fournit  4(''+  i)  permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  entoure  de  deux  a  l'une  des  extrêmes  b  d'un  de  ces 
Ss,  bcb,  La  part  sera 

ou 

S'il  ne  se  produit  aucun  intervalle,  on  a  l'espèce 
N^-i  (r,  M,  u  —  i)  ;  le  nombre  des  intervalles  distincts  S| 
a  diminué  de  i.  Dans  chaque  tournante,  il  y  & 
2((i  —  i)  —  6r  —  4u. —  4(^  —  0  lettres  isolées  dont  la 
semblable  n'existe  dans  aucun  des  intervalles.  Chacune 
de  ces  tournantes,  commencée  par  une  de  ces  lettres, 
fournit  2(9  —  3r —  au —  at^-hi)  permutations  à  l'es- 
pèce cherchée  ;  on  entoure  de  deux  a  cette  lettre  initiale. 
La  part  sera 

q  —  3r  —  2«  —  2P  +  I 


g-  I 


N,-.,  (r,  w,  p  — i). 
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(3o7  ) 
La  soranie    des   parts,    multipliée    par    </,    donne 

—  N^(r,  M,  u)'^  si  Ton  multiplie  tout  par -^ j  on  a  la 

formule  (r,  li,  i^) 

-f-2(rH-  i)Ny-.,(r-4-  i,w,  t^  — 2) 

-4-  (^—  3r —  2«  —  2P  -f-ljNj»,  (r,  Uyf  —  i). 

VL  Cas  particuliers  de  la  formule  (  r,  u,  i')  -^formules 
(o,  ï#,  i')  er  (o,  I,  i),   (r,  o,  !>),   (o,  o,  i^)  et  (o,  o,  i)  et 

(o,  o,  2). 

I®  La  formule  (r,  u,  i'),  pour  r  =  o,  donne  la  formule 

(o,  IX,  **) 

*lijr_ii  ]V^(o,  /i,p)  rz:  (a  -f-i}  N,_,  (o,  a  H-  I,  P  —  I) 

-f-.—  N,.,{o,  a,p)  H-  2Ny_,(i,  «,*'—  2) 

-f.  {7  —  2/4  —  2P  -4-  i)Ny-,(o,  «,  p  —  i), 

et  celle-ci  pour  1/  =  i  et  i'  =.  i  donne  la  formule  (o,  i,  1) 
relative  à  une  des  espèces  qui  forment  C^^, 

^f^  Ny{o,  I,  i)  =  2Ny-.,  (o,  2,  o) 

4-  ; N^-,  (o,  I,  i)  +  {7  —  3)  Nj_,  (o,  I,  o). 

2°  Pour  II  =  o,  elle  donne  la  formule  (r,  o,  i^) 

f 

4-2(r-4-i)N^_,(r-+-  i,o,p~  2) 

-+-(7  —  3r—  2(^4-  i)N^-,(r,  0,(^  —  1). 

20. 
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(  3o8  ) 
3"  Pour   r  z=  o  et  m  =  o,    elle   donne    la   formnle 

{0,0, u) 

îli^  N,{o,o,r)  =  N,_.(o.  .,  .  -  I) 

H Nj^i (o,  o,  p)  -j-  2Ny_,(i,  o,  p  —  2) 

-h  (y  —  2»'  -I- 1)  N,«,  (o,  o,  p  —  i), 

qui  en  comprend  deux  autres  ;  pour  1^  =  i  et  i'  =  a,  rela- 
tives à  deux  des  espèces  qui  forment  C^,t)  ^^^  formules 

(0,0,1)  et  (o,  o,  2) 

~^Ny(»>o,i)=N^«,(o,  i;,o) 

4-  ÎNy_,  (o,  o,  i)  H-  (7  —  0C,-.,„ 
car  N^_i  (o,  o,  o)  n'est  autre  chose  que  C^^i,»; 

— p-  N^ (o,  o,  a)  =  Ny_,  (o,  I ,  i)  -f-  3Ny_,  ( o,  o,  2 ) 

4-  2  Ny_,  (  I ,  o,  o)  -h  ( 7  —  3 )  Ny_,  (o,  o,  i;. 

(A  suipre») 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  (ANNÉE  1874.) 


Question  de  Mathématiques  spéciales; 

Par  m.  E.  FIOT, 
Professeur  de  Mathématiques  au  lycée  de  Sens. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales, 
on  imagine  une  conique  quelconque  c,  doublement 
tangente  à  chacune  des  coniques  données.  Trouv^er  et 
discuter  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à 
V ellipse  et  à  Vhyperbole  aux  points  oii  ces  courbes  sont 
touchées  parla  conique  c. 
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(  3o9  ) 
Principes  sur  les  coniques  bitangentes  à  une  troisième. 

Lorsque  deux  coniques  sont  bitangentes  à  une  troi- 
sième, les  cordes  de  contact  passent  par  le  point  de  con- 
cours des  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques,  cor- 
respondant aux  cordes  de  contact. 

Si  les  sécantes  sont  parallèles,  les  cordes  de  contact 
leur  sont  respectivement  parallèles. 

C'est  un  théorème  bien  connu,  résultant  de  ce  que 
toute  conique  bitangente  à  une  conique  5  =  o  a  pour 
équation 

s  —  Xa*=:0. 

Distinction  a  priori  des  différentes  parties  du  lieu 
cJierché, 

L'ellipse  et  l'hyperbole  homofocales  données  se  cou- 
pent en  quatre  points  A,  B,  C,  D  situés  aux  sommets 
d'un  rectangle  concentrique  à  ces  coniques.  Des  trois 
couples  de  sécantes  communes,  il  y  en  a  un,  (ÂC,  BD), 
concentrique  aux  deux  courbes;  les  deux  autres,  (AB, 
CD),  (AD9  BC),  sont  respectivement  parallèles  aux 
axes  OX,  OY  :  il  en  est  de  même,  dans  ces  trois  «as,  des 
cordes  de  contact. 

Premier  cas.  —  Sécantes  communes  concentriques. 

Les  équations  de  Tellipse  et  de  l'hyperbole  homofocales 
sont 

5  =  — 4-75  —  1  =  0     et      s'=i— 7-^-rf — -  —  1  =  0, 

en  supposant  a*  ]>  X  >  i*. 

Soient  y  —  mx  =  o,  j^  —  m'x  =  o  les  équations  des 
cordes  de  contact;  Téquation  de  la  conique  c  pourra  se 
mettre  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux  formes  suivantes  : 

c  =  f  —  k[Y  —  mxy^=i  o,     c:=:i  s'  —  k'  [y  —  m'xy=  o. 
Exprimons   que  ces  deux  équations  représomcm  la 
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même  conique  :  nous  aurons  les  relations 

km  z=:A'm\ 

En  éliminant  A:  et  k'  entre  ces  trois  équations,  ce  qui 
n'offre  aucune  difficulté,  on  obtient  la  relation 

mm  = -T-— — r-  5 

a'(a'  —  \) 

entre  les  coellQcients  angulaires  m,  m' des  deux  cordes 
de  contact. 

Recherche  des  équations  des  tangentes,  —  Le  dia- 
mètre de  Tellipse,  conjugué  de  la  droite  y  —  mx  =  o,  a 

pour  coefficient  angulaire —  -,  par  suite,  les  tan- 
gentes à  Tellipse,  parallèles  à  ce  diamètre,  ont  pour 
équation 
,  ,                                        b^jc    ,    b  Jb^-^n^m* 

(i)  x  = r-^— 

^  ^  û'/«  am 

On  trouve  de  même  que  les  tangentes  à  T hyperbole, 
conjurées  de  la  droite  / —  m'x  =  o,  ont  pour  équa- 
tion 

On  aura  I  équation  du  lieu  cherché  en  éliminant  m, 
m'  entre  les  équations  (i),  (2)  et 

mm'  = ) '  • 

Élimination  de  m  et  m'.  —  Je  commence  par  rendre 
rationnelles  les  équations  (i)  et  (2),  ce  qui  donne 

=  (a'^\)(b'-^\)[[a^-^\)m''-i'{b''^'k)]'. 
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puis,  dans  cette  dernière  équation,  je  remplace  m!  par 
sa  valeur 

après  réduction,  on  trouve 

{a^mx  —  b*:rY=  fl*m»(fl»—  a)  -H  b*{b^—  >)• 

On  a  donc  à  éliminer  m  entre  les  équations 

{a^mx'hb^xy  =  a^b^{a^m*'h  *»), 

{a^mx  —  byY=  a*m'{a*  -  ^)  -h  b*{b^-^  X); 

en  les  additionnant  membre  h  membre,  il  vient 

{a*m^-^b*){x'-\-y^)  =  {a*m*-^b*){a*-hb^—'k), 

équation  qui  se  dédouble  en  deux  autres  : 

a^m»4-^*=o     et     x^-hy^zna^-h  b^^'k. 

Si  Ton  ne  tient  pas  compte  des  imaginaires,  le  lieu  est, 
dans  le  premier  cas,  le  cercle  représenté  par 

a?>-*-j^»=:fl«-h^»— X     (♦); 

on  doit  avoir  X  <  a*  donc  :  à'-i-  b^  —  X  est  une  quantité 
toujours  positive,  et,  par  conséquent,  le  cercle  est  tou- 
jours réel. 

Deuxième  cas.  —  Sécantes  communes  parallèles  à 
l'axe  OX;  cordes  de  contact  aussi  parallèles  à  OX. 

Soient  j^  —  A  =  o,  j^  —  A  '  =  o  les  équations  des  cordes 
("*)  En  remplaçant  dans  réquation  s'—As=iO  rindéterminée  k  par 

il  YÎent 

donc  le  cercle  que  cette  équation  représente  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  G,  D,  communs  aux  deux  coniques  données.  (G.) 


Digitized  by  VjOOQ IC 
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de  contact,  réquation  de  la  coniqae  c  pourra  s'écrire 
sous  Tune  ou  l'autre  des  formes 

il  eu  résulte 

/i»-->  _  (^'— X)(i  — ^'^)  _  ^6__  i-^Ah' 

ces  trois  relations  peuvent  s'écrire 

b^{^a  -  X)[i  —  k'{b^^\)]^a\b^-  \)  (i  —  kb^y 

Les  deux  premières  donnent  k  et  A*'^  eu  substituant 
dans  la  troisième,  on  obtient  la  relation  qui  lie  les  pa- 
ramètres A,  h'.  On  trouve  ainsi,  sans  difficulté, 

[b^^a^)hh'  =  b^[b^  —  'k). 

Recherche  des  tangentes  correspondant  aux  cordes 
A,  h\  —  Les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  j^  —  A  =  o, 
relativement  à  l'ellipse,  sont 

Il  s'ensuit  que  le  système  des  tangentes  menées  de  ce 
point  à  l'ellipse  a  pour  équation 

(^^  (5+iï-')(*'-/'')-(.''-/')'=o. 

De  même,  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droile 
/  —  h'=  o,  par  rapport  à  l'hyperbole,  sont 
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Le  système  des  deux  tangentes  issues  de  ce  point  a 
pour  équation 

En  éliminant  h  et  h'  entre  les  équations  (3)  et  (4)  et 
la  relation 

on  aura  l'équation  du  lieu  cherché. 

Élimination.  —  Je  commence  par  élîmiuer  h'  entre 
les  deux  dernières  équations  * 

d'où 

En  simpliGant,  on  trouve  que  celte  équation,  ordonnée 
par  rapport  à  A,  devient 

En  ordonnant  de  môme  Téquation  (3),  on  a 

(6)      (ay«-+-  ô'x»)/i»—  laH^yh  —  ^«(x»—  û^)  =  o. 

L'élimination  de  la  première  puissance  de  h  entre  les 
deux  équations  (5)  et  (6)  donne 

{(b^^ay[x^^a^^\)a^~\^(a^y^+b^x^)[b'-^a^')[a'-'\)]h'^ 
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ou,  ea  siinpliûant, 

—  fl^  (tf  »  —  >  )  (  ^»  —  a')]  =  o. 

On  aperçoit  le  facteur  A*(i* — a')  —  i*,  lequel  est 
toujours  négatif,  puisque  i* —  a*  <[  o  ;  si  l'on  supprime 
ce  facteur,  il  reste  l'équation  de  la  conique 

^^^  I  *  —  ii'(a»-X)(6»-««)  =  o. 

Tel  est  le  lieu  relatif  au  second  cas. 

Taoisième  cas,  —  Sécantes  et  cordes  de  contact  pa- 
rallèles à  l'axe  OY. 

L'équation  du  lieu  cherché  se  déduit  de  T équation  (7) 
en  changeant  x  en  y  et  a  en  ^;  d'où  la  nouvelle  conique 

{yr^{2.a^b*—b*-'an)-hb*x'{b*^'k) 

Discussion  relative  aux  deux  coniques  (7)  et  (8).  — 
Posons 

2fl»A»— fl*— An  =  A,  fl'(a^— >)=zB,   flV— >)(^'— «')=C; 
^»(^a— X)=:A',  2û'^'— ^»*— an  =  B',  ^»(è'— X)(a»— ^')=C'; 


C*)  Les  équations  (7)  et  (8)  s'obtiennent  en  remplaçant  dans  Téquation 

s'  '—ks=^o  rindéterminée  h.  successivement  par  -— : — ~  et  -rr-. tj 

ce  qui  prouve  que  les  coniques  (7)  et  (8)  passent  chacune  par  les  quatre 
points  d'intersection  des  coniques  données  s  et  «'.  En  outre,  les  coor- 
données x=iO,  jr  =:+:  ^û«  —  b*  \l — I  des  foyers  imaginaires  de  TcUipse 
et  de  l'hyperbole  homofocales  s  et  s'  vériAent  l'équation  (7),  et  les 
coordonnées  x  =  ±  ^a*  —  6*,  j=o  des  foyers  réels  de  ces  même» 
courbes  5  et  s*  satisfont  à  l'équation  (8).  (G.) 
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les  équations  (7)  et  (8)  des  deux  coniques  deviendront 

hx^-h  B/»=  C,     A'jt'-i-  BV=  C. 

Or  les  hypothèses 

fl»>X,     b^<a\     >>6^ 
donnent 

fl'— \>o,     b^^a^<o,     ft>-.><o; 

ainsi  Ton  a  toujours 

B>o,     C<o,     A'<o,    C'<o. 

Toute  la  discussion  porte  sur  les  valeurs  de  A  et  de  B', 
qui  peuvent  s'écrire 

A=i.[?:^=:£.)-x].    B'=«.[*liî^^-x], 

oa 

A  =  b'(\'  —  X),     B'=  rt»(X"—  X), 

en  posant 

—  ^         j;i  ei     A  —  ^^ 

II  est  facile  de  voir  que  Ton  a  X'<;  i*  et  a*>X">  i*; 
il  en  résulte  d'abord  que  la  valeur  de  A  est  toujours  né- 
gative. Le  signe  de  B'  est  le  même  que  celui  de  la  dilTé- 
rence  V — X  des  quantités  X"  et  X,  toutes  deux  com- 
prises entre  A*  et  a*.  Lorsque  X  varie  depuis  i*  jusqu^à 

b*(7,à' b*) 

X"= ^exclusivement,  B'  est  positif,  et,  en 

mettant  en  évidence  les  signes  des  coefficients,  les  équa- 
tions des  deux  coniques  sont 

—  Ax»  +  B7-*  =  — C  hyperbole; 

—  A'jc'-h  B  >» =  —  C  hyperbole. 

Si  X  varie  de  X"  à  a*,  on  a 

B'<o; 
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et,  en  meltani  toujours  les  sîgaes  des  coefficients  en  évi- 
dence, les  équations  des  deux  coniques  sont 

—  Aar*  -h  By*  =  —  C   hyperbole; 

—  A'x»—  B'r*  =  —  c  ellipse  réelle. 

Résumé,  —  Si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  imagi- 
naires, le  lieu  se  compose  de  trois  lignes  : 

Un  cercle  réel  et  deux  autres  coniques  qui  sont  des 

hyperboles  quand  X  est  compris  entre  A*  et  -—^ — ^ h 

et  une  hyperbole  et  une  ellipse  réelle  si  X  est  compris 

nire  — i /  et  a*  (*). 


e 

a 


Note.  —  MM.  Tourrettes  et  Gambey  ont  résolu  la  même  question  au 
moyen  de  calculs  analogues  à  ceux  qui  précèdent;  M.  A.  Fabre  en  a 
donné  une  solution  géométrique  fondée  sur  les  propriétés  projecUves 
des  figures,  démontrées  dans  le  Traité  de  Poncelet. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  (ANNÉE  1874). 


Question  de  Mécanique  élémentaire i 
Par  m.  a.  TOURRETTES. 

On  donne  une  série  de  masses  pesantes  dont  les  cen- 
tres de  gravfité  sont  distribués  le  long  d'une  tige  AB  , 
mobile  autour  d'un  de  ses  points  C,  supposé  fixe.  La 
tige  est  soutenue  en  A  par  unjil  qui  passe  sur  un  point  P, 
situé  sur  la  verticale  de  C^  et  dont  l'extrémité  supporte 
un  poids  de  masse  (x  (  **  ) . 

(*)  Lorsque  1  =  —^ j '  =r,  B'=o,  et  l'équation  A'x«-+-B>'=C 

se  réduit  à  x  =dbi/-- =ii=:v^a"— ^*;   elle  représente  deux   droites 

parallèles  à  Taxe  OY,  menées  par  les  foyers  réels  de  deux  coniques 
données.  (G.) 

(•*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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On  demande  de  déterminer  et  de  discuter  les  condi- 
tions d'équilibre  du  système. 

Je  désigne  par  a,  d^  l  les  trois  côtés  CA,  CP,  PÂ  du 
triangle  ACP;  par  a,  a',  a",. . .  les  distances  des  masses 
m,  fn\  /n", .  • .  au  point  C,  ces  distances  étant  positives 
ou  négatives  suivant  qu'elles  sont  comptées  du  côté  CA 
ou  du  côté  CB;  par  mj  la  masse  de  la  tige,  et  par  a^  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  point  C;  par  d 
l'angle  PCB. 

Le  système  étant  mobile  autour  du  point  fixe  C,  la 
somme  algébrique  des  moments  des  forces  est  nulle  dans 
la  position  d'équilibre.  Donc 

//|  a  sin 9  4-  m'a!  sin 0  -+-  .  .  .  -f-  m,  a,  sin  0 

=  m  a*' sinô -h .  .  . -t- p«  sinPAC; 
mais 

.   ^        ^'   . 
sinPAC  =  y  smô. 

Substitnanlet  divisant  tous  les  termes  par  sin9,  il  vient 

l__ l^ 

m  a  -h  m'(x!  -f-  .  .  .  -h  //*,  a,  —  /w'V  —  ... 

Posant 

/na  -h.  .  .— /»V  — .  .  .  —  Ma, 

on  trouve 

Ma 

Connaissant  /,  on  aura  facilement  la  position  de  la 
tige  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Des  points  C  et  P  on  dé- 
crira deux  circonférences  avec  les  rayons  a  et  /;  les  in- 
tersections seront  les  deux  positions  d'équilibre,  symé- 
triques de  la  verticale  PC. 

Supposons  le  point  P  extérieur  au  cercle  de  rayon  a; 
les  valeurs  limites  de  /  seront  d -^  a  cl  d  —  a,  ce  qui 
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exige  que  a  satisfasse  aux  inégalités 


Si  P  est  sur  le  cercle,  on  aura 
Si  P  est  îi^térieur,  il  faudra 


M(a  — <rf)^     ^  W(a4-4j 

Quand  /  est  ^al  à  Tune  des  valeurs  limites,  la  lige 
est  verticale  :  si  rextrémilé  A  est  en  bas,  l'équilibre  est 
instable  ;  si  elle  est  en  haut,  Téquilibre  est  stable. 

Jusqu'ici  j'ai  supposé  a  positif;  si,  par  la  disposition 
ou  la  grandeur  des  masses,  le  dénominateur  de  la  valeur 
de  /est  négatif,  il  n'y  a  pas  de  position  d'équilibre  cor- 
respondante, à  moins  de  supposer  a  o\k  d  négatif.  Si  a 
est  négatif,  ce  point  d'attache  du  fil  sera  en  B;  si  J  est 
négatif,  le  point  sera  au-dessous  de  C. 

CONCOURS  D  AGRÉGATION  (ANNÉE  1871). 


Question  de  Mécanique 

(  voir  a*  s^rle,  t,  X,  p.  k^>  )  ; 

Par  m.   a.  TOURRETTES. 

Une  tige  homogène  pesante,  dont  on  néglige  les  di- 
mensions transs^ersales^  est  en  moux^ement  dans  unplan 
"vertical.  On  donne  pour  une  certaine  époque  sa  vitesse 
de  rotation  et  la  position  du  centre  instantané  de  ro- 
tation, quon  supposera  situé  sur  la  direction  même 
de  la  tige»  En  cet  instant,  la  tige  heurte  par  un  de  ses 
points,  qui  déifient  ainsi  momentanément  immobile,  un 
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obstacle  fixe.  On  ptvpose  de  déterminer  d'abord  les 
effets  du  choc,  puis  le  moui^ement  ultérieur  de  la  tige. 
On  examinera  comment  les  effets  du  choc  varient 
avec  la  position  de  l'obstacle  fixe. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  de  la  tige;  C  le  point  qui 
reçoit  le  choc;  O  le  centre  instantané  de  rotation;  x  là 
distance  GC;  a  la  distance  OG;  MXrMe  moment  d^înertie 
autour  du  centre  de  gravité;  &>,  o)'  les  vitesses  de  rota- 
tion autour  de  G  avant  et  après  le  choc  ;  (^,  u^  les  vitesses 
de  translation  du  centre  de  gravité  avant  et  après  le 
choc;  enfin,  soit  R  la  force  du  choc. 

Il  s'agit  de  déterminer  d'abord  R,  o)'  et  u\  Nous  sup- 
poserons, en  premier  lieu,  que  la  barre  est  dépourvue 
d'élasticité;  puis  nous  étudierons  le  cas  où  elle  serait 
douée  d'une  élasticité  e. 

La  rotation  autour  du  centre  de  gravité  donne  Téqua* 
tioD 

^  '  MX-» 

La  translation  du  centre  de  gravité  fournit 

(2)  p'_,  =  _^; 

d'ailleurs 

(3)  çzzzavi» 

Il  faut  encore  une  autre  équation.  Nous  la  trouverons 
en  exprimant  qu^au  moment  du  choc  le  point  C  est  im- 
mobile; or  sa  vitesse  est  i^'-f- w'x;  donc  nous  aurons 

(4)  p'H-w'a?=0. 

Eliminant  co,  |/,  ^f'  entre  ces  équations,  on  trouve 


(5)  R  =  MX'« 


X- 


x»4-  ^»' 
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puis,  au  moyen  de  (2)  et  de  (4)9  H  vient 


(6) 
(7) 


Ces  trois  équations  déterminent  les  eifets  du  choc.  Je 
les  discuterai  un  peu  plus  loin. 

Connaissant  w'  et  t^',  il  est  facile  d'avoir  le  mouve- 
ment ultérieur  de  la  tige.  Le  centre  de  gravité  G  décrit 
une  parabole,  comme  un  point  de  masse  M  lancé  avec 
la  vitesse  f/'  inclinée  de  a  sur  riiorizon.  Celte  parabole, 
si  Ton  prend  l'origine  au  centre  de  gravité  à  Tinstant 
du  choc,  a  pour  équation 

jr=z  xrauga- 


'iu'^cos^a 


Pendant  que  le  point  G  décrit  la  parabole,  la  barre 
tourne  uniformément  autour  de  ce  point  avec  la  vi- 
tesse 0)'. 

Si,  à  Tinstant  du  choc,  la  barre  est  horizontale,  le 
point  G  décrit  une  verticale,  comme  un  point  de  masse  M 
lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  initiale  1^',  pendant 
que  la  barre  tourne  uniformément  autour  du  point  G. 

Examinons  maintenant  comment  varient  les  effets  du 
choc  avec  la  position  de  Tobstacle  fixe  C.  Prenons  la  dé- 
rivée de  R  par  rapport  à  x 

— —  z=  —  M  A'o)  — : ; • 

dx  (x^-hÀ')^ 

Égalant  à  zéro  le  numérateur 

X'-h  2rt.r  —  A-'zn  o, 

nous  aurons  les  valeurs  de  x  qui  répondent  au  maximum 
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OU  au  minimum  de  B  ;  ces  valeurs  sont 


x=z  —  a±sl  à^-^i^T=  ^     ^ 


On  voit  sans  peine  que  la  première  valeur 
répond  à  un  maximum 


R':  ^^^'" 


et  la  deuxième  valeur 


X  -^  az=z  —  >j  a}-\-  k^ 
à  un  minimum 

R-=.  ^'^'^ 


7,[\!à^->r  A-'-i-  a)  ' 


mais,  si  Ton  ne  considère  que  la  valeur  absolue  de  R^, 
on  peut  dire  que  les  deux  racines  x',  x"  correspondent 
à  des  valeurs  maxima  de  R.  Le  point  D,«fournî  par  x\ 
est  un  centre  de  percussion  maximum  de  même  sens  que 
rimpulsion  primitive  R  ;  le  point  D' correspondant  à  x^^ 
et  situé  a  gauclie  du  centre  instantané,  est  aussi  un 
centre  de  percussion  maximum,  mais  de  sens  contraire 
à  rimpulsion  primitive. 

Si  Ton  appelle  /  la  distance  du  centre  de  percussion 
ordinaire  au  point  O,  on  sait  que 

^a^-^k'  =  i/^l; 
par  suite 

OD  =  vQ,     0D'  =  — v^. 

Ainsi  OD  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances du  centre  instantané  de  rotation  au  centre  de  gra- 
vité et  au  centre  de  percussion  P.  Le  point  D  est  entre  G 
et  P,  et  f  on  peut  remarquer  que  le  segment  DD'  est  di- 

Ann.  de  Matkémat.,  t.  XIV,  2«  série.  (Juillet  1875.)  21 
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visé  harmoniquement  par  G  et  P,  car 


od'=og.op. 


Si  Ton  substitue  dans  dd'  et  (^'  les  valeurs  de  x  qui 
correspondent  au  maximum,  on  trouve 


l«, 


Remarques,  —  Les  valeurs  de  tù'  et  v'  données  parles 
formules  (6)  et  (7)  s^ annulent  pour  j:  =  —  •  Cette  dis- 
tance est  celle  du  centre  de  percussion  ordinaire  P.  On 
voit  que,  quand  la  barre  rencontre  Tobstacle  fixe  parce 
point,  les  vitesses  de  rotation  et  de  translation  sont  dé- 
truites. Si  jc  =  o,  c'est-à-dire  si  la  barre  frappe  par  son 
centre  de  gravité,  R  =  M/zo),  &)'=  o),  v'=  o.  La  vitesse 
de  translation  seule  est  détruite,  et  la  rotation  est  la 
même  qu'avant  le  choc.  Si  Ton  cherche  la  valeur  de  R 

A* 
pour  a:=  —  9  on  trouve  Maco.  Ainsi  la  percussion  est 

la  même  que  quand  le  corps  frappe  par  son  centre  de 
gravité. 

Passons  au  cas  d'une  barre  élastique.  Soit  e  lo  coef- 
ficient d'élasticité. 

La  percussion  totale  est  plus  grande  que  dans  le  cas 
d'une  élasticité  nulle  dans  le  rapport  de  i  +e  à  i.  Nous 
aurons  donc 

o    zzz   = ^ -• 
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Si  l'on  cherche  les  valeurs  de  x  qui  rendent  R^  maxi- 
mum, on  trouve  les  mêmes  résultats  qu'au  cas  de  l'élas- 
ticité nulle.  Ces  valeurs  de  x^  substituées  dans  o)'^,  u^^ 
donneraient  les  vitesses  de  rotation  et  de  translation  cor- 
respondantes, et  le  problème  se  poursuivrait  sans  diffi- 
culté. 

tlIBSTIONS  DE  UGENGK  tS  SGIBHGKS  NATHiNATIOliBS 

(ANNÉE  1874). 

(ÉNONCÉS.) 


Août  1874. 


1.  On  fait  tourner  une  parabole  autour  de  la  tangente 
au  sommet;  déterminer,  sur  la  surface  de  révolution  ainsi 
engendrée,  une  ligne  telle,  qu'en  chacun  de  ses  points  la 
section  normale  de  la  surface  qui  passe  par  la  tangente  à 
la  courbe  ait  un  rajon  de  courbure  infini. 

2.  Mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit  à  axe  vertical,  et  attiré 
vers  un  point  fixe  par  une  force  proportionnelle  i  la  dis- 
tance; pression  sur  le  cylindre. 

Novembre  1874. 
1 .  Intégrer  le  système 

^  +  x/'(t)  -  y^'{e)  =  0,     ^  +  xç'(r)  +  y/'{t)  =  o. 
%  Étant  donné  le  paraboloïde  elliptique 

évaluer  l'aire  de  la  partie  de  cette  surface  qui  se  projette 
sur  le  plan  des  xj  à  l'intérieur  de  l'ellipse  —  -+-  ^  =  i . 

21. 
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3.  Un  mobile  M,  altiré  vers  uq  point  O  par  une  force 
fonction  de  la  distance,  se  meut  de  manière  qu'il  se  trouve 
constamment  sur  une  spirale  logarithmique ,  ajant  0 
pour  pôle  et  tournant  autour  de  ce  point  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  donnée  ;  quelle  est  la  loi  de  la 
force  attractive  ?  Déterminer  la  nature  la  plus  générale 
de  la  trajectoire  qu'un  mobile  peut  décrire  sous  Tîn- 
fluence  d'une  pareille  force. 

ELLIPSE  G«RSIDÈRÉE  COMME  PROJECTION  OBLIQUE  Vm 
CERCLE.  —  CONSTRUCTION  SIMPLIFIÉE  DES  AXES  D'UNI 
ELLIPSE  DONT  ON  CONNAIT  DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  ; 

Par  m.  a.  JULLIEN, 

Professeur  de  Sciences. 


1.  Soit  (y  [fig»  i)  un  cercle  placé  sur  le  plan  verti- 
cal de  projection  et  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Rappe- 
lons les  constructions  par  lesquelles  on  obtient  Tombre 
portée  d'un  tel  cercle  sur  le  plan  horizontal,  quand  on 
l'éclairé  au  moyen  de  rayons  parallèles  à  une  direction 
donnée  OOi,  CO',.  On  sait  que  cette  ombre  portée,  ou 
projection  oblique,  est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  0|, 
qui  est  tangente  à  la  ligne  de  terre  en  O,  et  qui  a  pour 
diamètres  conjugués  la  droite  OiO  et  une  parallèle  OiE 
a  la  ligne  de  terre,  égale  au  rayon  du  cercle. 

Pour  avoir  l'ombre  portée  d'un  point  quelconque  m' de 
la  circonférence,  on  peut  déterminer  la  trace  horizontale 
/Tii  du  rayon  lumineux  mm^^  wlm\  mené  par  ni  \  mais 
observons  que,  O,  P  étant  la  projection  oblique  de  la  droite 
O'P  qui  passe  par  m', le  point  m^  doit  se  trouver  sur  OiP; 
observons,  en  outre,  que  les  triangles  OiOO',  mxtnmf 
sont  semblables  comme  ayant  un    angle  égal  compris 
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entre  côtés  proportionnels,  et  que,  par  suite,  les  droites 
miTnl  et  OiQf  sont  parallèles.  Si  donc  on  prolonge  OW 

Fig.  I. 


jusqu  en  P,  et  si  Ton  joint  Oi  P,  une  parallèle  à  la  droite 
0|  (y  menée  par  le  point  m' donnera  m,  sur  Oi  P. 

2.  Chaque  système  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires du  cercle  fournit,  en  projection  oblique,  un  sys- 
tème de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  et  Ton  aura 
les  axes  de  la  courbe,  si  l'on  détermine  le  systèmedu  cercle 
qui  se  projette  suivant  deux  droites  perpendiculaires. 

Décrivons  un  cercle  {fig»  2  )  qui  passe  par  les  deux 
points  Oi,  Cy  et  qui  ait  son  centre  C  sur  la  ligne  de  terre. 
P  et  Q  étant  les  points  où  ce  cercle  et  la  ligne  de  terre  se 
rencontrent,  joignons  les  points  Oj  et  CX  aux  points  P  et 
Q.  Les  angles  PCVQ  et  POjQ  sont  droits  comme  inscrits 
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dans  une  demi-circonférence;  par  conséquent  les  axes  de 
Tellipse  sont  les  droîles  AA',  6B^  suivant  lesquelles  se 
projettent  les  diamètres  GN,  FM  du  cercle. 


3.  De  ce  qui  précède  résulte  un  moyen  facile  de  con- 
struire les  axes  d'une  ellipse  dont  on  a  deux  diamètres 
conjugués  Oi  O  et  Oi  E.  Par  le  point  O  on  mène  une  pa- 
rallèle LT  à  Oi  E  ;  on  élève  à  LT  une  perpendiculaire  00' 
égale  a  Oi  E,  et  l'on  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  sur 
LT  et  passant  par  O,  et  (y.  Les  droites  0,P  et  OiQ,  qui 
vont  du  point  O,  aux  deux  points  P  et  Q  où  le  cercle 
coupe  la  ligne  LT,  donnent  les  directions  des  axes.  Il  est 
remarquable  que  cette  construction  soit  précisément 
celle  à  laquelle  conduit  le  théorème  de  Chasles  sur  les 
segments  de  la  tangente  parallèle  à  Tun  des  diamètres 
conjugués. 
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Quant  auxiongueurs  des  axes,  elles  sedéterminentbien 
simplement  :  il  suffit  de  décrire  le  cercle  (y,  ce  qui  est 
aisé,  puisque  nous  avons  le  centre  et  le  rayon  de  ce  cercle, 
de  joindre  le  point  CV  aux  points  P  et  Q,  et  de  mener  des 
parallèles  à  la  droite  OiCy  par  les  points  où  les  droites 
ainsi  obtenues  rencontrent  la  circonférence  CV.  Ces  paral- 
lèles coupent  les  axes  en  des  points  qui  sont  les  sommets 
de  Tellipse. 

CORRESPONDANGB. 


i  •  Extrait  (Tune  lettre  de  M.  Gambey,  —  La  for- 
mule S  =  ;/  R,  que  M.  C.  Chadu  propose  de  démontrer, 
est  indiquée  comme  exercice  dans  la  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Gomberousse,  page  3i5,  n°  457.  Il 
n*y  a  de  différence  que  dans  l'énoncé  5  mais  on  sait  que  le 
triangle  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  un  triangle 
donné  et  celui  qu'on  forme  en  joignant  les  pieds  des 
hauteurs  de  ce  dernier  sont  une  seule  et  môme  chose. 

Quant  à  la  première  partie  de  la  même  question,  elle 
est  immédiatement  résolue  par  les  formules  suivantes 
faciles  à  établir  : 

p'=  h  sinA  =  A'sinB  ==.  ^"sinC, 

ou  par  celles-ci,  qui  en  sont  une  conséquence, 

^'=:asinB  sinC  =  ^sinCsinA  =  c5inA  sinB, 

et  dans  lesquelles  a,  i,  c,  A,  A',  h"  sont  les  côtés  et  les 
hauteurs  du  triangle  Â6G. 

Oserai-je,  à  mon  tour,  proposer  aux  lecteurs  des  Non- 
uelles  annales  les  questions  suivantes,  analogues  à  celles 
dont  je  viens  de  m'occuper? 

QuESTiOHS.  —  Soient  A,  B,  C,  A,  A',  A"  les  angles  et 
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les  Itauteurs  d'un  triangle  ABC  ;  ap',  /,  R'  le  périniètre 
et  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle 
ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC  ;  S 
et  S' les  surfaces  des  deux  triangles  : 

I®  Construire  ABC,  connaissant  les  angles  A,  B,  C 
et  le  rajon  /,  ou  bien  les  angles  et  la  surface  Sf. 

2**  Démontrer  les  formules 

h  h*  h'* 

S  = =  2R'/  langA  taogB  tangC. 

7.p 

%  M.  P.  Barbarin,  élève  en  Malhémaiiques  spéciales 

au  Lycée  Henri  IV,  nous  adresse  une  Note  relative  aux 

1        il 
propriétés  delà  courbe  qui  a  pour  équation  x  '  -hy  '  =/*^ . 

1°  Cette  courbe  est  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  paraboles  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires 
fixes  OX,  OY,  et  dont  les  foyers  appartiennent  à  la  cir- 
conférence décrite  du  point  de  rencontre  de  ces  deux 
droites,  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  r. 

2**  Elle  est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante /',  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  les  deux 
droites  fixes  et  rectangulaires  OX,  OY. 

3°  Elle  est  encore  le  lieu  d'un  point  d'un  cercle  rou- 
lant intérieurement,  sans  glisser,  sur  uu  cercle  de  rayon 
quadruple. 

C*est  ce  que  M.  Barbarin  démontre  par  des  calculs  et 
des  constructions  géométriques  assez  simples. 

i.  i.  i. 

On  pourrait  ajouter  que  l'équation  a:«-f-y*  =r'  re- 
présente aussi  Tenveloppe  des  ellipses  dont  les  axes  sont 
dirigés  suivant  les  mêmes  droites  OX,  OY,  et  daos  les- 
quelles la  somme  des  demi -axes  a  -f-  6  est  une  quantité 
constante  r. 

3.  Nous  avons  reçu  de  MM.  Astor,  Vasselin,  Edmond 
de  Lamaze,  de  Cuerne  et  Morel-Blanc  les  solutions  des 
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cjuestions  1161,  1162,  1165,  et  de  la  question  proposée 
au  concours  d*admissioii  à  l'Ecole  Normale  supérieure 
(aunée  1874);  ces  solutions  nous  sont  parvenues  trop 
tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en  faire  mention  dans 
le  numéro  précédent  des  Nouvelles  Annales. 

4.  M.  Goulin,  élève  au  Lycée  de  Rouen,  nous  fait 
observer  que  nous  avons  oublié  de  mentionner  sa  solu- 
tion de  la  question  1139*,  c'est  un  oubli  que  nous  nous 
empressons  de  réparer. 
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faisceaux  homographiques.  Divisions  et  faisceaux  en 
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demie  délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettcrc 
ed  Arii  di  Modeua,  e  socio  onorario  délia  R.  Accade- 
mia délie  Scieuze  di  Berlino. 

ToMR  VII  (1874). 

JuiH.  —  Sur  répoqae  et  l'auteur  du  prétendu  XV*  livre  des 
Éléments  d'EucUde.  Lettre  de  M.  Th. -H.  Martin^  Membre  de 
rinstitut,  h  D.-B.  Boncompagnî.  Extrait  du  Kitdb  al  Mobdrek 
d^Ahawl  wfa  al  Djouëini  transcrit  diaprés  le  manuscrit  191â 
du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  et 
traduit  pour  la  première  fois  en  français  par  Aristide  Marre^ 
membre  de  la  Société  asiatique  de  Paris. 

Ânnunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

JoiLLBT.  —  Intorno  alla  vita  ed  ai  lavori  di  Jndalb  di  Ne- 
groy  matemarico  ed  astronomo  genovese  del  secolo  decimo- 
quarto,  e  d*altri  matematici  c  cosmografi  genovesi.  Memoria 
di  Cornelio  de  Simoni, 

Catalogo  dei  lavori  di  Andalb  di  JSegro.  B.  Boncompagni. 

Août.  —  Intorno  a  due  sciitti  di  Kaffaele  Gualterotti^fio- 
rentino,  rclativi  alla  apparizione  di  una  nuova  Stella  neiranno 
1604.  Nota  deir  ing"  Ferdinando  Jacoli, 

Lettere  inédite  di  Raffaele  Gualterotti. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 
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Sb»tswriis.  —  NotiKÎe  storkhe  sulle  frazioni  continue  del 
secolo  decîmoterzo  al  decîmosettînoo  ;  per  Antonio  Faparo. 

OcTOBBE.  —  Noiizie  storicbe  sulle  frazioni  continue  del  se- 
colo  decîmoterzo  al  decimosettimo  ;  per  Antonio  Favaro  (  con- 
tinaaziooe). 

Annunzi  di  recenti  pubblîcazîoni. 

NovRMBBB.  —  Notizie  storiche  sulle  frazioni  continue  del 
secolo  decîmoterzo  al  decimosettimo  ;  per  Antonio  Favaro  (con- 
tinuazione). 

DÉcxMBBB.  —  Notizie  storiche  sulle  frazioni  continue  dal 
secolo  decîmoterzo  al  decimosettimo;  ^v  Antonio  Faparo  (fine). 

Paragone  di  due  metodi  per  la  determinazione  approssima- 
tiva  di  quantité  irrazionali  ;  del  Jy*  Sigismondo  Giinther,  Tra- 
duzione  dal  tedesco  del  D'*  Atfonso  Sparagna, 

AnnuQzi  di  recenti  pubbiicazioni. 

Tirages  à  part,  —  Intorno  a  due  scritti  di  Raffaele  Gualte- 
roitiy  Fiorentioo,  relativi  alla  apparîzione  di  una  nuova  Stella 
avvenuta  nell'anno  i6o4-  Nota  deU*  ingr"*  Ferdinando  Jacoli, 
professore  nella  R.  Scuola  degli  allievi  maccbinisti  di  Marina 
in  Yenezia.  (Estratto  dal  Builettinoy  tomo  VII,  agosto  1874O 

Notizie  storiche  sulle  frazioni  continue,  del  secolo  decîmo- 
terzo al  decimosettimo  ;  per  Antonio  Favaro^  professore  nella 
regia  Università  di  Padopa. 

(Estratto  dal  Bullettino^  tomo  VU,  settembre-dicembre  1874O 

Paragone  dî  duc  metodi  per  la  determinazione  approssimativa 
di  quantità  irrazionali  del  D'*  Sigismondo  Giinther^  traduzione 
dal  tedesco  del  D'*  Alfonso  Sparagna.  (Estratto  del  Bullettino^ 
tomo  VII,  dicembre  1874)* 

Borna,  lipograQa  délie  scienze  matematiche  e  (isiche,  via  lala, 
n*  211  (1875). 

I  princîpi  délia  moderna  Geonietria,  esposti  da  G.  Pebi  e 
G.  Bellagchi  (*),  professori  di  Matematiche  nell'  Istiiuto  tec- 

(•)  L'un  des  deux  auteurs  de  cet  intéressant  Ouvrage,  le  professeur 
G.  Péri,  est  mort  en  décembre  dernier.  l,es  regrets  que  ce  savant  profes- 
seur a  laissés  ont  été  éloquemmcnt  exprimés  par  son  ancien  collabora- 
teur, le  trés-honorable  M.  Bellacchi.  (G.) 
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nico  provinciale  di  Firenze^  per  dimostrare  le  proprietà  délie 
curve  e  superficie  dé  2®  gradoy  in  conformità  del  nuooi  pro- 
grammi  ufficiali^  per  gli  Instituti  tecnici  del  regno^  libri  tre, 
seguiti  da  un  Appendice  sul  poUgono  di  multipiicazione,  inal- 
zamento  a  potenza  ed  estrazione  di  radiée  dalle  linee  rette. 
i  volume  con  24  tavole,  prezzo  :  L.  9,  a5.  Pistoîa,  coi  tipi  di 
G.  Niccolai. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  142 

(Toir  i**  série,  t.  VI,  p.  i34); 

Par  m.   h.  BROCARD. 

Vn  cône  droit  du  second  degré  étant  coupé  par  un 
plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal,  concevons 
une  sphère  concentrique  au  cône  et  tangente  au  plan 
sécant:  le  plan  tangent  à  cette  sphère^  mené  perpendi- 
culairement à  taxe  du  cône,  coupe  le  plan  principal 
suiifant  une  droite  dont  la  partie  interceptée  dans  le 
cône  est  égale  au  paramètre  de  la  section  conique^ 

'  (Jacques  Beeuoulli.) 

Soient  SA,  SB  (*)  les  deux  génératrices  du  cône  situées 
dans  le  plan  principal  considéré  ;  ÂB  la  trace  du  plan 
sécant  perpendiculaire  à  ce  plan  principal  \  P  la  projec- 
tion de  S  sur  AB  \  la  droite  SP  sera  le  rayon  de  la 
sphère.  Soit  SI  le  rabattement  de  SP  sur  l'axe  du  cône; 
par  le  point  I  menons,  dans  le  plan  principal,  la  droite 
HIK  perpendiculaire  à  SI,  et  limitée  aux  génératrices 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  Ggure. 
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SA,  SB.  Il  s'agit  de  démontrer  que  HIK  est  le  paramètre 
delà  conique  d'intersection  du  cône  et  du  plan  AB. 

En  elFet,  si  Ton  désigne  par  a  TangleSAB;  par  26 
celui  du  cône,  et  par  d  la  distance  SA,  la  conique  rap- 
portée à  Taxe  ABX,  et  à  une  perpendiculaire  AY  située 
dans  le  plan  sécant,  a  pour  équation 

2<fsinasin6  sina  sinfa  +  26) 

r'  ■=. X ^ '-  x^ 

CCS  6  cos^ê 

,  2€/sinasin6  ,  ,  1        i    1  •  /^ 

ou représente  le  paramètre  de  la  conique.  Or, 

dans  le  triangle  rectangle  SIK,  on  a  IK  =  IS  tang  6  =  SP 
tangS  =  d  sina  tang 6.  La  proposition  est  donc  établie. 
Cette  remarque  simple  mérite  d*être  signalée  dans  les 
cours  de  Mathématiques  spéciales.  Elle  conduit  à  une 
construction  directe  du  paramètre,  lorsqu'on  applique  la 
méthode  de  Dandelin. 


Question  1167 

(TOir  a*  série,  t.  XIT,  p.  19a); 

Par  m.  F.  STORDEUR, 

Maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Démontrer  la  formule 

4  ,^„     I        45°      1        45« 

-  =  tang 45»  -h  -  lang-î h  y  tang^  -h 

ir  °  2  2  44 

(L.   BOURGUBT.) 

Je  circonscris  au  cercle,  de  rayon  égal  à  l'unité,  des 
polygones  réguliers  de  4?  8,. . .,  a"+"  côtés;  si  ^o,  ai,..., 
a„]  ^Q,  ^,,. . .,  p^  désignent  respectivement  les  valeurs 
des  côtés  et  des  périmètres  de  ces  polygones,  on  aura 


a.  =  2  tang45% . . . ,fl„  =  2tang 


2" 


:  2^tang45*', .  .    ,/?«  =  2''-+-Mang-^- 
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Le  nombre  rr  est,  comme  on  sait,  la  limite  de  ^  quand  tz 
croît  indéfiniment;  il  en  résulte 


—  mil  — 

2" 

Cela 

posé, 

la  formule  connue 

I 

1 

-f- 

1           a 
-ung- 

2tang^ 

tanga 

donne 

successivement 

1 

l 

I 

^45» 

2  tang  -^  ^  ^ 

I  1  1  45*» 

" 45^^  45^    -^^'^ng^r' 

7}  taog  -^  2  tang  — 
2  2 


I  I         I     45» 
45=="" — 45^-^r-''"s^' 

2"  tang  - —       2'^*  tang  — — 


additionnant  ces  n  équations,  et  observant  que 


I 


tang  45* 
il  vient 


=  taog  45% 


I  ,^^     I        45«  I        45» 

—  =  tang45<»  4-  -  tang  1-  h-.  .  .h-  _  tang^- 

2"  tang  5— 
2" 

En  faisant  croître  n  indéfiniment,  le  premier  membre 

de  cette  dernière  équation  tend   vers  -9  et  le  second 

tend  vers  la  série  convergente  de  l'énoncé*,  la  proposi- 
tion est  donc  démontrée. 
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Note.  -^  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Meyl,  ancien  officier 
d'Artillerie,  à  la  Haye;  L.-P.  de  Cuerne,  à  Liég^e;  Edmond  de  Lamaze, 
élève  des  Dominicains,  à  l'école  de  Sorrèze;  Brocard;  Morct-Blanc; 
Chadu;  Moreau;  de  Virieu. 


Question  H68 

{ f  otr  %*  série,  t.  Xin,  p.  xga  )  ; 

Pak  m.  g.  moreau, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  V équation 

En  prenant  x  pour  base  d'un  système  de  numération, 
nous  aurons  j'  =  1 1 1 1 1 .  Cherchons  donc,  pour  trouver 
la  valeur  dej^,  à  extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre 
par  le  procédé  ordinaire  : 

1 . 1 1    II   I   loa 
1 .  1 .  1 1 


2,  a,  a 


20a 


a 


o.o 

Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  i*,  le  second  est  o, 
puisque  i  ne  peut  contenir  a  ^  quant  au  troisième,  en  le 
désignant  par  a,  il  faut,  pour  que  l'opération  se  fasse 
exactement,  que  l'on  ait 

«*  =  1 1     et    20  =  11, 
et  par  suite 

a*  =  2fl  =  0: -hi,     d'où     û  =  2  et  j:  =  3. 

D*ailleurs  a:  =r  i  ne  satisfait  pas  à  Téquaiion  proposée,* 
donc  la  seule  solution  en  nombres  entiers  positifs  a  lieu 
pour  x  =  3,  et  elle  donne  j)^  =  3"4-  2  =  ii. 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard  et  Morct- 
Blanc. 
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QUESTIONS. 

H78.  Soient  P  un  point  pris  sur  l'axe  d'une  conique 
à  centre,  et  MN  une  tangente  quelconque  limitée  aux 
deux  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  de  cet  axe: 
démontrer  que  la  puissance  du  point  P,  par  rapport  à  la 
circonférence  de  diamètre  MN,  est  constante. 

(  Làisànt.) 

H79.  Soient  MN  une  tangente  quelconque  à  une  pa- 
rabole, limitée  en  M  à  la  tangente  au  sommet  et  en  N  à 
une  perpendiculaire  fixe  quelconque,  élevée  sur  l'axe  de 
la  courbe;  P  un  point  fixe  quelconque  pris  sur  cet  axe  : 
démontrer  que  la  puissance  du  point  M,  par  rapport  à  la 
circonférence  de  diamètre  NP,  est  constante. 

(LlISANT.) 

1180.  Une  pile  de  boulets  à  base  carrée  ne  contient 
un  nombre  de  boulets  égal  au  carré  d'un  nombre  entier 
que  lorsqu'elle  en  contient  24  sur  le  côté  de  la  base. 

(Enoi;ÀRn  LucAS.) 

RECTIFICATIONS. 


I  Tome  XIV,  page  76,  ligne  5,  en  remontant  : 

I  au  lieu  de  tz=z8n±i^  lisez  r  =  8/iit  3. 

»       page  239,  ligne  4>  ^n  remontant  : 

au  lieu  de  Leomare,  liset  Lamaze. 
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LIBKAinïE  DE  GAUTniER-VIUARS, 

QVXi   DCg  At:GrâTI.H'S,   S5f   A    PAII1S> 


APERÇU  HISTORIQUE 

sv%  l/tmlr.ï^E  ft  le  DÉrELOprEsiiKTiT 

ÉTHODES  EN  GÉOMÉTRIE 

IlE  CELLES  UUI  SE  ïtAPPOHTEKt  A  LA  GÈOilÊTBIE  MODEaNE. 

MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE 

sifR  Drn5  PRINCIPES  GÉNéRAl-X  DE  IJk  SOKXCE,  U  D0AUTÉ 
ET  l/»OMOr,RAPHm; 

I>AH   M,    GHASLES, 


SECONDE  ÉBmON,  CONrOHHE  A  LA  FHEWiRB 


t^  jituiî  vouift  vi*At   ^^  ^3o  ^xûSB\   1875, 

rit IX  t    S&   l-MAlOli 


[Ibr  EnetcipUiros  réserrés  aux  ^Oùprcmien  Somcripteanf  sfiitt  |>laôé»t  t't 
■fWIWî  ««  vimd  dorénavafii  à  son  prii  défiai  lif,  fixé  0  35  fraii€f . 
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pïir  M,  Sm  Reails, . 
Permitla  lions  f«?t.iîlîgncs  de   mj   Jet  Ut  i  rj^aks  deux  .- 
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Solutiâfi  d(;  lii  iHit-sium  Ue  M  jihfina  tiques  spt^ciàlc&  ^ïu^m^t  au 
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Saluttun  de  la  qutittioii  de  IMécaniqnc  clétin^nlaîrc  pmpoiée  au 

contours  d'agrégation  de  1854»  V^f  M,  Â,  TmtrrftUi,  , 
Salntion  de  la  fjtitslion  dcMccaniijue  propost-*^  ;mj  roru-f^tir- 
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Qiie?5tît)tif  de  liceîïcr  èâ  science-*  maiIlènîatîï]lleî^  [i%nn^v  ib^  , 
Ellipse  fotmdierée  roirim**  prpjcciîon  obliqîjcd'nn  cercle.  —  l-.:. 

6truction  »impli(iée  des  axes  d'iino  dllpse  d<me  oti  rannali  ilcu  . 

diamètres  conjiigés;  par  M,  J^  Jullirn 

CorrespondaTire 

Fil  b  t i  CA  imn^  r écen  tas . 

Bibliographie  étrangère 

Solution  de  ta  <]uesïion  143;  par  M.  H,  Brocard.  . . . 
Sutuljon  de  la  cprt?stion  1167J  pur  M.  F.  Staréeur,^  . 
SoUiHan  de  h  question  1168;  par  M,  C\  Mortûu 

Question». . , . 

Rectilicalions 


Liominii  DE  GADTHIER-VLLLARS,  qcai  m%  Kmmxin%^  55- 

CâHOÏÏBS  1  auguste),  Membre  de  TAcadémio  û^%  Sciences.  —  Tnat^  1 
Cliimifi  générale  éléiQenUire.  m 

aiIMUi  ïNOnriANlQUB,  Umm  profeumà  rÊraiif  CmimUp  d^Mi 
ct}^     :'  :  furrs,  3"  édition,  x  vûlumesin-ïS  jé^u»  ,i 
ê  ,  1 874  .   (  Autorisé  par  rkUiy/on  mimstff 

tUia<iuri  ,  • -■■       -'  ='-~-'-"--\\.. ,,, 

cirmiK»  ,f^  à  rÉmk  ;  , 

Chaque  \oluïiio  80  vend  stijinrémeul. ..*....•!•..,      §  Ir/ 

r irli. -  lin $irl J33 irit  4*  OAUTIUËIt  Tf f Î^Atl^ «ail  4«f  I QfialtMutt. 


(Oeumirmcr  Série*)—  Août  JB75« 


NOUVELLKS  ANNALES 


DF 


ATHÉMATIQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

\}1X   ÉCOLES  POLVTECJINÎOIJE  ET  NUU.HAi,h 
Paji  «m.  GF.RONO. 


Cw.  BRISSE, 

tint  â  Càhetn  r«LfT«<;»3itott* 


DEUXIÈME   SÉRIE 

TOilE  QUATORZIÈME 


LfiUCATlON  rO!«l>KS  E.'H  l84a  PAH  MU.  CBBOiSO  ET  leiU^tiEH. 


AOUT  1875. 


â'adrtiier,  pour  Ia  rédaction,  à  H.  CrEEOÎÎÛ,  rut»  d'Infor*  Si, 
ou  4  M,  BEISSE,  ru«  d'Ëmtar,  22. 


PARIS, 

r;\UTH!KR-VILLARS.  IMPRIMEUR-LIRRAIRE 


:     H  DE  W  41X^1. 

1875 


OLYTKtimtQlîlt, 


^!g!tîzëffi^5T5^0'?l^ 


IJBRAIRIB  DE   GAOTHtEl^-VRtARS 


MILVELLEX  AX\UES  DE  iL\TliL^\iXiaN. 


kPS      KCQXiKSI      FOXi¥TSÇUSfi^Un      ET       T^  On^WS^AI^Wl 


^.   t., 


PttlilteftUoti    fd»d^    en    1S4  3     p^r    Mm,     Gtïtxmo    et    T«rqp« 


fonnt*nl  p;ir  m  un  vuliime  in*»  di»  36  faulllâfi,  av^o  fi- 
Ou  ud  peut  B'abotiTitfr  qim  pour  rantiéu  «tiUère. 

pCiX   pour   Jt"^   JtiAr^    p;M,^.    ^É>   lri*nvn»if    j^nri'^f,:.  i 

Parti 

Dfïpttrltimonini^t  àitfuriii .  ♦*♦.,*** *..........      l  ^ 

Allfsmagiiis ,   AtiglcU'rr#,   l^f'îstmnç .    ri^rafTTie  ,   tlntîiî,   tittcni- 


onlri  lift  M*  Gnnllilvr-Vitfcsfm, 
XVi  k  XX^fÊ&i  0t  i»7-ffK34}  «V  ftn  ittiiloiM  p^ 
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PIUDTATIONS  BEGTIU6NES  BB  39  LBTTBR8  ÉGALES  NUI 
A  iBUX,  on  TROIS  LBTTBBS  GONSfiCliTnrBS  SONT  TOUOIIRS 
BISTINGTBS 

(f  ol'r  mAme  tome,  p.  199)  ; 

Pae  m.  vachette, 

CoDseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise). 


Vn.  Abaissement  d'ordre  du  nombre  N^(r,  u,  o), 
quand  u  n'est  pas  nul. 

L'espèce  N^(r,  ii,  o)  contient  —  N^(''>  w»  o)  tour- 
nantes;  si  Ton  commence  une  tournante  par  un  des  u 
intervalles  S4,  on  comptera  —  N^('S  ^h  ^)  permutations. 

Autour  d'un  S4,  ahah^  que  Ton  enlève,  il  peut  se  pro- 
duire : 

i^  Un  S4  ou  un  assemblage  équivalent  de  quatre 
lettres 


ifeabobfe 
jeababvj\ 

l'assemblage  /er/*  équivaut  à  un  S»,  car  il  n'existe  plus 
de  lettres  pareilles  à  e  et  y  dans  le  reste  de  la  permuta- 
tion ; 

a«  Un  S, 

ie  abnbfii 
rj  nbnn  <?  ; 

Ann,  de  Afathém,,  a«  série,  t.  XIV.  (Août  1875.)  22 
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3**  Un  assemblage  irrégulier  de  trois  lettres 

eef  \  {  e  ahah  ef 

"T*  [  par  les  fomies  réciproques  {     r"T — , 
fee   J  *^  (  'f^'^^^^f 

4^  Aucan  iotervalle  nouveau. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas,  la  lettre/ne  fait 
plus  partie  d'aucun  autre  intervalle;  car  elle  appartien- 
drait à  un  S%  n'ayant  point  son  complémentaire,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse  (^  =  o. 

Pour  le  premier,  le  deuxième  et  le  quatrième  cas, 
on  enlève  S^  et  l'on  abaisse  ainsi  à  l'ordre  q  —  a;  le 
nombre  de  permutations  relatives  à  a  et  i,  ainsi  compté, 
devra  être  multiplié  par  q[q  — 1)5  car  il  y  a  ^(^ — i) 
manières  de  faire  un  S^avec  deux  des  q  lettres  distinctes. 

Dans  le  premier  cas,  on  obtient  Tespèce  N^.i(r,  u,  0]; 
un  S4  est  remplacé  par  un  autre.  Chacune  des  tournantes 
de  cette  espèce,  commencée  par  un  des  u  intervalles  S«, 
fournit  au  permutations  à  l'espèce  cherchée,  si  Ton 
place  ahah  au  milieu  de  cet  S4  dont  on  alterne  ou  non 
les  deux  dernières  lettres.  La  part  sera 


2(^—2) 

Dans  le  deuxième  cas ,  on  obtien  t  N^^i  (  r,  i<  —  i ,  i  ) .  Le 
nombre  desS4  a  diminué  de  i ,  et  l'on  a  obtenu  un  nouvel 
Ss  sans  son  complémentaire.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  cet  Sa,  fournit  deux  permutations  i  l'es- 
pèce cherchée  \  car  on  peut  placer  ahah  de  deux  manières 
dans  cet  Sg.  La  part  sera 

— — * N«-2  V,  M  —  I,  i). 

Dans  le  quatrième  cas,  on  obtient  N^-i(/\  u — 1,0); 
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le  nombre  des  S4  a  diminué  de  i.  II  reste 

29  —  4  —  4'"  —  3(tt  —  1) 

lettres,  ou  isolées,  ou  initiales  d*un  des  intervalles.  Cha- 
cune des  tournantes  commencée  par  une  de  ces  lettres 
fournit  iq  —  ^r  —  3i/  —  1  permutations  à  Tespèce cher- 
chée, en  plaçant  abab  devant  cette  lettre.  La  part  sera 

2<7  — 4'-— 3«  — I  „      .  . 

— ; N-_,/^r,  a  —  I,  o). 

La  somme  de  ces  trois  parts,  multipliée  par  q{q  —  i), 
sera 

^JZàj  [2«N,-,(r,  «,  o)  -f-  iN^-,(r,  «  -  i.  i) 

4-  (27  —  4''—  3«—  i)Nç-.,(r,  u  —  I,  o)]. 

Dans  le  troisième  cas,  celui  des  figures  réciproques 
eabnhef^feababe^  on  enlève  eababe^  et  l'on  abaisse 
à  Tordre^ — 3;  le  nombre  des  permutations  relatives  aux 
trois  lettres  a,  &,  «,  ainsi  compté,  devra  être  multiplié 
parfis  —  i)[q —  2),  car  il  7  a  ^(^ — \)[q — 2)  manières 
de  former  une  séquence  e  abab  e  avec  trois  des  q  lettres 
distinctes.  Or  on  obtient  ainsi,  dans  Tordre  q  —  3,  des 
espèces  composées,  quant  aux  intervalles,  de  la  même 
manière  que  les  permutations  d'ordre  q  —  2,  fournies  par 
une  des  deux  figures  du  premier  cas  et  par  celles  du 
deuxième  et  du  quatrième  cas.  La  part  sera  donc,  en 
changeant  q  enq —  i  dans  la  somme  précédente,  multi- 
pliée par  q{q  —  i){q —  2)  au  lieu  de  q{q  —  i),  et  en 
divisant  par  2  le  premier  terme  de  la  parenthèse,  car, 
ea6a&e  placé  au  milieu  d*un  S4,  fgfg^  ne  devra  donner 

22, 
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que  la  seule  ûgare  fgeababefg^  et  jamais  la  figure 
gfeababefg^ 

-h(27— 4r^3a— 3)N^,(r,«  — 1,0)]. 
Si  Ton  ajoute  les  deux  sommes,  on  obtient 

^N,(r,«,o); 
divisant  tout  par  q{g  —  i),  on  a  la  formule  [rjU^  o) 

— N-(r,  «,  o) 

-h  (a^  —  4r—  3a  —  1  )N,_a(r,  u  —  i,o)] 
-f- -r-^^^^-ôT [    «N^-,{r,  a,o)-»-2Ny-,(r,tt  — i,i) 

4-  (27  ^  4r  —  3a  —  3)N,-,(o,  «  —  1,0)]. 

Vin.  Cas  particuliers  de  la  formule  précédente. 
Si  l'on  y  fait  r  ==  o,  on  obtient  la  formule  (o,  u,  o) 

u 

— r; N^  (o,  a,  o) 

=  —. :  [2aN,_,(o,  a,  o)  -f-  2Nç_,(o,  w  —  1,  i) 

2(</  2j 

+  (2^  — 3tt—  i)Ny-,(o,a  — 1,0)] 
-f-  J^\,  [2aN^3{o,  a,  o)  4-  2N,.,(o,  a  -  ï,i) 
+  (27  —  3a  —  3)N,-a(o,  a  —  1,0)]. 

Elle  en  comprend  deux  autres,  pour  a  =  1  et  a  =  2» 
relatives  à  deux  des  espèces  que  forment  C^,,  ;  ce  sont 
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les  formules  (o,  i ,  o)  et  (o,  a,  o) 

=  C,-,,,  4- --^  [N^_,(o,  1 ,  o ) -t- N,-,(o,  o,  I  )  ] 
-hf^  — 2)C^,,,+  ^f^)  [V3(Oi  ^o)'-^  2N^3(0,0,  i)], 

=  — It^  Un^-,(o,  2,  o)  -+-  N^,(o,  1,  i) 
4-  ~|  I  V3(o,  a,  o)  -f-  N,-.,(o,  I,  i) 

Remarques.  —  i®  La  formule  (o,  i,o)  ne  peut  s'ap- 
pliquer qu'à  partir  de  ^  =  6. 

On  trouve  directement  (IV),  N,(o,  i,  o)  =  2. 

Il  n'y  a  ni  Nj(o,  1,0),  ni  N*(o,  i,  o);  car  dans  le  pre- 
mier cas  abah  entraîne  ahab  cc^  et  dans  le  deuxième  cas 
abab  cdcd. 

Pour  Ng(o,  I,  o),  il  ne  faut  prendre  dans  la  formule 
que  le  premier  terme 

g^N»(o,  i,o)  =  C,,=  P„     d'où     N»(o,  i,o)  =  ioP,; 

les  autres  termes  de  la  formule  n'existent  point,  à  l'ex- 
ception du  terme  N,  (o,  i,  o)  qui  ne  peut  rien  fournir; 
car  si  l'on  place  ea^aie  au  milieu  de  crfc^,  on  obtient 
cdeababecd  ou  eababe  cdcd  de  l'espèce  N5(o,  2,  o). 
Ce  résultat  se  vériGe  directement;  on  a  la  seule  variété 
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asymétrique  abnb  cdecde  ;  donc 

N4{o,  i,o)  =  i.A.SPft* 

a®  La  formule  (o,  a,  o)  ne  peut  aussi  s'appliquer  qa*a 
partir  de  ^  =  6.  Il  ne  peut  y  avoir  de  permutations  de 
cette  espèce  qu'à  partir  de  ^  =r  4. 

Pour  9  =  4)  la  formule  contient  le  seul  terme  Nt  (o,  1 ,0). 
Or  avec  efef  on  peut  placer  abab  de  deux  manières, 
soit  avant  un  e,  soit  avant  un/*,  pour  obtenir  deux  S«, 
tandis  qu'en  général  on  ne  le  place  que  d'une  seule;  en 
outre,  la  tournante  Ns(o,  i,  o)  est  incomplète  et  ne  con- 
tient que  deux  permutations  au  lieu  de  quatre;  il  ftul 
donc  multiplier  par  4  le  résultat  que  donne  la  formule; 
or  elle  donne  ~jN4(o,  2,  o)  =|Ni(o,  i,  o)  =7,  et  Ton 
prendra  N4(o,  a,  o)  =  48.2  =  4P*  trouvé  directement 
(IV). 

Pour  ^  =  5,  laformule  contientleseul  termeNs  (0,1,0). 
Or  avec  efef  on  peut  placer  ca&  aie  de  deux  manières 
au  lieu  d'une,  et  l'autre  raison  subsiste  encore  :  il  faut 
multiplier  par  4  ;  or  la  formule  donne 

7i^N,(o,  2,  o)  =  f  N,(o,  I ,  O )  =  \^ 

et  l'on  prendra  Ns  (o,  2 ,  o)  =  1 00 . 6  =  5  Pg.  On  le  vérifie 
directement  ;  il  n'y  a  qu'une  seule  variété,  symétrique  de 
fraction  7,  abab  e  cdcd e ;  donc 

N»(o,  2,0)=  I.2.5P5.7=5Ps. 

Pour  ^  =:±  6,  on  obtient 

^g-g  N.(o,  2,  o)  =  -J^.  2N4(o,  2,  o)  =  2P4, 
d'où 

îî,(o,  2,  o)  =  I2P«. 
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On  le  vérifie,  il  ne  peui  exister  que  les  deux  variétés  sui- 
vantes, symétriques  de  fraction  7, 

abah  \  cf     cdcd  1  ef  1 
\cf  \fe\ 

et 

N«(o,  2,  o)  =  2.2.6Pa.|==I2P«. 

IX.  Abaissement  d^ordre  du  nombre  Ny(ry  o,  o,  ); 
cas  particulier. 

L'espèce  N^  (/•,  o,  o )  contient  —  N^  (r,  o,  o)  tournantes, 

et  si  Ton  commence  une  des  tournantes  par  un  des  ar  in- 

tervalles  Ss,  on  comptera  -  N^(r,  o,  o)  permutations. 

Si  Ton  enlève  les  extrêmes  d'un  des  St,  les  deux  a  de 
aba^  autour  de  6,  il  peut  se  former  un  S49  un  S«,  ou  rien  : 


bcbc\ 

"7~7 1     par  les  formes  réciproques 


aba  ebc  ^ 
cbc  aba 


dbd  par  la  forme  daha  d  (et  dans  ce  cas  il  existe  un  Ss 
complémentaire  dedbd^  cbc  par  exemple). 

On  multipliera  par  q  le  nombre  de  permutations  ainsi 
compté  relativement  à  a. 

S'il  se  forme  un  S4,  on  a  l'espèce  N^.i  (r  —  i ,  i ,  o )  ;  le 
nombre  des  couples  de  St  complémentaires  a  diminué 
de  I,  et  il  s'est  formé  un  S4.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  S4,  donne  deux  permutations  à  l'espèce 
cherchée  si  Ton  entoure  de  deux  a  l'une  des  extrêmes  de 
S4.  La  part  sera 

N,_,(r— i,i,o)     ou     -N^_,(r  — 1,1,0). 


S'il  se  forme  un  Sj,  on  a  l'espèce  N,,_i  (r.o,  o)  ;  le  Sj 
enlevé  est  remplacé  par  un  autre  de  même  médiane. 
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Chacnoc  de  ces  tournantes,  commencée  par  un  des  sria* 
tervalles  Ss,  fournit  2 r permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  entoure  de  deuxa  l'une  des  médianes  de  ces  Sf  La  part 

sera 

2/"  r 

;Ng-,(r,o,o)     ou      --N^_,(r,  o,  o); 


sinon,  on  a  Tespèce  N^-i(r  — 1,0,  i);  le  nombre  de» 
couples  de  2S^  a  diminué  de  i,  et  il  s'est  formé  un  S» 
distinct.  Chaque  tournante,  commencée  par  le  S»  dis- 
tinct,  fournit  une  permutation  à  l'espèce  cherchée;  on 
entoure  de  deux  a  la  lettre  h  isolée,  semblable  à  la  mé- 
diane du  S3  distinct.  La  part  sera 


;N^,(r  — 1,0,  1). 


2(^  —  1; 
Si  Ton  ajoute  les  trois  parts,  et  qu'on  multiplie  par  f , 

on  obtient  -  N^(r,  o,  o)  ;  multipliant  par »  on  a  la 

formule  (r.  o,  o) 

-f-rN^,(r,o,o)-»-^N,-,(r  — 1,0,1). 

Cette  formule,  pour  /•  =  i,   comprend  la  formule 
(1,0,0),  relative  à  l'une  des  espèces  qui  forment  C^,j 

?-^  N,(  1  ,  o,  o)  =  Pï^«,  (o,  1 ,  o) 

4-  Ny.,(i,  0,0)  -|-ïN^i(o,  o,  i). 

Elle  ne  peut  s'appliquer  à  ^  =  3,  on  a  trouvé  directe- 
ment (IV) 

N5(i,o,o)  =  3P3=i8. 

Or  elle  donnerait 

•tN»(i,o,o)=;N2(o,  i,o):r=  2,     d'où     N,(o,  i,o)=9f 
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c'est  que  la  lournaiitedeN|(o,  i,  o),  ai  aA  est  incomplète 

à  deux  permutations  au  lieu  de  quatre;  le  résultat  de  la 

formule  doit  être  multiplié  par  a. 

Pour  ^  =  4j  on  trouve 

TÎjN4(i,o,o)=N,(i,o,o)  =  3P„ 
d^où 

N4(i,o,o)  =  4P,{lV). 

X.  Calcul  dù'ect  de  ]!s,»,(o,  o,  ^)^  Ni,(o,  u,  o)  et 
Nirir,  o,  o). 

I  ^  Une  permutation  de  l'espèce  N,^  (o,  o,  %^)  peut  avoir, 
relativement  à  la  médiane  b  de  l'un  des  i^  intervalles  S^, 
les  quatre  formes  suivantes  : 

aba  fcdc  bd  efe , 
ba  fcdc  bd  efe  a , 
nf  cdcbdcfe  ab  ^ 
bd  efe  aba  fcdc  ^ 

selon  que  Tintervalle  aba  est  initial,  ou  coupé  aux 
extrêmes,  ou  que  la  deuxième  lettre  b  (semblable  à  la 
médiane)  commence  la  permutation.  Si  Ton  suppose 
chaque  Sa  condensé  en  sa  médiane,  on  obtient  une  B^^^t^ 
[voir  le  premier  article,  I),  car  la  lettre  isolée  6,  séparée 
de  la  médiane  b  par  deux  lettres  au  moins  dans  la  per- 
mutation primitive,  en  est  séparée  par  une  lettre  au 
moins  dans  la  permutation  résultante. 

Chacune  de  ces  B^,,  contient  i^  des  2  lettres  distinctes 
d'une  N,^-,  pour  reproduire  les  Ns^,  il  faut  entourer  Tune 
des  deux  lettres  d'un  des  ^  couples  de  lettres  d'une  B^,t 
avec  un  des  v  autres  couples  qui  ont  été  éliminés  \  on  peut 
le  faire  de  deux  manières  pour  chacun  des  i^  —  i  couples 
de  la  By,5i  qui  n'a  point  sa  lettre  en  tête  de  la  permutation 
et  de  quatre  manières  pour  l'autre  couple,  eu  égard  aux 
quatre  formes  examinées  plus  haut;  ainsi,  avec  l'un  de 
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arrangements  d'espèce  A^^,^  des  t^  couples  qui  ferment, 
on  obtient,  pour  une  des  B„,,,  2*^^  permutations;  pour 
tous  les  arrangements,  on  en  a  a*"**^  At^,^,  ei  pour  tonles 
les  B^,t9  on  a  la  formule  (at^) 

Nv(0,  O,  P)  =  2'^-'  A2r,rB,.,. 

Si  i'  =  a, 

N4(o,o,  2)=:2»A4,,B,,,=  a».4.3.2  =  8P4, 

comme  on  Ta  vérifié  (IV), 
Sii^  =  3, 

N,(o,o,3)  =  2<A,,,B3,4=2\6.5.4.4P,==64P,. 
2^  Soit,  pouru=:5,  une  des  tournantes  deTespèce 

Nta  (o,  tt,  o) 

abab  cdcd  efefgh  gh  iAîA- . 

n  n'y  a  que  cette  variété,  symétrique  de  fraction  -5  donc 

Nf» (o,  II,  o )  =  -  4 wPju f  et  Ton  a  la  formule  (au) 

N,„(o,  ii,o)  =  4P,. 
et,  si  u  =  3, 

N,{o,  3,o)  =  4P,; 

3°  Soît,  pour  r  =  3,  une  des  tournantes  de  l'espèce 
N,^(r,o,  o) 

aba  ccc  dedfîtfgbg  ihi . 

Si  Ton  condense  chaque  Sg  en  une  de  ses  lettres  extrêmes, 
on  obtient 

acdfgî^ 

une  des  permutations  de  l'espèce  A  8r,«i>  ou  l'un  des  arran- 
gements de  3  r  lettres  distinctes,  prises  ara  ar. 

Pour  revenir  des  A 9^,,^  aux  Ng^,  il  faut  doubler  cha- 
cune des  a riettres distinctes  d'une  AsrjirCt  intercaler  nne 
des  r  autres  lettres  distinctes  entre  chacun  des  binaires 
ainsi  formés.  Ces  r  lettres,  rangées  dans  un  des  ordres 
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possibles,  forment  une  permutaiion  d*espècc  P^  :  la  pre* 
mière  lettre  de  cette  Pp  occupant  la  première  place  va- 
cante dans  la  permutation  Air,tr  binarisée,  sa  semblable 
occupe  une  des  ar — i  autres  places;  la  deuxième  lettre 
occupant  la  première  place  laissée  vacante,  sa  semblable 
occupe  une  des  ar  — ^3  autres  places;  la  troisième  lettre 
occupant  la  première  place  laissée  vacante,  sa  semblable 
occupe  une  des  ar  —  5  autres  places,  et  ainsi  de  suite  :  la 
dernière  lettre  distincte  et  sa  semblable  occupent  les  deux 
seules  places  restées  vacantes.  Pour  chacune  des  Asr,9r9 
on  obtient 

i.3.5...(2r  — i)P,A3r,ar  =  1.3.5... (2r  —  i)P3,; 

mais,  comme  le  premier  intervalle  qui  commence  la  per- 
mutation peut  la  commencer  par  Tune  de  ses  trois  lettres, 
il  faut  multiplier  par  3  le  nombre  précédent,  et  Ton  a  la 
formule  (3r) 

N3r('*>o,  o)=:3.i.3.5. .  .(ar  — i)P8„ 

Pourr=i Na(ï,o,o)  =  3P3  (IV), 

Pourra  2 N.(2,  o,  o)  =  gPfi. 

XI.  Calculs  depuis  q  =  S  jusqu'à  7  ^=  7. 

i^  Décomposition  des  Bs^t,  on  a  trouvé  6s,î  =  apS  P|. 
Formule. 

C,,. Cm=  689, 

(0,0,1) Ns(o,  o,  i)  =  100 

(o,  o,  2) 1^4(0,  o,  2)  ==  60 

(o,  I,  o)   (voir  VIll) Nfc{o,  i,  o)  =  10 

(o,  ï,i) W»(o,  i,i)=  20 

(0,2,0)   (îwVVIIi) ,.     N5(o,2,o)=     5 

(1,0,0) Nj(l,0,0)=:     10 

(r,  O,  I»)  ponrrnr  I,  p  =  I  el  7  =  5. . .     Ns(i,o,  1)=    lo 
(r,  «,o)  pourra  ï,  w  11=  I  et  7  =  5. . .     Ni(i,i,o)=    10 

On  vérifie 293  P* 
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2^  Décomposition  des  Be^s  ;  on  a  trouvé  Be^s  =  33a6P6. 

Formule. 

c,,, c..,=  837P. 

(0,0,1) Nfi(o,o,  1)==  1200 

(o,  o,  a) N,  (o,  o,  2)  =  624 

(2,*') N.(o,o,3)=  64 

(o,  I,  o) Nfi(o,  I,  o)  =  120 

K  I,  1) Nfifo,  I,  i)  =  168 

(o,  a,  if)  pour  a  =  I,  1*  =  a  et  7  =  6.  Ng(o,  i,  2)  =  48 

(o,.2,  o) N«;o,  2, 0)=  12 

(o,  tt,p)  pour  «  =  2,  »•  =  !  et^  =6..  Ne(o,  2,  i)=  12 

(a«) ; N.(o,3,o)=  4 

(«,o,  o) ". N,(i,o,o)=  84 

(r,o,p)  pourr=i,«'=z:i  et7  =  6.    .  N«(i,o,i)=  108 

{r,«,o)  ponrr=i,*i=:i  617  =  6. . .  N,(i,i,o)=  36 

(3r) N,(2,  o,  o)  =  9 

OnTérifie 3326  P, 

3°  Décomposition  des  87,1  ;  on  a  trouvé  B7,t  =  44 1 89 P7. 
Formule. 
C,,, C,,t=ii863P, 

(0,0,1) N,  (0,0,1)  =  16198 

(0,0,2) K,(o,o,2)=  8176 

(o,o,3) N7(o,o,3)=:  1400 

(0,1,0) N,(o,  i,o)=  j386 

(0,1,1) N,(o,  1,1)  =  1764 

{OfU^p)  pour  a  =  1,  «'  =  2  et  7  =  7,. .  N7(o,  1,2)=     672 

(0,2,0) N7(o,2,o)=       98 

(o, «,•»)  pour  «  =  2,  i»=  I  et^  =  7.. .  N7(o,2,i)=     126 

(o,u,o)  pour  11=:  3  et  7  =  7 N,(o,3,o)=:       i4 

(1,0,0) N,(!,o,o)=:     938 

(r,o,o)  pour  r=:  I,  P  =  I  et  7  =  7, . .  N7(i,o, i)=  io5o 

(r,o,o)  pour  r=  I  et  <'=  2 N7(  1,0,2)=     168 

(r,ii,o)  pourr=  i,a  =  1  el7=  7. . .  N7(i,i,o)=     168 

[r^ttyif)  pourr=i,tf=i,y=:iet7=7.  ^,(1,1,1)=       84 

(r,«,o)  pour  r=ri.  Il  =  2  et  7  =  7.. ,  N7(i,2,o)=       21 

(r, o, o)  pour  r  =  2  et  7  :=  7 N, (2, o, o)  =       63 

On  vcrifio   ....     44'89P) 
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THÉORÈME  D'ALGfiBREs 

pa&  m.  de  virieu. 

Professeur  à  Lyon. 


A  la  page  i44  du  tome  IX  des  Nouvelles  Annales 
(i"  série),  se  trouve  une  Note  ainsi  conçue  : 
Comment  démontrer  que 


X —  I      .r* —  I  JcP  —  1 

est  une  fonction  entière  de  x^m  et  p  étant  des  entiers 
positifs  dont  le  premier  n^est  pas  inférieur  au  second. 

1 .  Posons,  b  étant  un  entier  positif, 

F  («,  z,  m,  6)  =  (i-h  »)  (H-  2x*). .  .(i  ^  zxC- 04). 

F  (x,  z^  m,  b)  est  une  fontion  entière  de  x  et  de  z  et  du 
degré  m  par  rapport  à  celle-ci  ;  on  peut  poser 

(A)        (l-+-»)ll-+-M:*)...(i-+-aa:('»-0*)  =  2(x^ïP). 

2.  On  a  Xo  =  I .  Dans  Thypothèsè  i  <  /?  ^  m,  x^  est  une 
fonction  entière  de  x,  et,  comme  elle  est  la  somme  de 
produits  dont  chacun  contient  p  facteurs  égaux  à  des 
termes  différents  de  la  série 

X  ,        X",        X     ,  .  .  .  ,        X\  '   j 

le  terme  le  moins  élevé  de  x^  est  de  degré  égal  à 

o -f- ^ -t-2^ -+-..  .4- (p— 0^     ou -b; 

I      a 
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donc  ■—— —  est  une  fonction  entière  de  x. 


3.  Dans  Fidentité  (  Â),  remplaçons  z  par  zyf 

p=so 
d'OQ 

(B)   (1+ z) 2  (',*^»') =(!+««-*)  2  ('i-")» 

d'où,  i5p<iii, 

(C)  xP^Xp-h  x(/»-0* x^,  =  o?^  -h  af^  j?^,. 

4.  L'identité  G  donne  les  identités  suivantes  : 


vp  =  x(/^«)*  : 


^/**-l    '/-•» 


multipliant  membre  à  membre, 
posant  p  =  1  et  remplaçant  r  par  p, 


£:ifflA         a:*—!        xP^—i  x^P—i 

X    '     « 

Or,  en  vertu  du  n^  â,  le  premier  membre  de  ceue 
égalité  est  une  fonction  entière  de  x  :  il  en  est  donc  de 
même  du  second.  c.  q.  f.  d 
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RBGTmCATION 

PàA  M.  J.  DE  VmiEU» 

Professeur  à  Lyon. 

1 .  A  la  page  433  du  tome  XYIII  des  Nou^felles  An- 
nales,  on  trouve  (ligne  3,  en  remontant)  une  fonnule 
qui,  en  tenant  compte  d'une  faute  d'impression  signalée 
par  Tauteur  page  46 1,  peut,  ce  nous  semble,  être  écrite 
ainsi  qu'il  suit  : 

Cette  formule  parait  inexacte. 

2.  L'identité 


donne 


hz=:m 


Vl'       ,,t    (aw4-i)-      Il     »=t 

■  '    -yll-iV^ ^-^ 1 

^L         '  (A)'(2»«  — A)'J 

OU  bien 

/i=m  \ 

yTr-ii^) [^ 1 

h  =  i  I 

2[<  -)'*|s^] =i-2[.-)',_,,;::i,_,,]  ' 


*  =  *»  -  1  A 
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d'où 


A  =  o 

et  enfin 

A  =  m 


NOTE  SUR  LES  CENTRES  DE  GRAVITÉ  DBS  SURFACES 
ET  DES  miIHES  DE  RÉVOLVTIOII; 

PAa  M.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Soit  ÂB  une  courbe  plane  quelconque  ;  en  toarnant 
autour  d'un  axe  z  situé  dans  son  plan,  elle  engendrera 
une  surface  de  révolution.  Supposons  que  le  plan  méri- 
dien ait  tourné  d'un  angle  a  et  proposons-nous  de  cher- 
cher le  centre  de  gravité  de  la  surface  du  fuseau  ABÂ'B'. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  méridienne,  MP  =  x 
la  distance  à  Taxe  et  N  un  point  infiniment  voisin  de  M. 
On  peut  prendre,  pour  éléments  de  la  surface  du  fuscaa, 
les  surfaces  telles  que  MN,  M'N',  engendrées  parles  élé- 
ments MN  de  la  courbe  méridienne,  que  nous  repré- 
senterons par  l'équation 

x  =  f{z). 

Si  l'on  désigne  par  A  l'aire  du  fuseau^  par  (,  tiy  C 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité;  par  z^  et  z^ 
les  valeurs  de  z  correspondant  aux  extrémités  A  et  6 
de  la  courbe  méridienne  et  par  ds  l'élément  MN  de  cette 
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coorbe,  on  trouve  sans  peine 


'       xds^     A(=ai       xzds^ 

f      or'^ilf,     Aîi  =  (i  —  cosa)  I      x'dif. 

On  déduit  d* abord  de  ces  formules  que  la  valeur  de  ^ 
est  indépendante  de  a,  ce  qui  est  évident  a  priori;  en- 
suite, si  Ton  pose 


X 


xds 


on  a 


a  a 


Si  p  désigne  la  distance  du  centre  de  gravité  a  l'axe  et  6 
Taugle  que  fait,  avec  le  plan  méridien  initial,  celui  qui 
contient  le  centre  de  gravité,  on  a 

tangô=  -  =  tong-»     ou     0  =  -> 

et 

{,)  p  =  B— -. 

Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité  du  volume 
engendré  par  A6.  Si  l'on  désigne  ce  volume  par  V  et  les 
coordonnées  de  son  centre  de  gravité  par  W  n\  ^',  on 
aura 

V5'=-sinal       a^dz,     Vïi'=- (i  ~  cosa)    /       .r»^z. 
^A/i.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XIV.  (Août  1875.)  23 
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Si  Ton  pose 


•«I 


ori  déduit  la  formule  précédente 

t    rzzL 9      >î    z^  C •• 

a  a 

Donc,  si  p^  est  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe, 
0'  Tangle  du  plan  méridien  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité avec  le  plan  méridien  initial)  on  trouve,  comme 
précédemment, 

On  peut  donc  énoncer  le  théot*ème  suivant  : 
Si  une  courbe  quelconque  tourne  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan,  les  centres  de  gravité  du  fuseau  et 
du  coin  g u^ elle  engendre  décris/ent  des  courbes  sem- 
blables, et  ces  courbes  restent  semblables  à  eUes^mémes 
quand  on  change  la  courbe  méridienne. 


QUESTIONS 

Par  m.  h.  LAURENT, 

Répéiiteur  d'AnalyaiB  à  l*Éoole  Polytechoiqod. 


Si  l'on  forme  la  somme  des  produits  des  m  premiers 
nombres  naturels  un  à  un,  deux  à  deux,  etc.,  ces  sommes 
seront  les  coefficients  de  x  (x  -+- 1) .  .  .  (JC  -f-  m  —  i)  déve- 
loppé suivant  les  puissances  de  x. 
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En  posant  alors 

x(x  H-  i)  (;r -ha).  ..{x-f-OT  —  i) 

=  j:"-|-/(w,  i)x— '-f-/(/w,  2)^— '-h..., 

\^  f(m^  i),  /*(/«,  a), . . .  seront  des  polynômes  entiers 
en  m,  de  degrés  2,  4^  69  •  •  •  î 

a*'  On  aura,  quel  que  soit  m,  entier  ou  fractionnaire, 
positif  ou  négatif, 

\     Jf      /  /«— I  (w — i)(#i  —  2) 

pour  a:  <  a  TT  en  valeur  absolue  ; 

3®  On  déduira  de  là  le  développement  de  / sui- 
vant les  puissances  de  x\ 

i^  On  aura 

"/(i-^n"» /(^/»-+-T,  i)^    ,     /(m  4- a,  a)     ^^  . 

—  .  I  <-fi-  "  «F  "t~  r .  .  X    "T"  •  •  •  y 


['-'H^t=' 


m -h  I  (m  4-1)  (m -4- a) 


\ 


pour  X  <  7  en  valeur  absolue  ; 

5°  On  déduira  de  là  le  développement  de  '[^(H-J^)] — Ix 
suivant  les  puissances  de  a?; 

&  On  aura 


f{m,  0 


+  .. 


a(«-+-i)...(«-+-X-+-/w) 

pourvu  que  z  soit  plus  grand  que  Tunité,  ou  mieux  que 
la  partie  réelle  de  z,  supposé  imaginaire,  soit  plus  grande 
que  Tuniié. 

Wronski  avait  déjà  remarqué  que ^ était 

égal  à /(-m,*). 


23. 
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SUR  L^OOATION  BU  TBOlSIfiMB  BBGBÉ; 

Pa&  m.  DÉsiEi  ANDRÉ. 


1 .  Lorsque  Tëqnation  du  troisième  degré  est  ramenée 

i  la  forme 

a:*-f-/>j:-+-y  =o, 

on  sait  qu'il  faut  et  qu'il  suffit,  pour  que  les  trois  ra- 
cines soient  réelles,  que  Ton  ait 

4^-4-  279*<o. 

Lorsque  l'équation  est  complète,  la  condition  de  réa- 
lité des  racines  peut  s'exprimer  d'une  façon  tout  à  fait 
analogue,  comme  le  montre  le  théorème  que  voici  : 

2.  TnÉoakME.  —  Si  Von  désigne  par  f(x)  le  pre- 
mier membre  de   Véquation    complète   du    troisième 

degré 

x*  -h  ÛX*  -i-  ^x  -h  c  =  o, 

et  parf'(x)  sa  dérii^ée,  pour  que  les  trois  racines  de 
cette  équation  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  ton 
ait 


4/-(-|)--7/-(-i)-« 


Pour  le  démontrer,    faisons   disparaître    le   second 
terme  de  notre  équation  complète  en  remplaçant  x  par 

y  —  -•  Nous   obtenons  ainsi  l'équation  du  troisième 

degré 
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dont  les  racines  sont  évidemment  réelles  ou  imaginaires 
en  même  temps  que  celles  de  la  proposée. 

Cette  nouvelle  équation,  si  l'on  en  développe  le  pre* 
mier  membre  suivant  la  formule  de  Taylor,  peut  s'écrire 

Or,  puisque  la  transformation  effectuée  fait  dispa- 
raître le  second  terme,  on  a 

De  plus,  il  est  visible  qu'on  a  aussi 

/-(-|)  =  ,.,.3. 
Donc  notre  équation  enjr  se  réduit  à 

.-.r(-î)r+/(-i)=., 

qui  est  de  la  forme 

Par  conséquent,  pour  que  ses  racines  et,  par  suite,  les 
racines  de  la  proposée,  soient  toutes  réelles,  il  faut  et 
il  sufBt  que  Ton  ait 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

3.  Remarque.  —  De  même  que  l'équation  complète 
du  troisième  degré  renferme,  comme  cas  particulier, 
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réquatioD  privée  du  second  terme,  de  Dième  U  formule 
que  nous  venons  d^établir  est  tout  à  fait  générale  et  rco- 
fermei  comme  cas  particulier,  la  formule 

4^' H- 27^*50, 

que  nous  avons  rappelée  en  commençant. 

4.  Application.  —  Pour  donner  un  exemple  de  rem- 
ploi de  notre  formule,  considérons  Téqualion 

x*—  SX*»—  3x  4-  it  =  o, 

qui  donne,  comme  on  sait,  tang  ?  lorsqu'on  y  suppose^ 

égal  à  tangâ. 
Ici  nous  avons 

f{r)  =  X»—  SXx»—  Sx  -4-  X, 
/'(x)ri=3x»-6/x--3, 

3 -A. 

r(-^)^-3(.4-/'), 
et,  par  suite, 

^^'  (""  5)  "^  ""  ' -^^  (-  ^)  ==  -  4  27  (  I  -h  k-]K 

Comme  ce  dernier  résultat  est  négatif  pour  toute  valeur 
réelle  de  A,  on  voit  que  la  relation  de  condition  est  tou- 
jours satisfaite,  et,  par  suite,  que  Téquation  actuelle  a 
toujours  ses  trois  racines  réelles. 
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ELLIPSE  GONSIDÉRËE  COMHE  PROJECTION  OBLIQUE  D  UN 
CERCLE.  —  CONSTRUCTION  SIMPLIFIÉE  DES  AXES  D  UNE 
ELLIPSE  BONI  ON  CONNAIT  DEUX  BIAMÈTRES  CONJUGUÉS  ] 

Pa&  m.  a.  jullien, 

Professeur  de  Sciences. 
{Suite  de  l'article  inséré  dans  le  numéro  de  juillet  1875.) 

1 .  La  construction  suivante  est];basée  sur  les  mêmes 
considérations  géométriques, que  celle  qui  a  élé  donnée 
précédemment,  mais  elle  est  plus  simple  au  point  de 
vue  graphique. 

Soient  OAi  et  OBf  deux  diamètres  conjugués  d^une 
ellipse.  Décrivons  un  cercle  ayant  O  pour  centre  et  OAj 
pour  rayon.  Ce  cercle  peut  être  considéré  comme  étant 


situé  sur  Tun  des  plans  de  projection  ;  l'ellipse  devient 
alors  sa  projection  oblique,  son  ombre  portée,  sa  per* 
spective  cavalière  ou  militaire,  et  notamment  0B|  est  la 
projection  oblique  du  rayon  OD  perpendiculaire  au 
diamètre  OAi  que  nous  prenons  pour  ligne  de  terre. 

Décrivons  un  cercle  qui  ait  son  centre  C  sur  la  ligne 
de  terre  et  qui  passe  par  D  et  Bj.  P  et  Q  étant  les  points 
oii  ce  cercle  rencontre  la  ligue  de  terre,  observons  (]ue 
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Tangle  droit  PDQ  se  projetterait  obliquement  suivaut 
un  angle  droit  PBiQ.  Il  est  d'ailleurs  inutile  de  tracer 
ces  angles. 

2.  ^xes  de  VeUipse,  —  Pour  avoir  les  axes  de  Tel- 
lipse  en  direction,  il  suffit  de  mener  par  le  point  Odes 
parallèles  aux  droites  PBi,  QBf 

3.  Sommets  de  V ellipse.  —  Déterminons  les  points 
I,  a,  3,  4  où  des  parallèles  aux  droites  PD,  QD  rencon- 
treraient le  cercle  O,  et  par  ces  points  menons  des  paral- 
lèles à  DBj.  Les  points  où* ces  dernières  parallèles  cou- 
pent les  axes  de  Tellipse  sont  les  sommets. 

A,  Dans  un  très-grand  nombre  de  questions,  telles  que 
les  sections  planes  des  cylindres  et  des  côoes,  les  ombres 
portées,  les  voûtes  en  stéréotomie,  etc.,  on  a  immédiate- 
ment deux  diamètres  conjugués  d*une  ellipse.  La  considé- 
ration du  cercle  dontcette  ellipse  est  laprojection  oblique 
permettrait  de  résoudre  par  des  tracés  simples,  avant 
même  que  les  axes  ne  soient  déterminés,  la  plupart  des 
problèmes  qui  s'y  rapportent  :  tracé  de  la  courbe  par 
points,  tangentes,  intersections,  segments  ou  secteurs 
dans  un  rapport  donné,  etc. 

GOKGOllRS  GÉNÉRAL  DE  1874. 


Mathématiques  spéciales. 

Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  poly- 
nôme entier  F(x),  satisfaisant  aux  relations 

F(l-a:)=F(a:), 
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est 

F  (x)  =  (x'—  x)V(j:'  —  X  -4-  ï)9[A,  (x>  —  x  -f-  l)»" 
-+-  A,  (x»  —  X  -4-  i)»(«-0  (x»  —  xY 
-hA,'x«-x-hi)>(»-»)  (x»— x)*-f-...4-A«(x»— x)>«], 

/7,  g,  n  étant  des  nombres  entiers,  et  Ao,  Ai,  A,, . . . ,  A„ 
des  constantes  quelconques. 

Mathématiques  élémentaiœs. 

Etant  données  les  quatre  arêtes  AB,  DA,  BC,  CD  d'un 
tétraèdre,  déterminer  le  tétraèdre  de  manière  que  sou 
volume  soit  maximum.  Le  tétraèdre  ainsi  déterminé, 
calculer  les  deux  autres  arêtes  BD  et  AC  et  le  volume 
dans  les  deux  cas  suivants  : 

1  ^  Lorsque  deux  arêtes  opposées  AB  et  CD  sont  égales, 
ainsi  que  les  deux  arêtes  BC  et  AD; 

2®  Lorsque  les  deux  arêtes  consécutives  AB  et  BC 
sont  égales,  ainsi  que  les  deux  arêtes  CD  et  DA. 

Comparer  les  volumes  en  supposant  que  les  deux 
arêtes  AB  et  AD  ont  respectivement  des  longueurs  égales 
dans  les  deux  cas. 

Philosophie. 

Etant  donnés  un  cercle  de  rayon  R  et  deux  rayons  rec- 
tangulaires OA  et  OB,  déterminer  les  côtés  OC  et  OE 
d^un  rectangle  OCDE,  inscrit  dans  le  quart  de  cercle 
AOB,  et  tel  que,  si  Ton  fait  tourner  la  figure  autour  du 
rayon  OA,  la  surface  totale  du  cylindre  engendré  soit 
^ale  a  la  surface  d'une  circonférence  de  rayon  donné  a. 

Rhétorique. 

I.  On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement  et 
dont  Tune  a  un  rayon  double  de  celui  de  l'autre.  A  l'en- 
semble de  ces  deux  sphères  on  circonscrit  un  tronc  de 
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cône,  dont  on  demande  le  volume  et  la  sarface  totale, 
connaissant  le  rayon  de  la  petite  sphère. 

II.  Distance  da  Soleil  â  la  Terre.  Rapport  du  volume 
du  Soleil  à  celui  de  la  Terre.  Rapport  des  masses. 

Seconde, 

I.  Etant  donné  un  tétraèdre,  on  suppose  que  Ton 
mène  par  chaque  arête  un  plan  parallèle  à  Tarète  op- 
posée, et  l'on  demande  :  i®  quel  sera  le  solide  ainsi  ob- 
tenu ;  a^  quel  sera  le  rapport  de  son  volume  à  celui  du 
tétraèdre. 

II.  La  différence  de  deux  nombres  est  a,  et  la  somme 
de  leurs  racines  carrées  est  aussi  égale  k  a^  quels  sont 
ces  deux  nombres? 

Troisième, 

I.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur 
la  circonférence;  par  ces  deux  points,  on  mène  deux 
cordes  égales  de  grandeur  quelconque;  trouver  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  ces  cordes. 

IL  Démontrer  que,  si  la  somme  3"+  i,  dans  laquelle 
n  représente  un  nombre  entier,  est  un  multiple  de  io,la 
somme  3""^*  -f-  i  sera  aussi  un  multiple  de  lo. 

CONCOURS    DES    DÉPARTEMENTS. 

Mathématiques  spéciales. 

Si  l'on  considère  la  fonction  e"'  de  la  variable  x  cl 
que  Ton  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  recoonait 
que  la  dérivée  de  Tordre  n  est  égale  au  produit  de  la 
fonction  e~'  par  un  polynôme  entier  en  x  que  Ton  re- 
présentera par  ®n(x)  : 

1^  Démontrer  que  les  polynômes  <f{x)  satisfont  aux 
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relations  suivantes 

?«(*)  -  2*7;(.r)  -4-  2/î y.(.r)  =  o, 

fn{x)  désignant  la  dérivée  première  du  polynôme  71,(^)9 
*^  ?«(^)  '*  dérivée  seconde  5 

^^  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  fnfjcr),  or- 
donné suivant  les  puissances  de  la  variable  x. 

ENSEIGNEMEKT    SECONDAIRE    SPÉCUL. 

Mathématiques  appliquées,  et  Géométrie  descriptii^e. 

I.  Mécanique.  —  Qu'appeHe*t-on  rendement  d'une 
machine?  Pourquoi  le  rendement  est-il  toujours  infé- 
rieur à  Tunité? 

Une  machine  à  vapeur  met  en  jeu  un  système  de 
pompes  qui  élèvent  l'eau  d'un  fleuve  à  i55  mètres  de 
hauteur  pour  l'alimentation  d^uue  ville.  On  demande 
de  calculer  à  ~  près  le  rendement  de  ce  système  de 
pompes,  en  supposant  :  1®  que  la  force  de  la  machine, 
mesurée  sur  l'arbre  de  couche,  soit  de  i5oo  chevaux- 
vapeur;  a^  que  les  réservoirs  de  la  ville  reçoivent 
3o  000  mètres  cubes  d'eau  en  vingt-quatre  heures. 

II.  Géométrie  descriptiy^e.  —  Construire  les  projec- 
tions et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan 
dans  un  prisme  oblique.  Le  prisme  a  pour  base  un  carré 
ABCD,  de  Scentimèlres  de  côté,  si  tué  sur  le  plan  horizon- 
tal, et  dont  le  côté  AB,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  est  éloi- 
gné de  cette  ligne  de  5  centimètres  en  avant  du  plan  ver- 
tical. Pour  définir  la  direction  de  ses  arêtes  latérales,  on 
imagine  un  cube  qui  serait  construit  sur  la  base  ABCD 
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au-dessus  du  plan  horizontal;  les  arêtes  latérales  in 
prisme  sont  parallèles  à  la  diagonale  de  ce  cube,  qui  a 
pour  trace  horizontale  le  point  C. 

Le  plan  sécant  passe  par  la  ligne  de  terre  et  divise  en 
deux  parties  égales  le  dièdre  formé  par  la  partie  anté- 
rieure du  plan  horizontal  et  par  la  partie  supérieure  du 
plan  vertical. 

Après  avoir  construit  en  vraie  grandeur  la  section  de- 
mandée, on  mesurera  ses  angles  et  ses  côtés,  et  Ton  cal- 
culera sa  surface.  On  donnera  les  résultats  numériques 
ainsi  obtenus. 

GMGODRS  B'ADNISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTIGHNIOCK 

(ANNÉE  1875). 


COMPOSITION    DE   MATHÉMATIQUES. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  Tintersection  des  deux 
normales  menées  à  la  parabole  aux  deux  extrémités  de 
toutes  les  cordes  dont  les  projections  orthogonales  sur 
une  perpendiculaire  à  Taxe  ont  une  même  valeur. 

Qae  dire  du  cas  où  Ton  fait  tendre  vers  zéro  cette  va- 
leur delà  projection? 

Revenant  au  cas  général,  on  propose  de  mener  par 
un  point  quelconque  du  lieu  trois  normales  i  la  pa- 
rabote. 

Application  particulière  au  point  maximum  du  lieu. 

COMPOSITION    DE    GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE. 

Sphère  et  prisme. 

Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille 
de  papier  et  à  1 8  centimètres  au-dessus  du  bord  infé- 
rieur de  la  feuille. 
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Sphère.  —  Le  centre  de  la  sphère  au  milieu  de  la  lar- 
geur de  la  feuille  en  o^p', 

c/(ù  =  oû)=  85""*. 

Rayon  de  la  sphère  =  80"". 

Prisme. — On  mène  par  o  une  droite. oa  faisant  un 
angle  de  4^  degrés  avec  la  ligne  de  terre.  On  prend 
oa  =  45»~, 

Le  point  a  étant  la  projection  d'un  point  de  la  sphère, 
on  cherchera  sa  projection  veirticale  af.  On  mènera  en  ce 
point  une  tangente  à  la  sphère,  tangente  dont  oa  sera 
la  projection  horizontale.  Cette  tangente  sera  une  arête 
d'un  prisme  i  section  carrée,  dont  un  des  plans  diago- 
naux sera  vertical  et  aura  sa  trace  confondue  avec  oa.  Le 
côté  du  carré  est  égal  à  io5  millimètres.  On  demande  : 

De  représenter  par  ses  projections  la  portion  de  la 
sphère  supposée  solide  contenue  dans  le  prisme,  c'est-à- 
dire  le  solide  commun  aux  deux  corps. 

COMPOSITION    DE    TRIGONOMÉTRIE. 

Trouver  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont  les 
côtés  sont 

a  ==  3475-i,  18, 

b  =  20396,75, 

^  ==  «9974»  89. 

CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

(ANNÉE  1815). 


Composition  de  Mathématiques. 

Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un 
point  donné  P  à  une  série  d'ellipses  qui  ont  un  sommet 
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commun  B,  la  même  tangente  en  ce  point,  et  telles  que, 
poar  chacune  d'elles,  le  rapport  de  Taxe  parallèle  à  la 
tangente  commune  au  second  axe  soit  égal  à  une  con- 
stante donnée  K. 

Construire  le  lieu  dans  les  cas  particuliers  suivants  : 
on  prendra  le  point  P  sur  la  bissectrice  de  Tun  des  an- 
gles formés  par  la  tangente  et  la  normale  communes  à 
tontes  les  ellipses  en  B,  et  Ton  attribuera  à  K  succcssifc- 
ment  Tune  des  valeurs  yji  et  a. 

Composition  de  Physique, 

I. 

On  a  dans  deux  éprouvettes  :  d'une  part,  4  centime* 
très  cubes  de  gaz  à  7  degrés  sous  la  pression  de  56  centi- 
mètres de  mercure,  et,  d'autre  part,  6  centimètres  cubes 
d'un  autre  gaz  à  17  degrés  sous  la  pression  de  58  centi- 
mètres. On  introduit  ces  deux  gaz  dans  une  troisième 
éprouvette  pleine  de  mercure,  où  leur  mélange  prend 
une  température  de  i5  degrés.  On  demande  à  quelle 
hauteur  le  mercure  s'élèvera  dans  cette  éprouvette,  dont 
la  section  est  de  i  centimètre  carré  et  la  hauteur,  au- 
dessus  du  niveau  extérieur,  de  ai  centimètres^  le  baro- 
mètre est  à  76  centimètres. 

On  prendra  pour  coefficient  de  dilatation  des  gaz  la 
fraction  ^,  et  Ton  négligera  la  dilatation  du  mercure 
et  celle  du  verre. 

n. 

Avec  du  verre  d'indice  1  on  a  fait  une  lentille  bicon- 
vexe dont  les  deux  faces  ont  1 1  centimètres  de  rayon  de 
courbure.  On  a  ensuite  monté  cette  lentille  dans  la  paroi 
verticale  d'une  caisse,  et  l'on  a  placé  devant,  à  une  dis- 
tance de  22  centimètres,  un  objet  éclairé.  On  demande 
de  construire  l'image  et  de  déterminer  sa  position  et  son 
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grossissement.  (On  négligera  l'épaisseur  de  la  lentille, 
comme  Tindique  le  programme.) 

Si  maintenant  on  verse  dans  la  caisse  de  l'eau,  dont 
rindîceest  f,  Tirnage  se  déplacera,  et  Ton  déterminera 
encore  sa  nouvelle  position  et  son  grossissement. 

EnOn  on  désignera  par  R  le  rayon  commun  aux  deux 
faces  de  la  lentille,  et  Ton  cherchera  l'équation  générale 
des  foyers  conjugués  P  et  P  dans  ce  système  optique 
composé  de  verre  et  d'eau  ;  on  en  déduira  les  foyers  prin- 
cipaux F  et  P  dans  Tair  et  dans  l'eau,  et  l'on  introduira 
les  deux  longueurs  focales  dans  l'équation  des  foyers 
conjugués*,  on  se  servira  de  ces  foyers  pour  construire 
l'image,  et  l'on  donnera  l'expression  générale  de  son 
grossissement. 


CONCOURS  D'ADXlSSlOSi  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  HILITAIRB 

(ANNÉE  1815). 


Épure  (2*>3o»). 

Un  tronc  de  cône  droit  s'appuie  par  sa  grande  base 
circulaire  sur  te  plan  horizontal  de  projection.  Le 
rayon  R  de  cette  grande  base  vaut  70  millimètres,  et  son 
centre  C  est  i  une  distance  de  80  millimètres  de  la  ligne 
déterre.  L'arête  latérale  du  tronc  a  une  longueur  égale 
au  rayon  R  et  fait  un  angle  de  4S  degrés  avec  le  plan  ho- 
rizontal. Dans  l'intérieur  de  ce  tronc  de  cône,  et  sur  le 
même  axe,  est  placé  un  petit  cône  renversé,  dont  le 
sommet  est  au  point  C,  et  dont  la  base  coïncide  avec  la 
base  supérieure  du  tronc. 

Soit  AB  Tarête  latérale  du  tronc  de  cône,  qui  est  pa- 
rallèle au  plan  vertical  de  projection,  le  point  A  étant 
sur  la  grande  base  et  le  point  R  sur  la  petite  base. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  368  ) 

On  demande  ; 

i^  De  construire  les  projections  de  l'ensemble  des  deux 
corps  ; 

!2^  JDe  construire  les  projections  des  sections  faites 
dans  les  deux  corps  par  un  plan  perpendiculaire  k 
Tarète  AB,  au  point  B; 

3^  De  mener,  par  le  point  où  la  verticale  du  point  A 
perce  le  plan  sécant,  une  tangente  à  la  section  faite  dans 
le  petit  cône; 

4^  De  trouver  le  point  où  cette  tatigente  peixe  le  tronc 
de  cône. 

Composition  de  Mathéinatiques  (3  heures )l. 

Première  question.  Calcul  logarithmique.  —  i^'Gil- 
culer  la  valeur  positive  de  jr,  donnée  par  réquation 

en  faisant  R  =  6366»^",  et  a  =  aS^^aj'ai^'. 

!t^  Calculer  les  angles  positifs,  compris  entre  zéro 
et  i8o  degrés,  donnés  par  la  formule 

sin  a:  =  sîn  f  —  \/3  cos  ^ , 

en  faisant  cp  =  8o° 25'57''. 

Deuxisme  question •  —  Résoudre  l'équation 

I  1  I 

H ",= » 

X  —  a        X  —  0       X  —  r 

dans  laquelle  les  quantités  données  a,  &,  c  sont  réelles 
et  positives.  Donner  les  conditions  pour  que  les  racina 
soient  aussi  réelles  et  positives. 

Troisième  qoestiok.  — On  donne  deux  parallèles  et 
sur  leur  plan  deux  points  p  et  p\  compris  entre  ces  pa- 
rallèles et  à  égale  distance  de  chacune  d'elles.  Cela  posé, 
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on  demande  de  mener  par  le  point  /?'  une  sécante,  telle 
que  la  partie  comprise  entre  ces  parallèles  soit  vue  du 
point /?  sous  un  angle  de  4^  degrés.  Donner  la  condition 
de  possibilité. 


CeSGOlIRS  D'ADMISSION  A  LÉGOLE  NAVALE  (ANNÉE  1875). 


Calcul  numérique  de  Trigonométrie  rectiligne. 

Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  le  côté  a  =  4^™i499 
le  côté  b  =  34",  58,  l'angle  C  =  69'' 28',  et  Ton  propose 
de  calculer  la  longueur  de  la  droite  CD  qui  joint  le 
sommet  C  au  milieu  de  la  base  ÂB. 

Tracé  graphique  de  Géométrie  descriptive. 

Un  plan,  incliné  de  60  degrés  sur  le  plan  horizontal, 
passe  par  une  droite  située  dans  ce  dernier  plan  et  faisant 
un  angle  de  3o  degrés  avec  la  ligne  de  terre.  Dans  le  plan 
incliné,  on  décrit  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté 
a  5  centimètres,  un  des  côtés  parallèle  à  la  trace  hoiî- 
zontale  étant  placé  à  4  centimètres  de  cette  trace.  Un 
tétraèdre  a  pour  base  ce  triangle  et  pour  hauteur  10  cen- 
timètres comptés  sur  la  perpendiculaire  au  plan,  menée 
par  le  centre  du  triangle. 

Les  candidats,  après  avoir  fait  les  projections  du  té- 
traèdre,  indiqueront  la  suite  des  constructions,  sans  les 
démontrer,  et  les  parties  invisibles  sur  les  deux  plans  de 
projection. 


Ann  de  Mathémat.,  2*  série,  t.  XIV.  (Août  1875.)  9.4 
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«WSTION  B IXAMIN 

(Toir  a*  i4rte.  t.  XIV,  p.  a37D- 


J^^    dz                                 I 
; >  la  foQClion  ; resle  finie 

pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre  zéro  et  i ,  mais 
devient  infinie  pour  z  =  i.  Dans  ce  cas,  si  Ton  désigne 

' est,  par 

. î  quand 

£  tend  vers  zéro. 

Faisons  dans  cette  intégrale  les  deux  substitutions 
z  =  x^y  z  =  x'*,  la  limite  inférieure  restera  la  même; 
mais  la  limite  supérieure  changera,  et  Ton  aura,  en 
toute  rigueur, 


Soit  m  >  w,  il  en  résultera  ^i  — «>vi  —  ^t  et  l'équa- 
tion 


pourra  s'écrire 


OU 
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L'intégrale  du  second  membre  rentre  dans  la  caté- 
gorie de  celles  que  Cauchy  a  appelées  intégrales  défi- 
nies singulières,  et  sa  valeur  est,  d'après  la  règle  qu*il  a 
don née  ) 


\  étant  compris  en  ire  ^  i  —  e  et  y^  i  —  e .  Les  deux  mem- 
bres, étant  égaux  quel  que  soit  e,  auront  des  limites 
égales,  6  tendant  vers  zéro;  (  tend  alors  vers  i,  et  la 
règle  de  L^Hôpilal  donne 

pour  la  valeur  du  second  membre,  qui  ne  se  réduit  à  zéro 
que  si  m  =  /ï.  Ch.  B. 

Note,  —  MM.  de  Virieu,  Morct-BIanc  et  Pellet  expliquent  à  très-peu 
de  chose  près  le  paralogisme  de  la  même  manière.  Quant  au  calcul  de 
M.  Allaretti,  MM.  Laisant  et  Kûss  font  observer  qu'il  renferme  des  er- 
reurs manifestes  qui  interdisent  toute  conclusion. 


SOLUTION  DES  «GESTIONS  PROPOSÉES  PAR  LE  P.  PEPIN 

(  Toir  mdme  tome,  p.  a7&); 

Pab  m.  moret-blanc. 


\ .  Théorème.  —  Si  Von  désigne  par  a  et  b  denx 
nombres  entiers  quelconques,  Vun  des  produits 

est  toujours  dii^isible  par  7,  sas^oir  :  le  premier,  si  la 
somme  a'^-hb*  est  de  Vune  des  formes  7/,  7/-I-1, 
7  /  +  a,  fjl-^  J^^etle  second  si  cette  somme  est  de  Vune 
des  formes  7/-f-3,  7/-f-5,  7/-+- 6. 

Démonstration.  —  Un  nombre  quelconque  est  de  Tune 
des  formes  7/,  7/±  1,  7/db  2,  7/±:  3. 

24. 
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Les  formes  correspondantes  des  carres  sont  7/f  7/+ 1, 

7/-+- 4,  7/-+- 2. 

Le  produit  ab{a* — i*)  est  évidemment  divisible 
par  7  : 

i^  Quand  l'un  des  nombres  a  et  £  est  divisible  par 7; 

2^  Quand  a'  et  6'  sont  de  même  forme. 

Dans  ces  deux  cas,  a'+  b*  est  de  Tune  des  formes  7/, 
7/-I-1,  7/-ha,  7/-h4. 

Si  Tou  a 


/i»z=7/  +  4,     b'  = 
fl»=7/-h4,      ^»  = 

a»=7/-ha,     ô»  = 

Le  théorème  est  donc  démontré 


/  +  4  ) 

/    fl»—  2^»=7/, 

/  +  ^     a»4-    ^'=7/  +  (3,5,6), 

/-h2    ) 

74.4  p'-^    ^>=7/^-(3,5,6y. 


2.  Théorème.  —  Soient  a  et  b  deux  nombres  entiers 
quelconques  :  Vun  des  deux  produits 

est  toujours  divisible  par  1 1 ,  savoir  :  le  premier,  si  la 
somme  a*  +  i*  est  de  Vune  des  foimes 

(i)  ii/+(o,  I,  3,4»  5,  9), 

et  le  second,  si  cette  somme  est  de  Vune  des  formes 

(?)  ii/-f-(2,  6,  7,8,  10). 

Démonstration, — Formes  des  nombres  :  11/,  ii/±i, 
ii/dia,  ii/zt:3,  ii/=b45  ii/itS. 

Formes  des  carrés  11/,  ii/-f-i,  11/4-4»  n'-t-pi 
ii/-f-5,  ii/-f-3. 
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Si  l'un  des  nombres  aelb  est  de  forme  1 1  /,  ab  est 
divisible  par  1 1 . 

a^z=lïl-hly      ^»=:lï/-4-4 
fl»=n/-4-4,      b*=lll-hS 

a'=ii/-h5,  b^=  II/ -h  9 

a»=ii/-f-3,  b^=ziil-h  I 

û2=ii/-f-i,  ft»=ii/-+-3 

û«=ii/-f-4,  ^»=ii/-h  I 

û»=ii/-f-9,  b^=iil-h5  \  a^—ib^=jil. 

fl»=:ll/-h5,  ft^=:ii/  +  4  i 

a»=ii/-f-3,  è»=ii/-f-9  / 

Dans  tous  ces  cas,  a*+&'  appartient  à  Tune  des 
formes  (i). 

Si  fl'  et  i'  sont  de  même  forme,  a* —  b*  est  divisible 
par  II. 

a'=ii/-4-i,  b^=iil  -hg  \ 
rt»=ii/-f-4,  ft»=iW  +  3  I 
a»=ii/-f-9,     ô»=:ii/-f-4  1  «»— 5^'=ii/, 

û»=:il/-f-3,      ^»=Il/-4-5 
û'=ii/-|-i,      ^«=11/4-5 

fl»=ii/+4»    ^'=ii/-f-9 

tf'=ii/-+-9,    b^=iïl'\-i  ^fl»— 9^'=ii/. 

a»=ii/-4-3,      6»=ii/-4-4 

Dans  tous  ces  cas,  a*+&*  appartient  a  Tune  des 
formes  (a),  ce  qui  démontre  le  théorème. 

3.  Thâokème.  —  Soient  a,  ft,  c,. . .  des  facteurs  pre- 
miers inégaux,  m=:  à^b^c"' . .  .^  et  <f(n)  la  fonction  nu- 
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mérique  qui  exprime  combien  dans  la  suite  i ,  a«  3,...,  n 
ily^  a  de  nombres  premiers  relativement  à  n ,  Celte  fonc- 
tion jouit  de  la  propriété  exprimée  par  Véquation  sui- 
vante : 

Soit,  par  exemple,  m  =  3'.5',o/i<i 

3«.5^=  225=  7(225)  -4-  5«p(9)  -i-  3<?(25)  -4- 15. 

La  suite  des  nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  m  com- 
prend : 

1®  Les  nombres  premiers  avec  m;  leur  nombre  est 
©(m); 

2**  Ceux  qui  ne  sont  divisibles  que  par  un  seul  des 
nombres  premiers  a,  &,  c,. . .  ;  leur  nombre  est 

En  effet,  on  obtiendra  ceux  qui  n'admettent  que  le 
facteur  a,  eu  multipliant  les  nombres  premiers  avec-^» 

dont  le  nombre  est  <f  l  —A  par  les  multiples  de  a,  non 

supérieurs  à  a*,  dont  le  nombre  est  —  =  a*~'^  il  y  en  a 

donc  à^"  '  9  (  —  )  •  De  sorte  que  V  a*""  '  'ï  (  "i;  )  exprime 

combien,  de  i  à  m,  il  y  a  de  nombres  divisibles  par  un 
seul  des  nombres  premiers  a,  &,  c, . .  .  -, 

3°  Les  nombres  qui  sont  divisibles  par  deux  des  nom- 
bies  premiers  a,  i,  c, ...  ;  il  y  en  a  évidemment 
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4^  Ceux  qui  sont  divisibles  par  trois  des  facteurs  a,  b^ 
c, . . .  ;  leur  nombre  est 


2''-"-''-'(?57,)' 


Enfin  ceux  qui  sout.  divisibles  par  tous  les  facteurs 
premiers  a,  ^,  c, ...  ;  il  y  en  a 

Comme  de  i  i  m  il  y  a  m  nombres,  Fégalité  est  dé- 
montrée. 

Legendre  a  démontré  qu'aucun  nombre  triangulaire 
n'est  égal  à  un  cube.  On  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
vant, plus  général  : 

jiucun  nombre  triangulaire  nest  égal  à  un  cube  mul- 
tiplié par  une  puissance  entière  quelconque  d^ un  nombre 
premier  de  l'une  des  deux  formes  i8ot-|-5,  iSm-j-ii, 
ni  à  un  cube  multiplié  par  une  puissance  quelconque  de 
2  ou  par  le  double  d^un  nombre  premier  i8i7i-hii, 
ou  encore  par  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
i8iw-|-5. 

Il  faut  démontrer  qu'on  ne  peut  avoir  en  nombres 
entiers 

pétant  un  nombre  premier  de  la  forme  i8m+5  ou 
\im+\i.  On  peut  supposer  ti  =  i  ou  n=  a,  car,  si  Ton 
a  «  =  3/ï',  n  ==  in'-h i  ou  72  =  3n'-+-  a,  le  facteur  p^"^ 
pourra  être  compris  dans  z^.  Cela  posé,  on  aura 

x--=,8«  +  !°'  '.2,3,4,5,6.7.8,9  ) 

(         lo,  II,   la,   i3,  i4t  i5,  i6,  17) 

.  +  .  =  ,8;«-|-l''^'^'  ^'^\^'7;  V'T'  !' 

(  II,   12,   i3,   14,   i5,   ib,   17,  o) 
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.r(.r -h  i)  =  i8/« -h  (o,    2,   6,    12), 

s'=i8w-f-(o,  I,  8,  9,  10,  17), 
3iz^=l8w -f-(o,   a,    16), 
/?*=  i8w -4- (5,   7,    II,    i3)  {nz=i   00/1  =  2). 

1^  Supposons  d'abord  qu'aucun  des  nombres  x,  x  +  > 
ne  soit  multiple  de  18.  On  aura 

.r(.r-4-i)  r=i8/iî -f- (2,  6,   12), 

2/?''«»=i8/w-4-(4,  8,  10,  i4). 

L'égalité  x(x  -f- 1)  =  2p"z^  est  donc  impossible. 

Si    l'on    remplace  p"  par    2,   4î    a(i8/n-Hii)  ou 
a(i8m-|-5)*=  i8in-hi4»  le  second  membre  reste  tou- 
jours de  Tune  des  formes  18/»  -H  (4»  8?  »o,  i4)>  et  rim- 
^ossibilité  subsiste. 
2"  Soit  X  un  multiple  de  18;  décomposons  z  en  deux 
cleurs  II  et  ^^  dont  Turi  soit  premier  avec  18  :  on  aura 

x  H-  I  =/;««>■=  18/w  -h  I, 

/j^^riSm  -f-  (5,  7,  II,  i3), 
«P=i8m-h(i,  9,  17), 
/?'»j»'  =  i8//î  (5,  7,  II,  i3). 

L'égalité  X  -H  I  =  /7"f''  est  encore  impossible. 

Si  l'on  remplace  p**  par  2  (i8m-|- il)  ou  par  2(1 8 /n+5)*, 
il  faudra  qu'on  ait 

.r  4-I  =  l8/w  H- (7,  ll)p*. 
I  Or 

i  i7'«4-(7,  ii)i^=i8/ïi  +(7,9,  II). 

U  y  a  donc  encore  impossibilité. 

On  voit  qu'il  en  sera  encore  de  même  si  x  H- 1  =  i8ot; 
X  sera  alors  de  la  forme  i8m4-  17,  incompatible  avec 
•  celle  de  p"i^'. 
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Dans  le  cas  où  Ton  ferait  /:;  =  2,  on  aurait 

;r  -h  I  =  p», 
OU  vice  versa,  d'où 

j3 — j'it'zz:  I      on      2*tt' — f^=ri, 

OU  bien 

Maïs  Legendre  a  démontré  que  l'équation 

est  impossible  en  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  Le 
théorème  est  donc  démontré  dans  tous  les  cas. 

S«LI]TION  DES  QUESTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 
PROPOSÉES  PAR  M.  CASIMIR  REY 

(TOir  DAme  tome,  p.  S73); 

Paa  m.  moret-blanc. 


Soient  deux  cylindres  de  résolution  de  rayon  r,  dont 
les  axes  se  rencontrent,  et  soit  a  la  portion  d^axe  de 
Vun  des  cylindres  interceptée  par  Vautre  cylindre.  On 
demande  de  prouver  par  la  Géométne  élémentaire 
que  : 

i^  Le  volume  commun  aux  deux  cylindres  a  pour 
mesure 

a®  La  surface  de  ce  volume  a  pour  mesure 
(a)  8ûr; 

3^  Deux  plans  parallèles  aux  axes  interceptent  une 
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zone  qui  a  pour  ftiesurc 

Remarque  I.  —  Quand  les  axes  sont  perpendicu- 
laires, les  formules  (i)  et  (a)  prennent  les  valeurs  re^ 
marquables 

T  "  ^^  • 

Remarque  II.  —  Ces  formules  servent  à  mesurer  les 
voussoirs  et  les  douelles  des  voûtes  en  plein  cintre  et 
en  arc  de  cloître  droites  ou  biaises, 

La  section  du  volume  commun  aux  deux  cylindres  par 
le  plan  des  axes  est  un  losange  ABCD  dont  le  côié  est 
égala  a,  et  la  hauteur  à  ar;  I*aire  de  cette  section  est 
donc 

nar. 

L*intersection  des  deux  surfaces  cylindriques  se  projette 
sur  le  plan  des  axes,  suivant  les  diagonales  AC,  BD,  leur 
intersection  O  est  la  projection  du  point  le  plus  élevé, 
en  supposant  le  plan  horizontal. 

La  section  faite  dans  le  volume  commun  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes,  mené  a  la  distance  A,  est  un 
losange  semblable  au  premier,  ayant  pour  hauteur  la 
corde  d*intersection  de  la  section  droite  de  Tun  des  cy- 
lindres par  le  plan  sécant. 

Les  losanges  étant  semblables,  leurs  aires  sont  entre 
elles  comme  les  carrés  des  hauteurs  5  Taire  de  la  section 
est  donc 

2ar r=  2.ar  —  a^r  —  • 

Or  lar  —  est  Taire  de  la  section  qui  serait  faite  dans 
une  pyramide  ayant  pour  base  ABCD  ut  pour  hau- 
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tenr  r,  par  un  plan  parallèle  à  la  base,  mené  â  la  dis- 
tance/i  du  sommet.  Le  volume  compris  entre  les  deux 
plans  est  donc  la  différence  des  volumes  d*un  prisme  et 
d'une  pyramide  ayant  pour  hauteur  h  et  pour  bases 

respectivement  2 ar  et  2 ^zr  ~;  ce  volume  a  donc  pour 

mesure 

^arh * —  2 ar  ~-  -  = ^ • 

r^  3  3/ 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  A  =  r,  on  aura  pour  me- 
sure du  volume  commun  situé  d'un  côté  du  plan  des 

axes 

4 

mesurequ'on  obtiendrait  immédiatement  en  remarquant 
que  ce  volume  est  la  différence  d^un  prisme  et  d'une 
pyramide  ayant  pour  base  ABCD  et  pour  hauteur  r.  La 
mesure  du  volume  commun  tout  entier  est  donc 

Ce  volume  peut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour 
bases  les  éléments  de  surface  et  pour  sommet  le  point  O, 
et,  par  suite,  rpour  hauteur  commune.  On  a  donc 


d*où 


v=s:, 


S  =  —  =  oar. 

r 


Si,  du  volume >  on  retranche  la  pyramide 

qui  a  pour  base  2ar — ^ —  et  pour  hauteur  A,  et  dont 
la  mesure  est tz -^  le  volume  restant^  ara  a  pour 
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mesure  le  produit  de  sa  surface  convexe  par  -^j  pour  la 

même  raison  que  plus  haut;  cette  surface  a  doue  pour 
mesure 

et  il  en  est  de  même  de  la  surface  comprise  entre  deux 
plans  parallèles  au  plan  des  axes,  h  étant  la  distance  de 
ces  deux  plans. 

On  peut  aussi  trouver  directement  la  mesure  de  la 
surface,  et  en  déduire  celle  du  volume  par  le  raisonne- 
ment inverse. 

En  effet,  soit  a'  le  côté  du  losange,  intersection  du to- 
lume  commun  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes, 
mené  à  la  distance  A,  ac  la  corde  d'intersection  par  ce 
plan  de  la  section  droite  d'un  des  cylindres.  Considé- 
rons Télément  de  surface  compris  entre  ce  plan  et  le 
plan  parallèle  inBnîment  voisin.  Soient  d  la  distance 
des  deux  plans,  et  mn  l'arc  de  circonférence  de  la  sec- 
tion droite  comprise  entre  eux.  L'élément  de  surface  a 

pour  mesure 

4a'Xm/ï. 

Or 

a        r       mn  ' 

donc 

4^'  X  mn=:^ad. 

C'est  l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  base  4^  et  pour 

hauteur  J;  il  en  résulte  que  l'aire  comprise  entre  deux 

plans  parallèles  au  plan  des  axes  et  distants  de  A  a  poar 

mesure 

4a/i, 

et  celle  du  volume  commun  tout  entier 

8«r, 
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d'où,  pour  l'expression  de  ce  volume, 


.  Quand  les  axes  sont  perpendiculaires ,  a  =2/*^  les 
formules  (i)  et  (a)  deviennent 

JVoftf.  —  M.  Gh.-Ph.  Gahen,  lieutenant  au  i^'  régiment  du  Génie,  à 
Versailles,  nous  adresse  également  une  solution  fort  simple  des  questions 
précédentes,  qu'il  étend  aux  voûtes  à  sections  elliptiques  dont  les  inter- 
sections sont  des  courbes  planes. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d*une  Lettre  de  M,  Laisant,  —  Les  obser- 
vations de  M.  Moret-Blanc  (mai  1875,  p.  229)  ont  ra- 
mené mon  attention  sur  les  lois  relatives  aux  fractions 
périodiques  insérées  dans  le  tome  XIII,  pages  Sâp-S^i. 
La  loi  I9  qui  consiste  en  une  remarque  assez  simple,  a 
étéénoncéeincidemment  par  moi  dans  une  Note  intitulée: 
Moyen  de  trouver  la  période  d*  une  fraction  périodique 
sans  faire  de  diifision^  et  insérée  dans  le  journal  les 
Mondes,  en  1869  (t.  XIX,  p.  33i).  Je  ne  saurais  dire  si 
cette  propriété  avait  été  déjà  remarquée  précédemment. 

La  plupart  des  lois  suivantes,  avec  un  grand  nombre 
d^ autres  propriétés,  ont  été  signalées  dans  les  articles  ci- 
dessus  énoncés,  que  M.  Etienne  Beaujeux  et  moi  avons 
publiés  dans  les  Noui^elles  Annales,  il  7  a  déjà  plu- 
sieurs années. 

De  quelques  propriétés  des  fractions  périodiques 
(a»  série,  t.  VII,  p.  289;  1868). 

Mémoire  sur  certaines  propriétés  des  résidus  numé- 
riques (2*série,  t.IX,  p.  221,  271,  3o2,  354;  1870). 

Ni  mon  collaborateur,  ni  moi,  nous  n'avons  la  pré- 
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tentîon  d'avoir  inventé  toutes  les  proprîëlés  indiqvées 
dans  nos  articles  ;  certaines  d*entre  elles  sont  bien  cod- 
nues.  Mais  le  titre  :  Propriétés  nouvelles  desfractions 
périodiques^  placé  en  tète  des  énoncés  du  tome  XIII, 
p.  56p9  me  semble,  dans  Tespèce,  être  peu  justifié. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Moret- Blanc  à 
M,  Gerono.  —  La  solution  de  la  question  llo5,  in- 
sérée dans  le  numéro  de  juin,  exige  une  discussion  que 
j'ai  eu  tort  d'omettre  ;  toutefois  Tincertitude  qu'elle  laisse 
subsister  peut  être  levée  en  quelques  mots. 

Lorsque  2X4-û==o,  l'équation  (9),  comme  vous 
l'avez  fait  remarquer,  admet  trois  racines  doubles;  mais 
le  centre  du  cercle  (C)  se  trouvant  alors  sur  l'axe  des  jr, 
ce  cercle  coupe  la  courbe  proposée  en  des  points  symé- 
triques; la  condition  de  contact  exigerait  une  racine  qua- 
druple qui  serait  une  racine  double  des  équations  (3) 
et  (10)  :  la  solution  aXH-a  =  o  doit  donc  être  com- 
plètement rejelée^  comme  Y  =  o. 

Dans  tous  les  autres  cas,  le  centre  du  cercle  (C)  n'é- 
tant pas  sur  Taxe  des  x,  ce  cercle  ne  peut  couper  la 
courbe  proposée  en  des  points  symétriques  par  rapport  à 
cet  axe;  une  racine  double  ne  peut  donc  provenir  qne 
d'un  contact  réel  on  imaginaire. 


SAUITMNS  DE  «OBSTiaNS 
PRONSHS  DANS  LES  N9VVBLLBS  ANNALES. 


Question  1169 

(  TOir  a*  série,  t.  XIII,  p.  191  ): 

Par  m.  RASSELET» 

Élève  au  collège  de  Soiseona. 

On  donne  sur  un  même  plan  deux  circonférences 
inégales  :  décrire  une  parabole  doublement  tangente  à 
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chacune  d*elleSy  et  troui»er  la  valeur  du  paramètre  de 
la  parabole  en  Jonction  des  rayons  et  de  la  distance 
des  centres  des  deux  circonférences  données. 

Soient  O,  O  les  centres  et  /%  r'  les  rayons  des  deux 
circonférences  5  r<^r'.  Il  est  évident  :  i®  que  la  ligne 
OCy  des  centres  est  l'axe  de  la  parabole  5  2®  que  le  som- 
met de  la  parabole  se  trouve  sur  le  prolongement  de  la 
droite  O'O  du  côté  du  plus  petit  des  deux  cercles,  dont  le 
centre  est  O. 

Soient  M,  M'  des  points  de  contact  de  la  parabole  et 
des  deux  circonférences  O,  CK;  les  tangentes  MS,  M'S 
menées  en  ces  points  aux  deux  cercles  rencontrent  la 
droite  CVO  suffisamment  prolongée  en  des  points  S,  S', 
et  forment  ainsi,  avec  OCV,  deux  triangles  rectangles 
OMS,  CVM'S',  dont  les  hypoténuses  OS,  O'S'  ont  pour 
milieu  le  foyer  F  de  la  parabole*,  les  rayons  OM,  OM' 
seront  des  normales  à  cette  courbe,  et,  si  Ton  mène  des 
points  M,  M'  des  perpendiculaires  à  Taxe  O'O,  les  sous- 
normales  seront  égales  chacune  au  paramètre  p  de  la 
parabole.  Si  nous  connaissions  ce  paramètre,  la  question 
serait  résolue,  car  il  suffirait  de  prendre  à  partir  du 
point  O  une  longueur  égale  au  paramètre  dans  le  sens 
O'O  pour  avoir  le  pied  de  la  perpfndiculaire  MP5  le 
triangle  OMS  serait  alors  complètement  déterminé,  et  le 
milieu  F  de  Thypoténuse  OS  serait  le  foyer  de  la  para- 
bole. 

Or  les  triangles  rectangles  OMS,  O'M'S'  donnent 

r^z=p  X  OS,     r'^—p  X  0'S\ 
d'où 

-^^^^  rrr  O'S'  —  os  =:  aOO'j 

p 

car,  le  point  F  étant,  à  la  fois,  le  milieu  de  OS  et  de  O'S', 
la  distance  SS'=  00^.  On  a  donc  enfin,  en  désignant  par 
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d  la  distance  OCy  des  deux  cenires. 


1d 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  pa- 
ramètre p  soit  moindre  que  le  petit  rayon  r,  c*est-a-dire 
qu'on  ait 

Noce.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Garreta  et  Lonii 
Goulin,  élèves  au  lycée  de  Rouen;  Lez;  Gambey;  Chadu;  Moreao; 
Launoy;  Jacob;  Moret-Blanc;  P.  S.,  de  Cherbourg;  L.*P.  de  Cuenn,  i 
Liège;  Georges  Yandaine,  élève  de  l'école  Sainte-Geneviève  (datie  dv 
P.  Joubert);  H.  Gondelon,  élève  en  Mathématiques  spéciales  an  lycée  de 
Moulins. 


QUESTIONS. 
H81.  On  a  " 


û  +  i        (û  +  i)(^-hi)       {^a'^i)(b'^\)[€-\'i) 


quels  que  soient  les  nombres  a^b^c,. ,  .^  pourvu  que  le 
second  membre  forme  une  série  convergente  (ce  qui  a 
toujours  lieu,  si  ^  &,  c,. . .  sont  des  nombres  positifs 
croissants,  par  exemple).  (H,  Litjrent.) 

1182.  Soient  Â  et  B  deux  points  d'un  ovale  de  Des- 
cartes dont  les  foyers  sont  F  et  F'. 

AF  coupe  en  K  le  cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec 
FB  pour  rayon  ;  AF'  coupe  en  H  le  cercle  décrit  de  F' 
comme  centre  avec  F'B  pour  rayon.  Joignons  FH  et  F'K, 
ces  droites  se  coupent  en  I. 

Démontrer  que  la  droite  AI  passe  par  un  point  £xe, 
lorsque  A  se  meut  sur  Tovale.  (E.  Lemoinb.) 
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LIBRAIRIE   DE  GAUTHIER^VILLAR: 


JirijiE  t     Cimi'ri^fih, 


Nife  lit'  j*t 


f>'  fi  rt  Jii  fmrttUtfmt  Htms  k'  tmin  dt*  1876. 

;        rdînnt  \y  rin^tUtiL  —  Tltéorlt  in«n;îni!p(î  ao  la 
tin  iû  fi*(an(l<*  P;irtî|î  : 

'  ,  —  Expositiaii  ânaJytiqtio  et  ç^'  -  .1         ]^, 

no  d^  la  Chîïleiir     r  «  lîitïnn,  . 

1!  j  i  Ml  •  i  de  la  Thermo^vtiâmiatîo 
[I  in-t*  grand  raisin  ;  i8ttH 

t  r ,    m  >  i  0  j  i- Mia  ,    r  r^  j  j.  t  ,  t  .»,..•»,*.«  « »...        T    11.    jo  \' . 

BBl    lo  P    A.  ï   llincrtutr  dft  î'Ohsftervutoirft  fin  (InUr^^p  KrTram   Trir- 

Le  Soleil   »* 
mm-is  Liriinfl  in-4i,  ;r. 
'  /Vtr  /mwr  /i-j  SfiUMet't^trtfn  aux  %ifnx  w^iamea . .  • 


Krfiâii-^  nsnil 


r*  Ptftttf.  Tn  f finir.' 


^  daii«  le  t> 
,  I     Sptrttr  ..■ 
n**,    —     li.  Jiprf:irë   tir 

rnjv  y  «(  VL  Ay 

18  fr. 
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DÉMONSTRATION  ÉLfilENTAIRB 

des  formBles  qui  lomeiit  la  somme  les  piissances  m  de  leu  nombres  ei 
foictioB  de  la  somme  el  du  produit  de  ces  nombres,  et  cosma, 
smma  en  fooetion  d'iie  seole  des  deox  ligies  sina  oi  cosa; 

Par  m.  DESBOVES. 


Théorème  I.  —  On  forme  le  tableau 


(') 


h 

h 

h  H-     / 

/I-+-2/ 

h 

/l-f-3/ 

2^4-      / 

/l-f-4/ 

3A-4-3/       h 

h  ^51 

4A-f-6/    3/1-4- 

comme  il  suit  : 

On  écrit  d* abord  l'un  au-dessous  de  l'autre  deux 
nombres  quelconques  h  et  /,  puis  on  obtient  chacun  des 
termes  dans  les  lignes  horizontales  suiv^antes^  en  ajou- 
tant au  tenue  qui  est  au-dessus  de  lui,  dans  la  ligne 
précédente^  celui  qui  est  à  la  gauche  de  ce  dernier  dans 
lu  ligne  qui  précède  de  deux  rangs  celle  que  Von  veut 
former  :  dans  le  tableau  ainsi  construit^  le  terme  de 
rang  p-h^t  dans  la  m-f-i"'"*  ligne  horizontale,  est 
égal  à  hC^-f^'  4-  IC^~P~'  (C^  représente,  comme  à  Tor- 
dinaire,  le  nombre  des  combinaisons  de  w  lettres  n  kn). 

Nota.  —  En  formant  le  tableau  (i),  on  suppose  que 
chaque  ligne  horizontale  commence  et  se  termine  par  un 
zéro. 

^nn.  de  Mathémat.y  a"  série,  t.  XÏV.  (Seplrmbro  1876.)       20 
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Réduisons  d'abord  le  tableau  (i)  aux  muldplicatenrs 
de  /,  nous  aurons  le  nouveau  tableau 

/ 

I 

2 
(2J  j      I       3       1 

4  3 

5  6      I 

6  lo    4 


Je  dis  que  les  nombres  inscrits  dans  chaque  ligne  yer- 
ticale  de  ce  tableau,  à  partir  de  la  deuxième,  sont  les 
nombres  des  différents  ordres  du  triangle  de  Pascal.  En 
effet,  le  tableau  (2)  peut  être  considéré  comme  formé  par 
la  même  règle  que  le  tableau  (1);  la  seule  différence, 
c*est  que  les  deux  premiers  nombres  du  tableau  sont 
maintenant  égaux  à  Tunité.  Il  suit  évidemment  de  li 
que,  si  Ton  faisait  remonter  toutes  les  lignes  verticales, 
à  partir  de  la  deuxième,  de  telle  sorte  que  les  premiers 
nombres  de  deux  lignes  verticales  consécutives  fussent 
placés  dans  deux  lignes  horizontales,  consécutives  elles- 
mêmes,  le  mode  de  formation  du  tableau  (a)  deviendrait 
identique  à  celui  du  triangle  de  Pascal.  Le  tableau  (a) 
serait  donc  le  triangle  de  Pascal  lui-même. 

Cela  posé,  proposons -nous  de  trouver  l'expression 
générale  du  terme  de  rang  p  -^  i  dans  la  m'^*^  ligne  hori- 
zontale du  tableau  (2). 

A  cet  effet,  on  remarque  qu^après  avoir  fait  remonter 
les  lignes  verticales  du  tableau  (2),  comme  il  a  été  dit, 
le  deuxième,  le  troisième,  etc.,  le  [p  + 1}'^"^  nombre  de 
la  m'^""  ligne  horizontale  se  placeront  respectivement 
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dans  les  lignes  horizontales  dont  les  rangs  sont  m  —  i , 
m  —  2, . . . ,  m  —  p.  On  voit  ainsi  que  le  terme  de  rang 
p  +  I ,  dans  la  m'^"^  ligne  horizontale  du  tableau  (a),  est 
le  terme  de  rang  />  -h  i  dans  la  (m  — p)**""  ligne  hori- 
zontale du  triangle  de  Pascal:  il  est  donc  égal  à  C^'^', 
et,  par  suite,  ce  dernier  nombre  est  le  coefficient  de  / 
dans  le  terme  de  rang  p  4-  i  de  la  (m  4-  !)**"••  ligne  hori- 
zontale du  tableau  (i). 

Si  maintenant  on  forme  un  troisième  tableau  avec  les 
multiplicateurs  de  A,  on  déduit  de  ce  tableau  le  triangle 
de  Pascal,  comme  on  Ta  fait  pour  le  deuxième  tableau, 
et  l'on  voit  ainsi  que  le  coeflicient  de  A,  dans  le  terme 
général  du  premier  tableau,  est  C^Z?"'.  Ce  terme  géné- 
ral a  donc  bien  Texpression  indiquée  par  Ténoncé. 

Théorème  II.  —  «Si  u^,  Ui,  Uj,...,  iim  sont  des  fonc^ 
lions  de  deux  quantités  b  et  c^  telles  que  trois  fonctions 
consécutiues  !/„_«,  i/»-i,  m»  soient  liées  entre  elles  par  la 
relation 

les  deux  premières  fonctions  u^,  lii  étant  égales  à  \b^ 
et  b  multipliés  respectivement  par  deux  coejjficients 
quelconques  h  et  l  y  le  terme  de  rang  p  -f-  i ,  dans  le  dé-' 
veloppement  de  u^ ,  aura  pour  coefficient 

En  formant  d'abord,  d'après  la  relation  (i),  les  déve- 
loppements de  quelques-unes  des  premières  fonctions, 
on  voit  que  ces  fonctions  sont  des  polynômes  entiers, 
dont  le  degré  est  égal  à  Pindice  de  u,  et  telles  que,  d'un 
terme  au  suivant,  les  exposants  de  b  décroissent  de  deux 
unités,  et  les  exposants  de  c  croissent  d'une  unité  i  partir 
de  zéro.  On  remarque  aussi  que  les  signes  des  coefficients 
sont  alternativement  -+-  et  — . 

25. 
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On  peut  d'abord  faire  voir  que  la  loi  des  exposants  est 
générale.  En  effet,  si  Ton  pose 

«._,  =  ^"-'  —  d!  b'*-^  c  -4-  e'b'^^  c^  —/'  h'*-'  c^  -h    . .  ; 
en  appliquant  la  relation  (i),  on  a 

On  voit  que  la  loi  des  exposants  est  vérifiée  pour  ii„',  et, 
comme  elle  est  vraie  pour  u^  et  u^  elle  est  générale. 

La  formule  (2)  établit  aussi  un  mode  de  formation  des 
coefficients  d'une  des  fonctions  au  moyen  des  coefljcients 
des  deux  fonctions  précédentes.  On  voi  t  que,  si  les  coeffi- 
cients, abstraction  faite  des  signes,  de  deux  foncdons 
consécutives  sont  écrits  sur  deux  lignes  horizontales, 
de  telle  sorte  que  les  coefficients  de  la  seconde  fonction 
soient  placés  au-dessous  des  coefficients  de  même  rang 
de  la  première,  chaque  coefficient  de  la  fonction  sui- 
vante s'obtiendra  en  ajoutant  au  coefficient  qui  est  an- 
dessus  de  lui  celui  qui  est  à  gauche  de  ce  dernier  dans 
la  première  des  trois  lignes  horizontales.  Le  mode  de 
formation  est  donc  tout  semblable  à  celui  du  tableau  (1); 
et,  si  Ton  suppose  que  u^  et  Ui  aient  respectivement  pour 
valeur  hb^  et  /&,  on  voit  bien,  en  tenant  compte  de  Tal- 
ternance  des  signes,  que  le  coefficient  du  terme  qui  en  a 
p  avant  lui,  dans  le  développement  de  u,»,  a  pour  expres- 
sion 

^applications  du  théorème  IL     ' 

Problème  L  —  Trouver  la  somme  des  puissances  m 
de  deux  nombres  en  fonction  de  la  somme  et  du  pro- 
duit do  ces  nombres^  en  d^ autres  termes^  a'  et  x"  étant 
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les  racines  de  VéqucUion  du  second  degré 

ar» —  b.T  -\-  c  =  O, 

trouver  le  développement  de  od""  -f-  xf''*"  en  fonction  de 
b  et  c. 
On  a 

X'"  -+-  X**  :r=  2,      x'  -f-  jc"  =  6 

tîl,  en  général, 

y«  4.  j.//«  --  ^(x'— '  -f-  x''*-')  —  c(x''*-»  -4-  X*''"-»)  {*). 

La  fonction  a/'"  4-  a/'"*  est  donc  une  fonction  m,„  dans 
laquelle  A  et  /  sont  respectivement  égaux  à  sà  et  i .  Alors, 
en  donnant  k  h  et  l  ces  valeurs  particulières  dans  l'ex- 
pression  du  coefficient  du  terme  général  de  i/„,  on 
obtient 

ou 

m{m  —  p —  \){m  —  p  —  2) .  .  .(m  —  tx/?  -H  i) 


i-iy 


1.2.3.../? 


pour  expression  du  coefficient  du  terme  qui  en  a  p  avant 
lui  dans  le  développement  de  a/"*  -h  x'''*.  On  a  donc 

^  ,     .         /w  (  m  —  3  )  , 

I  1.2 

^   m(m — p — i)(m — p — 2)...f/w  —  20-4-1), 

^  1.2.3...// 

PaOBLÈiffE  II.  —  Exprimer  cosma  en  fonction  delà 
seule  ligne  trigonométrique  cos  a. 
On  a 

2  COS*fl  =  '2,       2  COSfl  =  2  COSfl, 

2  cosma  =  2cos(/7i  —  1)11  x  2  cosa  —  2cos(/n  —  i)a, 
La  fonction  2  cos  ma  est  donc  une  fonction  i/,„  telle,  que 

(•)  Voir  Questions  d'Al^bre,  p.  71. 
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£,  c,  h^  /ont  respect] vement  pour  valeurs  acosa,  i,  2,  i. 
Alors  Texpression  du  coefficient  du  terme  général  est  la 
même  que  dans  le  développement  de  a/""  -h  j/'*",  et  l'on  a 
immédiatement 

2Cosma  =  (acosa)*  —  111(2  ces  a  )*~*  H (2cosfl)**^— ... 

,       .ni{m—p — i)(/w— ^  — 2)...(m  — 2D-4-I),  ^.^ 

'  I.2.3.,,/l  ^  ' 

Problème   III.  —    Troui^er  le   déi^eloppement  de 
—. en  fonction  de  cosa  seulement. 

On  a 

sina  sina^ 

-; =::  I  y        =  2  COSfl, 

sinA  smii 

siD/i7/i       sin(m  —  i)a  sin(/n — 2)a 

-_ z= a  cosa ^— : —• 

sina  sina  sma 

La  fonction  — : est  donc  une  fonction  Um~i«  telle  que 

sina  -^1»         ^ 

b  est  égal  à  acosa,  et  c,  A,  /  sont  égaux  à  Tunité.  D'ail- 
leurs le  rauff  de  la  fonction  -: est  m,  et  elle  doit  être 

représentée  par  u„.i.  Il  suit  de  là  que,  pour  obtenir  le 
coefficient  du  terme  qui  en  a  p  avant  lui  dans  le  nouveau 
développement,  on  doit  faire  dans  Texpression  générale 
(théorème  II)  A  et  /  égaux  à  i,  puis  changer  m  en  m— i. 
&  et  c  étant  d'ailleurs  respectivement  égaux  i  2  cosa  et  1, 
on  a 

sin/i7a       ,  ^     .      /w  — 2,  ,     .      (m — Z){m — 4)/  \_i 

~ =  (2COSaV"-' (2  COSfl)— ^+  ^ (2C0Sfl)^'— • 

sma        ^  '  i      ^  '  1.2  ^ 

Remarque.  —  En  changeant  a  en a  dans  les  deux 

formules  précédentes,  on  en  déduira  deux  autres,  qui 
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détermineront,  en  fonction  rationnelle  de  sina^oos ma 

^  sinma    .  .     connut        .  .  •         • 

et  SI  m  est  pair, et  Ain  ma  si  m  est  impair. 

cos«  *^  cosa  *^ 


MIDTIM  BBS  PMP0SITIM8  SItt  US  N«IIUS 
BB  I.  C.  lORBAD 

(Tolr  Btaio  lome,  p.  *^^); 

Paa  m.  MORET-BLANC 


1 .  Connaissant  le  mode  de  décomposition  en  fac^ 
teurs  premiers  de  V entier  /i,  tromper  le  nombre  des  ra^ 
cines  de  la  congruence 

x'^i  (mod.  «). 

Cette  question  est  résolue  dans  V Algèbre  supérieure  de 
Serret,  n°  292. 

Soit  m  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs  de  n. 
Le  nombre  des  racines  de  la  congruei^ex*^  i  (raod.//) 
est  a*"  si  n  est  impair  ou  double  d'un  impair,  a"*+^  si  n 
est  divisible  par  4  et  non  par  8,  et  2*"+*  si  n  est  mul- 
tiple de  8. 

2.  P  désignant  le  produit  de  tous  les  nombres  infé- 
rieurs à  un  nombre  n  et  premiers  avec  lui,  indiquer 
quels  sont  les  cas  oà  n  divise  P  +  >  • 

Quand  n  est  un  nombre  premier,  une  puissance  d'un 
nombre  premier  ou  le  double  d'une  telle  puissance,  ou 
enfin  quand  il  est  égal  à  4  (théorème  de  Wilson  gé- 
néralisé). (VoirV  Algèbre  supérieure  de  Serret,  n®296.) 

3.  Soient  a,  by. .  »^l  les  différents  facteurs  qui  en- 
trent dans  la  composition  de  rentier  /t,  et  m  le  plus 

petit   commun  multiple  des  nombres — ; •?  a  —  i, 
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b  —  I,...,   / —  i;  montrer  que  tout  nombre  premier 
avec  n  satisfait  à  la  congruence 

xr^i  (inod. il). 

Si  ({)(;i)  ÎDdi<{ue  combien  il  y  a  de  nombres  premiers 
avec  n  el  non  supérieurs  à  n,  x  étant  premier  avec  n« 
on  a 

j;?<")^i    (mod./x), 

théorème  de  Fermât  généralisé  par  Euler  (Seriiet,^/^. 
sup.,  n**  296,  ou  Le  Bbsgue,  Introduction  à  la  théorie 
des  nombres j  n^  41). 

Si  n  est  un  nombre  premier  (f{n)  =  n  —  i,  etsin 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier  ayn=a*j 
^(n)  =  (a-i)a^-\ 

De  plus,  si  Ton  a  x'"^^i  (mod.  tz),  on  aura  aussi 
x''"£^i  (mod./i),  k  étant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. Cela  posé,  soit  n  =  a*  i^. .  ./^. 

X"» — I  sera; divisible  par  w,  s'il  l'est  séparément  par 
les  nombres  premiers  entre  eux  a",  iS  • . . ,  /^^  c'est-à-dire 
si  m  est  un  multiple  de  (a  —  i)  a*~',  (&  —  i)i^~S..., 
(/ — i)/^~S  ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  a"', 
i^""',. . .,  /^~'  sont  premiers  entre  eux,  un  multiple  de 

a!^'  jp-i  /^-t  ~    /^       et  de  a— 1,  b  —  i,  l  —  i. 

ab , , ./ 

Toutefois,  si  l'un  des  facteurs,  a  par  exemple,  est 
égal  à  a,  on  a,  n  étant  impair, 

et,  eu  général, 

.r*"-'^^!     (mod.  2";; 

donc,  si  n  est  multiple  de  8,  on  pourra  remplacer 


par 


ah..J       '  2fl6.../ 


Digitized  by  VjOOQIC 


(393) 
U  en  sera  de  même  si  n  est  multiple  de  4?  pourvu  qu*il 
y  ait  un  autre  facteur  premier  impair  dout  Texcès  sur 
Tunitë  restituera  le  facteur  2,  nécessaire  pour  que  x*" — i 
soit  divisible  par  4- 

Si  n  est  un  nombre  pair  non  divisible  par  4>  — 7 — ; 

est  fractionnaire. 

On  pourra  donc  prendre  pour  m  le  plus  petit  multiple 

commun  de&  nombres  — 7 — 1>  a  —  1,  b  —  I1...»'  —  *j 

toutes  les  fois  que  — ; .  sera  entier,  excepté  pour 

^        lab..  A  '-       ^ 

4.  n  étant  un  entier  positif  quelconque^  démontrer 
r  égalité 

k  =  n 


L^égalité  développée  s'écrit 
1 . 2 . 3 . . .  «  =  (  //i  -f- 1  )"  -  /w" 


—  i 
I 

/î(/i— i) 


i.a 

Les  deux  membres  représentent  chacun  la  /i**'"'  dif- 
férence delà  fonction  (x-hi  —  /i)",  dans  laquelle  on  donne 
successivementàa:lesn-t-i  valeurs  m,  ry*  +  i,. .  .^m-hn. 
L'égalité  est  donc  démontrée. 

S.  Quels  que  soient  les  entiers  positifs  iti,  w,  /?,  on  a 

k  =  n 

(-■) TTÏXTT 

X(w  H-  Âp)  (m  4-  X/»  —  l).  .  .{m  -^  ko  —  n  -h  2). 
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Développons 

oz=:m{m  —  i).,.{m  —  «4-2) 

' («H-/>)(/îi  -h/i  —  i). .  .(m  -4-/1  —  iH-2) 

H i  (m -h  2/>)  (m -f- 2/>  —  i)...(OT-f-2/>— n-l-a)... 

1*2 

±  (m -^  np) (m -^  np  —  t).  ,  ,(m  -^np  —  «4-2). 

Le  second  membre  représente  do  la  72'^"^  différence  de 
la  fonction 

«(x  —  i)(j:  —  2). . .(«  —  /i  -h  2), 

dans  laquelle  on  donne  snccessivement  à  a;  les  valeurs 
m^m-^Pj  m  •+-  2^,  •  • . ,  m  -h  /i/>  ;  or,  cette  fonction  étant 
du  degré  n  —  i,  sa  différence  n**"'  =  o ;  donc,  etc. 

6.  On  tire  stACcessivement  des  boules  d'une  urne  qui 
en  contient  m,  toutes  différentes,  et  auant  chaque  tirage 
on  remet  dans  Vume  la  boule  qui  a  été  extraite  au  tirage 
précédent.  Quelle  est,  dans  ces  conditions,  la  probabi- 
lité  d'amener  pfois  de  suite  la  même  boule  ayant  que 
pas  une  des  q  boules  désignées  à  V avance  ne  soà 
sortie. 

En  faisant  dans  la  formule  trouvée  m  =  iS,  /?  =-  4f 
q  =  !X^on  aura  la  chance  du  coup  appelé  lansquenet  au 
jeu  qui  porte  ce  nom,  en  se  servant  d'un  nombre  infini 
de  jeux  de  cartes.  Cette  chance  est  ^ytj-  =  0,0028  en- 
viron. 

Désignons  par  A  les  boules  dont  Tune  doit  sortir 
p  fois  de  suite,  et  par  b  celles  qui  ne  doivent  pas 
sortir. 

La  série  des  p  tirages  consécutifs  amenant  la  même 
boule  A  peut  commencer  au  premier,  au  deuxième,  an 
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troisième,  etc.,  tirage,  et  la  probabilité  de  révénement 
désigné  est  la  somme  des  probabilités  correspondant  â 
ces  différents  cas,  sans  qu*aucane  boule  B  ne  sorte. 
Premier  cas.  —  La  probabilité  qu'une  boule  A  sorte 

au  premier  tirage  est -t  la  probabilité  de  la  sortie 

de  cette  même  boule  à  chacun  des  tirages  suivants  est 

—  pour  chaque  tirage,  et,  par  suite,  la  probabilité  de 

p  tirages  consécutifs  d'une  boule  A  commençant  au  pre- 

m  —  a 
mier  est ^• 

Deuxième  cas.  —  La  probabilité  de  la  sortie  d'une 

boule  A  au  premier  tirage  suivie  de  la  sortie  d'une 

^      ,      ,     .                   ,    .                (m^g)(m  —  g  —  i) 
autre  boule  A  au  second  urage  est ^-^-r — ' 

La  probabilité  de  la  sortie  d'une  boule  Éikp  tirages  consé- 

cntifs  commençant  au  second  est  donc  i ^-piTx • 

Troisième  cas.  — La  probabilité  que  les  deux  premiers 
tirages  amèneront  des  boules  A  est  ^ — —^ —  *,  la  proba- 
bilité de  la  sortie  au  troisième  tirage  d'une  boule  A  dif- 
férente de  celle  crui  est  sortie  au  second  est ; 

on  a  donc,  pour  la  probabilité  de  ces  trois  événements, 

(m  —  g  Y  {m  —  g  —  i)  ,  *i.i-/i 

^ ^ ~ 9  et,pourla  probabiIitéde/7 tirages 

consécutifs  d'une  même  boule  A  commençant  au  troi- 
sième, 

et  ainsi  de  suite. 

La  probabilité  d'amener  p  fois  de  suite  une  même 
boule  A,  avant  que  pas  une  des  boulesBnesoit  sortie,  est 
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donc 

m  —  7(           w  —  7 — iF         /w  —  7        (m — a)* 
'  '  I  H î i-h^ ~  ^  -    - 


'[' 


{m  —  y)» 


m  —  7 


(m  —  7  —  1        m\        (/w  —  t){m--q) 


p  _  (m— f)(/y>~y) 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  m=:  i3,  p  =  4j  9  =  3) 
on  a 

12.  ïi       66         66 


2.i3^       i3*  ""28561 


: 0,0033  environ, 


valeur  à  très-peu  près,  mais  non  rigoureusement  égale 
à  celle  que  donne  M.  Moreau. 


SDR  U  TRANSFORMATION  M8  ^OVATIONS  DU  SKCOm  Wfill 
A  DEUX  ET  A  TROIS  VARIABLES^ 
Paa  m.  h.  lemonnier. 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


I. 

1.  Soit  considérée  Téquation  d'une'hyperbole  sous  la 
forme 

(0  w»  — pa  =  K, 

M  et  if  désignant  deux  fonctions  du  premier  degré  en  jr 
etj,  telles  que  les  droites  données  par  u  =  o,  v  =  o 
aient  un  point  commun  et  un  seul. 
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On  peut  transformer  le  binôme  u*  —  ^'*  en 

u  —  V 


«'  — i;2  =  X(lH- p) 


de  sorte  que,  si  l'on  pose 

il  vient 

(3)  a^  ~  f^  =  (Vu  -h  r^Y  —  (Vu  -h  Vp)». 

L'équation  proposée  peut  ainsi  être  changée  en 

{4)  (v«-hV^)»  — (r«-HVc;)^  =  K. 

On  peut  disposer  de  la  constante  X  de  façon  à  avoir, 
par  Wu-+-}f^u  =  o,  X''m  4-  XV  =  o,  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  de  la  courbe. 

%  Supposons  que  le  diamètre  à  représenter  par 
Vu  H-  X'V  =  o  soit  donné  par  Téquation 

ma  —  ntf  =:  o. 
Il  s^agira  d^avoir 

y_ 

m        —  n        m  —  n       m  -\-  n       J  m- 


r 

m 

\ 

n  ~ 

\ 

—  n 

m  -\-  n 

mu  —  nv         —  /!«  -f-  mv 

d'où  résultent 

_         .„  mu---np 


\l  m*  —  «^ 


^  m^  —  fr 
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L^équation  (4)  est  donc 

3«  Si  les  deux  diamètres  ont  pour  équations 
mu  —  j»p  iz:  o,     m'a  —  n'v  =  o^ 

on  aura,  avec 

I 


m        —  n        m  —  yi        //i  -h  «       J^j^* „i        mu,  —  m 


I 


»'  m'  «.'_!_  «' 


d'où  l'équation 

eo  égard  a  la  relation 

(5)  mm!  —  nn*  =  o. 

Qu'on  change  v^  en  i^i  et  ra  en  m ,  n'  en  ni,  cela  s'ap- 
plîquera  à  l'ellipse* 

4.  Ainsi  Téquation 

««  -h  p»  =  K 
peut  se  changer  en 

un  diamètre  de  l'ellipse,  quelconcjue,  étant  donné  par 

mu  -h  «p  =  o, 

le  conjugué  par 

—  nu  -\-  mv=z  o\ 
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el,  si  les  deux  diamètres  coujugaés  ont  pour  équations 

mu-hnv^zOf     iw'k -4- «'p  =  G, 

moyennant  la  condition 

mm'  •+■  nn'  =  o, 

Tellipse  a  pour  équation  correspondante 

(mu-hnçY        {m'u-^n'pY_ 

5.  Remarque.  —  Du  moment  que  quatre  quantités 
/n,  /i,  m',  n'  sont  liées  par  la  relation 

mm'  -+-  nn'  =  o, 

il  s'ensuit,  d*après  cela, 

=  1, 


iif'  -f-  /i»        m"  -h  «'■ 


/i'  n 


/ï 


m/ï  i7i'  n' 


m»  -h  «»        /n'»  -h  n' 

=  o. 


là 


Ce  sont  d'ailleurs  des  relations  faciles  à  vérifier.  En  les 
appliquant  à  l'équation 

on  retrouve  entre  les  coordonnées  des  extrémités  de  deux 
diamètres  conjugués  des  relations  connues. 

Soient,  pour  les  deux  diamètres  conjugués,  les  équa- 
tions 

X  Y 

m  — h  «  *T  =  o, 
a  b 

m \-  n  -•  =  o. 

a  b 
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L'équation  de  l'ellipse  sera,  sons  la  forme  l^"), 

m'  -h  «'  m"  -h  n'* 

ou 


en  posant 


X 

,  .r  ,  r         , — ; Y 


d'où,  en  observant  que 

/  _ 

//i  /«' 

on  tire,  pour  Y  =  o,  X  =  a', 


">        T  " 


et,  par  conséquent,  les  relations  reviennent  à 

jcr-+--T'.r'==o; 
et,  comme  Ton  a 

il  s'ensuit 
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6.  Quand  on  part  do  Téqualion 
on  obtient,  par  une  transformation  familière  à  tous, 


:  — B»\ 


AC— B»  BD— AE\» 


AC  —  B»  \       A 
A  étant  le  discriminant 


AC—B» 


A  B  D 
B  C  E 
D     E     F 


Si  l'on  pose 


i/AO— bA 


Ax-f-B/-fD  \pî       /AC-B'         BD  — AE\ 

V/A  v/i 


.r-+- 


on  a 


intf  -f-  /ip  =  m 


i/X       /AC  —  B' 


'A. rA 

î-bA' 


BD  — AE\ 

y-^  — : — h 


—  nu-{-  mp  T=z —  n 


V^AC— B»\       A. 
Ax-t-B.r  +  D 

slH        /AC—  B>  BD  — AE^ 


— ( 

:  — B»  \ 


v/aC  — B»  V       A        ^  A 

Soit  donné 

/?î,x  -h  /î,  j  -H  /^  ^=^  mu  -+.  /ip  z=  o  pour  un  diamètre, 
et  soit 

/Wj.r  -f-  n^jr  -\-pi  =  —  //«-f-  wp  =  o  pour  le  conjugué. 

jénn,  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  X!V.  (Septpmbrft  1875.)       :x6 
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Noas  avoDS  là 

ut,  ==  m  V' A ,     «1  = /Il  — ^: -4-/I = — 

Va  ^/A 

D  v/T       BD  —  AE 

1?,  1=  /»    --— :  —  n  —  ■  n 

sfÂ  \/AC  —  B»         A 


;—                          B             i/AC  —  B= 
M2z=z  —  n  \  Af     /îj  =  —  n  — ^  -h  w  ^ ^_ 

V^A  v'a 

D  BD-AE 

/?!  =  —  n  —^iz.  —  nt  -— - 


■  — rz.  —  *'*  ■  __ —  —  ^ 

V^A  VA^AC— B« 

d'où 

w,  A/î,  —  Bot, 

^A  V^v'AC  — fl» 

A/î,  —  Biw,  B/i,  —  /»,C      iw.       Ail, —  Bflfi 

v/AC— B'  \/A0— B»       «»       B/i.  —  Cni, 

ou 

A/î,»j  -r  Cm,/»,  —  B(/7i,/7a  -h  /f,  w,)  =r  o, 

puis 

/»,  fDC  —  BE)  — /î,(BD  —  AE) 
^'  =  ÂC^Tb^ ' 

_  —  D/î,  M-E/?/, 

diaprés  quoi 

/»,  (Bx -f- Cr  +  E)  — /i.  ( Ax-4-Bj^  4- D) 
V/AC  — B' 

et  Ton  a,  pour  Féquadon  (4')f 

A/i!  —  2B//i,/i, -f-  C/y/? 

-h  A -     - ?  =0. 

(AC-B»)' 
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Ajoutons  que,  en  raison  de  ce  que  Ton  a 

réquatjon  est  encore 

.    [(«.c  -  «,B)  i/,  -h  (;,,, A  -  «,B)  4  /;  ]• 

-f-A(A«f  —  aB/w,/i,  +Ci»î)z=o. 
A  prendre  m,  =  w,  =  i,  îl  vient 

f  X  4- r  -  5i:iil£:îlBp--AE\  « 

\  âc^i:b^        y 

AC  — B'  ^  (AC-^B>y 

ou  ^  ' 


=  o 


+  (AC-B')(i/:_i>;).4-A(A-aBH-C)=o. 
Si  l'on  prend  m,  =—/;,  =  i ,  on  a 

[r~r-  BE-CD-(BD-AEn' 
L  AG-B'  J 

AC-B'  *   (AC-B')'  ~°' 

ou  ' 

[(c  +  B)i/,_(A  +  B);/;j» 

+  (AC -  B')  (i/i  +  i/;).  +  A(A  4-  aB  +  C)  =  G. 


II. 
I .  Soit  considérée  la  fonction 

Il,  V,  w  éunt  des  fondions  du  premier  degré  de  x,  y,  z. 

26. 
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En  posant 

on  a 

a*—  «^»-f-  »'*=  u^  —  (Vp  h-  X"  «')*-h  (r  «^  -h  V«')'. 
De  là,  par 

on  déduit 

Puis,  si  l'on  fait 

k(-.-)=''.    j(-7)  =  ''. 

il  vient 

«1—  pi+  «;!=:  (^'k  4-  ft' Vp  -4-  ft"  À"»')» 

-h [v^(^t''a+  ;*'  V  P  H- ft'  V  w')  4-  v'(X'p  -4-  V«')f 

4-[v V«  H-  (v"/  V-f-  v'X*')^  -h  (v'V  ^"-^v' ^>?- 

2.  Proposons-nous  de  faire  dépendre  cette  équation  de 
celles  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  quelconques, 
données  sous  les  formes 

mu  -f-  /î**  -f-  pt*'  =  o, 
m'u  •+-  n'\>  -f-  p*  w  z=z  o, 
m" a  +  /i"«^-f-  p"wz=z  o. 
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On  a  d'abord,  à  l'égard  du  premier  plan, 

m 


n  p  —n  -hjJ        —  n  —  p       yj^^  —  p^ 


/ttH-fit^Vp-Hft^rit^  __  _£_ ^1 


K 


mu  —  nv^  piv  n       ^n^  —  p* 


I 

u 


m-h  ^n^—  p*      m  —  ^/t» — />*       ^ m*  —  n^ -{- p'' 
de  sorte  que 


V /w*  —  n*  -h  p^ 


On  a,  en  second  lieu, 
m'  —  n'  />'  m*u  —  n'u-{-p'w 

—  zï'  +  A''     —      —«'  —  /?'      •-•~./i^4-// 


ce  qui  donne 

m'~~— /l'V  — ^'X"' 
c'est-à-dire 

par  conséquent 

nn!  —  pp'  =  mm'     ou     otto'  —  /?/i'  -f-  pp'  =  o. 
On  a,  d'autre  part, 


,X'         ,Y       4-/i'X"-4-p'X'' 
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d'où 


li.%'  _                        v' 

V 

'«'         nn^  p'p  )lnt^  —  /î»  -h  />»       "+-  f^' 

p  -«-  ///» 

» — p^ 

m'ylni^^n^jfp'       »p'-^n'p 

y/n^-^p^            yjn^  —  p' 

V 

/«'^/?i>— /i'-h/y»+  (np'-^-n'p) 

I 

V 

• 

mVw'--  «*  -H  /^'  —  (/î/?'  -H  «V) 

y'//'  —  p^ 

_                          V^/»'-/.' 

v/7w'»(  w>  —  /ï»  -h  ^»  )  —  (  iî;:i'  -h  /î'/?  )» 
i  cause  de 

Or  on  a 

=  (nn'—pp'y-'m''{n^  —  p^)'-'(np''{'pn']^ 
=n^n'^'\'P*p''—  m'^[n''-'P^)-'n'p'^—p^n'* 
=  (  II'»  —  m'»  — /»  )  («»  —  p»  ). 

Il  s^ensuit 

w'    *"  ^„'i^m'*  —  p'* 
et,  par  conséquent, 
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En  troisième  lieu,  nous  avons 


»v 

•//v  +  /X* 

= 

p" 

= 

»'(*'«+... 

m' 

—  n" 

to'k  —  n'v-^  p^ 

tv 

= 

= 

(,'>'-»')! 

= 

vV'H-v' 

-«"— ^' 

-«"+//' 

X 

»'fl'—  v' 

_ 

«"f.' 

»' 

d^où  résulte,  d'une  part, 
ou 

OU 

/i/i*'  -—  /?/;''  —  mm'':=  o, 
mm"-—  nn" -{'  pp"  =  o, 
et,  d'autre  part, 


—  /I      —,—  p     -7 


»,"  ^,„t^„7^^i      -^^J^F ^_pn_ 


sjn^-^p^  ^n^  —  p^ 


V 


y^/y^^  ^  w/y^^  ^  /y/^^  ^  W»  —  /t»  -f-  y^a 

^7ï^^  pi 

I 


/j/î*'  —  np"  —  m'^  )/m^  —  n^-+-  p* 
\Jn^-^p' 

: \l"^  —  P^ 

(pn"—  np"Y^  rnf'\m^—  n'^p'l 

I 
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de  sorte  que 

D*après  cela,  on  obtient 
„î-_  p»-i.  «,«=:  [mu  —  m-^pwY  _  (m^n  — ii^f>-f-;>V)» 

3.  Nous  avons  trouvé  les  deux  relations 
mm'  —  nn'  -f-  pp'  =  o, 
iWWl"  —  /l/î"  -f-  /jp"  =  o. 

Par  analogie,  nous  devons  y  ajouter  une  troisième 
m' m"—  n' n" -\-  p*  p"  =  o. 

Il  nous  est  aisé,  du  resle,  de  la  déduire  de  ce  qui  pré- 
cède. Observons  que  l'expression  rvlmP —  w'/i''-f-  p'f^esi, 
à  un  facteur  près, 

=r  v'v-^Cf*^»—  fii'»X'«—  X">-4-  fii'»X"»+  X'»). 

Or  la  quantité  entre  parenthèses  a  pour  valeur 

U-f)-K-0'[-K-?)1 
-K-ry[-K'n)"] 

-i(-fn(-i); 

=î(''-5)'-î('-ï)'=°- 
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(4o9  } 
La  relation  est  ainsi  démontrée. 

4.  Sur  les  trois  quantités  m*  —  n'-h  /?',  m'* — /«'*  -j-  p'*, 
ot'" —  7î"*  +  p''*,  il  y  en  a  deux  qui  sont  positives,  et  une 
qui  est  négative,  si  les  coefficients  m,  n,  p,  m',  n\  p\ 
m",  n"^  p"  sont  réels,  du  moment  que  l'on  a 

(mu  —  nv -^^ pwY       (m' u  —  n'v-hp^wY 
^  m^^n^  +  p*      ^       ot"— /!'»  +  /?'» 

On  a,  en  effet, 

mm'  —  nn*  -+-  pp'  =  o, 
//i'//i''— /ï'/i"4-p>''=o, 
m"  m  —  n'^n  -hp'^p  =  o; 

or  des  deux  premières  relations  on  tire 
iw'  //'  p' 


:K^ 


—  «/>"  -f-  n'y      pm**  —  mp"       —  mn"  4-  nm"  ' 

d'où 

;„'»—  «'«-f.p''=K'»[{«y'—  n»«—  [pm"-  mp"Y 

^\^mn''^nm"Y] 

Pour  semblable  raison, 

m' 2  —  n"^  +  p''^=  —  K'''(/?j'>  —  «'»  +  p'^)  [m^  —  /i»  -f-/?>), 
^t^  «»  -*-  p>  ^  —  K'  (w''*—  «'^«-hy^)  (m"  —  /i"  4- />'»). 

Maisles  trois  dénominateurs  m* — n^-^p^^m'^ — n'"H-f/", 
wi'"  —  n"^-hp^*  ne  peuvent  être  négatifs  à  la  fois,  puisque 
M* —  v»"4-  w*  peut  être  positif,  iie  fût-ce  que  par  u=io. 
Soit  donc  m* — n*-|-/)*>0  5  dès  lors  m'* — z»'*-!-/?'*. 
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(4io) 

m"* —  n"*+  p"^  sont  de  signes  contraires  :  Tun  est  donc 
négatif,  l'autre  positif.  Par  conséquent  la  transforma- 
tion, si  les  fonctions  restent  réelles,  maintient  le  même 
nombre  de  carrés  positifs.  L'espèce  se  maintient.  C'est 
le  théorème  de  M.  Hermite  pour  le  cas  de  trois  variables 
dans  la  forme  quadratique.  Nous  présentons  da  reste 
plus  loin  une  démonstration  normale,  fort  simple,  de 
ce  théorème  dans  toute  sa  généralité. 

5.  Quand  Téquation  d'un  h  jperboloïde  est  mise  sous 
la  forme 

les  plans  donnt's  par 

mu  —  nv  ^  pw  =  o, 
m'u  —  n'i»  +  p\\'  =  o, 
m"  a  —  n"  V  -{-  p"  w  •=  o 

sont  trois  plans  diamétraux  conjugués,  si  Ton  a 

mm'  —  nn*  +  pp'  =r  o, 
m' m"  —  n'  n  -h  ///>'  =  o, 
m" m  —  n"  n  '\-  p"  p  =  o. 

L'équation  de  la  surface  a  pour  forme  correspondante 

( mu  —  wp  -4-  pwi'^       ( m* u  —  /?'  r  -4-  // «')* 


m^  —  /i»  4-  p'  m'^  -r  «'»  -h  //' 


=  K. 


6.  Pour  appliquer  ces  résultats  à  l'ellipsoïde,  l'équa- 
tion en  étant 

il  n'y  a  qu'à  changer  i^  en  w,  n,  /i',  n"  en  m,  n'i^  n'i\ 
de  sorte  que  trois  plans  diamétraux  de  l'ellipsoïde  ayaoi 
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(4ii) 

pour  équations 

mu  -f-  /II'  H-  pw  =  o, 
m'u  4-  /»V  -h  p'w  =1  o, 
m"»  -f-  «''p  +/>''«'  =  o, 

moyennant  les  conditions 

/   mm'  -f-  nn'  -f-  /y?'  =r  o, 

(  m" m  H-  /i^'/î  +  z?**/?  =  o, 
Téquation  de  la  surface  pent  se  mettre  sous  la  forme 
(mtt-^nv-k^pwY       [m'u -^  n'v-^p'u^Y 

7»  En  conséquence,  on  a  les  relations  suivantes  : 


//i»  -h  n^-h  p*       m'^  -h/i'^-h  p'^ 

'^  m'-^-^n^^-^-p'^^^Zàm^-hn^-^p^"^' 


(^) 


y — i^ = 


mn 


m"  -f-  n'-hp^       m" -h  n'^-^t-p'^ 

m**  n"  -^  mn  

m"^  4-  n"^  ^p"^''  2à  m*  H-  n^  -f-/^»  "~  ^' 

-^  m» -+- «>  4- />' ~"    ' 
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(  4ia) 

8.  Ces  relations  peuvent  se  déduire  directement  des 
précédentes. 

Supposons,  en  effet,  que  m,  n,  p^  m\  n\  pf^  w?^  «^  ff 
soient  des  quantités  quelconques;  tant  qu'elles  sont  liées 
par  les  relations 


(«) 


le  déterminant 


mm'  -h  W  -f-  pf/  =0, 
m' m"  -f-  /i'  /î''  H-  pp"  =  o, 
m"  m  H-  «'il  H-  p*' p  =  o. 


w 

n 

P 

«' 

n' 

P' 

m' 

n' 

Pf' 

a  pour  valeur 
Soit  posé 


/» 

n 

/» 

m 

n 

P 

M 

K 

P 

m' 

«' 

/»' 

m' 

ri 

p' 

= 

M' 

N' 

P- 

m* 

«' 

/»" 

m" 

n" 

p" 

M' 

N* 

P* 

on  a 


N  =r  mm'  -f-  nn'  -¥pp'f       N'  =  m"  H-  «'»  4-/?'» , 
p  zzimm^-^nn"  '\-pp'';     ^  =  m' m"  ■+- n' n" -h  p^ p"  ; 
W  =m"m  -f-  /t"/n-  p^p^ . 

N"  ==  m"  /w'  ^  /i"/i'  -4-yy , 

p"  =  m"» -h /i'»  4- /»"'». 
Donc 


A'  = 


/»«-+-  71»-+-/?» 


o 

O 


O 

o 
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(  4>3  ) 
En  conséquence  A  n'est  pas  nul^  k  moins  que  m,  n^  /?, 
ou  m',  n\  p\  ou  m",  n"^  p"  soient  nuls  à  la  fois,  si  ces 
éléments  sont  réels. 

8.  Posons 

na  H-  /t'p  -t-  «"7  =8, 
pa-^p'P  -f-/>^7=C, 

a,  p,  y  désignant  des  quantités  arbitraires. 
Soit 

M     m      m 

P      P'      P" 


\o, 


ces  égalités  résolues  par  rapport  à  a,  |3,  7,  en  attri- 
buant à  A9  B,  C  telles  valeurs  qu'on  voudra,  donneront, 
pour  a,  (3,  y,  des  valeurs  finies  déterminées.  Par  consé- 
quent, en  disposant  de  ol^  |3,  y  convenablement,  on 
pourra  faire  que  A,  B,  C  aient  telles  valeurs  corres- 
pondantes qu'on  voudra. 

Si  Ton  multiplie  les  égalités  par  m,  /z,  p  et  qu'on  ajoute, 
il  vient 

(m»-h  /i'-h/?»)a  mmA  +  /ïB-f-/?C; 

on  obtient  de  même 

(;„'»  H-  „'i  4-/2)  p  ~-  ^' A  -f-  «'  B  -h y  C, 
(/ît">-f- /?"»-+-  /?"»)7  =  w^A  H-  /i"B  -f-/7''C. 

En  portant  les  égalités  au  carré,  puis  ajoutant,  on 
trouve 

=  A»+B»4-C», 
de  sorte  qu'en  portant  dans  cette  égalité  les  valeurs  de 
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a,  ^9  y  y  on  obtient 

(mA-4-/gB-f-/>C)'       (wU+w^B-4-/C)» 
m»  -f-  /i»  -♦-  jw^  //f'»  4-  /î"  H-  /?'  " 

MaÎA  G^est  là  une  égalité  qui  subsiste  pour  toutes  va- 
leurs de  A,  B,  C,  c'est  donc  une  identité;  delà 

/  /»»  m''  m"^ 


et 

/ 


OT*-|-  /i'  4-  p^        ni*-^  /î*  H-  /?*       //i*  -h  w'  -+-  /;' 

y ^^:î^ ==o. 

9.  Ces  relations  ainsi  établies,  il  y  a  lieu  d^en  con- 
clure qu'on  a  identiquement,  moyennant  les  preauéres 
conditions, 

«'  -L-  p>  -1_  ji;''  3rr  - ^  -f-  i ' L 

M-  -f-  «^  -4-  //'  m'*  H-  /l'»  4-  //» 

(/w*'a  4-/1^^4-/?""')' 
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(4.5  ) 
Donc,  si  par  u'  -h  ^'^  4-  iv*  =  K  on  a  une  duiface  du 
second  degré,  pour  laquelle  on  ait  trois  plans  diamé- 
traux conjugués  par  ii  t=  o,  i^=  o,  w  =  o,  ce  qui  sup- 
pose qu'on  ait  par  là  trois  plans  ayant  un  point  commun 
et  un  seul,  la  même  surface,  les  relations  (P)  supposées 
satisfaites,  sera  donnée  par 

(wtt-f-/iPH-/iw)*       (m'« -f- /l'p -h/^'w')' 

En  conséquence,  on  aura  trois  autres  plans  diamétraux 

conjugués  par 

mu  H-  iii»  H-  /?«»  =r  o, 

m' H  -^  n' »  -h  p'  a^  =  o, 

/w"  a  -h  /t*'  c  -f-  ^^  f»»  z=:  o. 

Par  suite,  diaprés  notre  première  analyse,  les  rela- 
tions   (i)    auront   lieu   aussi  entre  les  quantités   m, 

On  reconnaît  ainsi  par  cette  voie  indirecte  que  les  rela- 
tions (a)  sont  elles-mêmes  une  conséquence  des  rela- 
tions (p).  11  s'ensuit  que  dès  lors  le  déterminant 


A=: 


m  n  p 
m'  //  p' 
m"  n"  p" 


a  pour  valeur 


Comme  d'ailleurs  on  a 

ABC 

m'  /i'   // 
m"  n''  p" 


P  = 


m     n     p 
ABC 

m"  n"  p" 


m 

n 

P 

m' 

n' 

p' 

A 

B 

C 
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(4i6) 
!l  est  à  remarquer  que 

mA  =  (n'p''  — y  «"i  H,  m'A  =z  {n^^p^n)  B',  m"à=:{np'-pn']ïi\ 
nà  z=  (p'm''—m'p''}Ey  n' 1  =  {p"m-^m"p)  B',  n" eiz=z[pm* -mp'\}^\ 
pàz=i{m'n'''^n'm'')H,      yA  =  (m"ii— /i"iw)H',  p''à=:{mn'^nm''\là\ 

élant  pobé 

B  =  «»+.«»+/?%     H'=/w'»-f-/ï'»-f-/?'%     B''=i»''»-+-«*''-l-/'.       ' 

10.   Considérons  IVquatîon 

X^  )'»         «» 

«'        6*       c» 

et  l'équation  équivalente 


V/i»-4-/i'-h/?»  '  w'«-i-«'^+/>'^ 


^,^^3   ^_   ;,'/.    ^  ^"î 


OU 


b'-' 


les  relations  (i)  supposées  salisfaites. 

Le  point  donné  par  Y  =  o,  Z  =  o,  X  =  ii'  aura  ses 
coordonnées  x^jj  z  déterminées  par  les  équations 


-4-/1*^    -^  p  ^=  ^n  -i-fi^  +  p'^ 


jr  Y  z 

n  ù  '     c 


w'  -  4-  «'   7  +  /?'  -  =  o, 
/?  6  c 

,;,"  «  4-  „«"i  ^p"  -  =  o; 
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(  4i7  ) 
d'où 

y {p'm"  —  m'p")  ^^ n 

On  a  de  même  pour  les  extrémités  de  deux  rayons  for- 
mant avec  celui  qui  va  du  centre  au  point  (Xjjr^  z)  un 
système  conjugué 

'^  —  —    Zl-^J^    ^  —  p" 

d'où  résulte 

ou 
puis 

d'autre  part 

û^  "^  û^   "^    û*    •"   H  "^  H'    "*"  "h^'-  '"  ^ 

ou 

XX  -\-xff  ^x"f  =  o, 

y%  +  r'*'  4-  7^«"  =  o. 


On  déduit  de  là 

a>h'^={xf  -r£)^^^£  f  ^y  x'y^{x"  y  -f  x)\. 

Ann,  de  Maîhémat,,  2«  série,  t.  XIV.  (Septembre  1 875.)        27 
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rvons  encore  que  I'qd  a 

X     y      s 

3 

2x»      o 

o 

x'  y    2' 

r= 

o      2r' 

o 

3f    y'      z' 

o         o 

^z- 

zma^h'c'. 


m. 

1.  Les  considérations  qui  nous  ont  fait  tirer  les  re- 
lations (|3)  des  relations  (a)  peuvent  s'appliquer  sans 
changement  à  un  système  de  v?  quantités 

111,1,  W|j,  mi3,   •..,  mi„ 

/Wj„   /Waa,    Hljj,     .  .  . ,    ni'xa,^ 


Wui,    /W«j,    /?2„s>     •  •  •  >    ^WM* 


Lorsqu'elles  sont  liées  entre  elles  par  les  relations  de  la 
forme 


2wtf'W/*=o     (i^y): 


A  =  i 


1^  le  déterminant 

a  sa  valeur  égale  à  ^^rriij^  ^^n^k  •  •^'''nA? 


2; 


*»3t 


-=ii 


'='2'»^ 


/=i 


'«?; 


SI 


î  Ton  a  A^o. 


7  =  1 
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(  4>9  ) 
Cela  donne,  comme  identité. 


(7) 


•  "^"«  = i~: — r-, ; — 5 — 


'««i -*-'''«!-+-.•  •-^'Wii!f 


2.  Au  reste,  cette  identité  implique  les  relations  (a) 
aussi  bien  que  les  relations  (|3). 

Supposons,  en  effet,  qu'on  eût  identiquement 

^     ^  H        H'       H" 

pour 

U  =  mu  -h  «P  -h  pt^y  H  =  ni*  -h  «»  -h  />% 

Ce  que  nous  allons  voir,  dans  ces  circonstances,  sera 
applicable  aux  plus  générales. 

D'abord,  en  égalant  terme  pour  terme  les  deux  mem- 
bres de  l'identité,  après  avoir  développé  U',  V,  W,  on 
obtiendra  les  relations  ((3).  On  les  trouve  encore  par 
les  considérations  suivantes  : 

Si  Pon  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  Tiden- 
tité  par  rapport  à  u,  u^  w,  on  a 


mV 
H 

4- 

/Tf'V 

H' 

-h 

nV 
H 

-I- 

H' 

-h 

H'' 

pV 

H- 

p'V 

-4- 

^-w 

H  H'  H' 


27. 
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(4^o  ) 
Or,  si  Ton  remplace  dans  ces  identités  U,  V,  W  par  leurs 
valeurs,  les  résultats  n'étant  pas  des  identités  en  u,  v^  w. 
il  s'ensuit 


H 


H' 


n 


=    If 


H^--^--  =  '' 


PL 

H 


H' 


H 


i« 


mn       m' n' 


H" 


H 

pm 

"F 


'LÉ 

'   H' 
p  m 

IF 


n^p" 


p  m 


-  =o. 


3.    D'autre  part,  multiplions  les  équations  dérivées 
par  //i,  n,  p^  et  ajoutons;  il  vient 


d'où 


I- 


m»  H-  «*  -4-  ;>' 
U 


U 


mm 


PP 


H' 


mm"-^  nn"  -\-  pp" 


mm*  H-  n/f'  -4-  pp*  =  o, 
mm"  4-  nn"  -+•  pp"*  =  o, 
si  U,  V,  W  peuvent  être  susceptibles  de  valeurs  quel- 
conques, par  conséquent,  si  le  déterminant 
m      n      p 
m'     n'     y 
m"     n"     p" 

est  différent  de  zéro.  En  multipliant  par  m',  n',  p';  on 
trouverait  de  même 

m'm"-hn'n''\-p'  p"  =  o. 
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(  4>i  ) 

Les  formules  (ot)  sont,  d'après  cela,  une  conséquence 
défi  formules  ((3),  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  quao- 
tités  niif.  Comme  les  formules  ((3)  supposent  H/^o,  et 
qu'il  résulte  des  formules  (a)  que  le  déterminant 

A  =  f /W|i,  m,,, .  .  . ,  /»w) 


est  d'une  valeur  égale  à  ^HiH, . . .  H„,  on  voit  que  ce 
déterminant  n'est  pas  nul.  Nos  formules  (p)  pourraient 
donc  alors  se  déduire  également  des  formules  (a).  Donc 
les  deux  groupes  de  formules  sont  équivalents, quoique  le 

nombre  des  formules  soit dans  Tun  des  groupes, 


et  qu  il  soit  dans  1  autre  — ^ 


•) 


4.  Un  fait  important  ressort  encore  de  ce  qui  pré- 
cède, c'est  que  si  u^,  ix^,. . .,  ii„  sont  des  quantités  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  susceptibles  chacune  d'une 
valeur  quelconque,  la  formule  (y)  présente  la  transfor- 

mation  la  plus  générale  de  V  uf  en  une  somme  de  car- 

i  =  x 

rés,  en  même  nombre,  d'expressions  linéaires  en  ii,. 

Si,  en  effet,  au  n°  2,  on  considère  H,  H',  H'^  comme 
n'ajant  pas  de  valeurs  assignées,  la  relation  {d)  exige 
qu'on  ait  m*-|- «*+ p'=  H^  les  relations  analogues 
dues  aux  facteurs  m',  n'y  p  et  aux  facteurs  m",  n"^  p" 
donnent  de  même 

H' =111'»  H- «'2  H- y»     et     H'^=/iï''»4-/i"^  +  /?^'. 

La  transformation  nest  soumise  qu'aux  conditions 
dont  la  forme  générale  est 

k=n 
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5.  Le  point  de  départ  de  notre  transformation  (n^  1) 
revient  à  changer  «*—  i^*  en  (X'w  4-  X^i^)* —  (X'^u-f-XV)* 
avec  A'*— X'^^rzr^et  u*-f.i^*en  (ViH-X^f/)*4.(X"«— IV)* 
avec  )/•-*- V'*=i. 

En  procédant  ainsi  à  partir  de  l'expression 

par  Fassociation  du  premier  terme  au  second,  du  nou- 
veau premier  terme  au  troisième,  etc. ,  jusqu'à  celle  du 
premier  terme  au  dernier  -,  en  procédant  de  même  à  partir 
du  second  terme,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  successive- 
ment, sans  que  les  signes  changent  explicitement  aux 
mêmes  places, 

••! 

Dans  Texpression  finale,  le  premier  terme  dépend  ainsi 
de  n  —  I  indéterminées,  le  deuxième  de  celles-là  et  de 
n  —  a  autres,  le  troisième  des  précédentes  et  de  w  —  3 
nouvelles,  etc. 

Si  dans  la  formule  (y)  on  change  ii,-  en  w,-  y^,  et  mucn 
^u  \/fi/>  Ê«  étant  ±:  i ,  cette  formule  devient 


moyennant  les  relations  \^  tj.miim^i=  o. 
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(4a3  ) 
La  formule  précédente  avec  ses  indéterminées  corres- 
pond à  cette  formule  générale. 

6.  Le  théorème  dû  à  M.  Hermite,  que  dans  le  passage 
d'une  forme  en  carrés  à  une  autre  l'espèce  se  conserve 
si  les  termes  sont  réels,  résulte  immédiatement  de  Féqua- 
tion  générale 

H,        Ht  Hy       Hy+i        H« 

Supposons 

f,=  e,=.  ..  =  «^=1,     H,>o,     H,>o,...,     H,>o, 

et 

«^i=:...  =  t,=:  — I,     H,+,<o,     H^2<o>'-t     H,<Co; 

alors,  si  dans  le  premier  membre  on  prend  i/p^j  =  o, . . . , 
ii„=o,  ce  premier  membre  est  d'une  valeur  positive, 
quelques  valeurs  qu'on  attribue  k  Ui^  u^^. .  .^  Up*^  et  si 
l'on  prenait  U|=o,...,  0^=0,  il  serait  négatif  pour 
toutes  valeurs  de  Up^ty^  •  «^  u»*  De  même,  si  l'on  prend 
U^i=:o,. .  •,Un=o,  le  second  membre  sera  positif 
pour  toutes  valeurs  de  Ui,Ut,...,  U^ ;  il  sera  négatif  pour 
toutes  valeursdeU^i,.,-,TJ„si  l'on  fait  Ui=o,...,TJ^=o. 
Supposons  ^  ]>  p,  ou  moins  de  termes  négatifs  dans 
le  second  membre  que  dans  le  premier.  Si  l'on  prend 
U^+i  =  o, . . . ,  U„=  o  et  qu'on  en  tire  u^^.i,  m^^.„  ...,//„ 
en  fonction  de  u^,  u,v--9  "99 1^  sub<ititution  de  ces  valeurs 
dans  le  premier  membre  n'atteindra  pas  le  premier  terme 
négatif  Cp+iix^,.  Par  conséquent  il  suffira* de  prendre 
Uji  =  o,  II,  =  o, . . . ,  ii^=  o  pour  que  le  premier  membre 
soit  à  coup  sûr  négatif,  tandis  que  le  second  sera  d'une 
valeur  positive.  Il  résulte  de  cette  contradiction  qu'on  ne 
peut  avoir  ^>-^. 
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SoU  q  <ip-  Posons  donc  Ui==o,  Uj=  o,. .  .,l)^=o, 
et  tirons  de  là  u^,  u^, . .  . ,  u^  en  fonction  de  n^+t, • . . ,  m«j 
puis  substituons-en  les  valeurs  dans  le  premier  membre, 
il  y  restera  au  moins  t^^^  m^^,  >  o.  Ce  premier  membre, 
en  y  faisant  i/^+i  =  o, . . . ,  i/„=  o,  sera  en  conséquence 
susceptible  d'une  valeur  positive.  Le  second,  au  con- 
traire, ne  pourra  être  que  négatif.  On  ne  peut  donc 
avoir  y  < p.  Il  faut  ainsi  q=p*  Le  tbéorème  est  dé- 
montré. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  ces  questions  sont  reprises 
pour  le  fond  à  un  autre  point  de  vue  avec  d'autres  con- 
sidérations sur  les  formes  quadratiques. 


SIMPLES  REHARQDES  SDR  LES  RACINES  BNTliRES 
DES  fidlIATIONS  CUBIQUES; 

Par  m.  s.  REALIS. 

(Addition  à  un  article  précédent.  Voir  page  389.  ) 


10.  Il  a  été  question  plus  haut  (7)  des  formes  exclu- 
sives auxquelles  peut  se  réduire  toute  équation  cubique 
à  racines  entières,  selon  qu'on  classe  ses  coefficients  sous 
tel  ou  tel  système  de  formes  linéaires.  On  parvient  a  des 
résultats  plus  précis  en  rapportant  chaque  coefficient  à 
la  forme  qui  lui  est  propre,  d'après  la  loi  d'homogénéité; 
en  rapportant,  dis-je,  le  nombre  — P  à  la  forme  qua- 
dratique, et  le  nombre  Q  à  la  forme  cubique.  Alors  c'est 
la  composition  même  des  coefficients  qui  fait  recon- 
naître la  dépendance  qui  doit  subsister  entre  eiïx. 

Je  dis,  d'après  cela,  que  la  proposée 

jr'-4-  P^H-  Q  =0 
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ne  peut  avoir  trois  racines  entières  si  —  P  n'est  pas  re- 
présenté par  la  forme 

et  qu'elle  les  aura  effeetivement  si,  parmi  les  valeurs  de 
y  et  z,  propres  à  une  telle  présentation,  il  se  trouve 
deux  valeurs  a,  (3,  telles  que  l'on  ait  simultanément 

Q=2a(a»— p»). 

Pour  le  prouver,  supposons  les  entiers  âc  et  (3  connus 
pour  une  équation  donnée,  en  sorte  que  les  deux  égalités 
qui  précèdent  se  trouvent  vérifiées  par  identité.  On  ob- 
tiendra, par  l'élimination,  ces  deux  autres  égalités 

(— 2a)=»-4-P(  — 2a)  -|-Q  =  0, 
(2p)«H-6P(2p)«-f-9P'(2p)»-h4P»-+-27Q»=o, 

conséquences  nécessaires  des  prémisses. 

La  première  nous  fait  voir  que  — icn  satisfait  à  la 
proposée,  en  sorte  qu'on  aura  d'abord  j:= —  îa.  Il  ré- 
sulte de  la  seconde  que  2p  et  —  2^  sont  racines  de  l'équa- 
tion aux  différences  des  racines  de  la  proposée,  d'où  l'on 
voit  que,  parmi  les  valeurs  absolues  de  ces  différences, 
une  au  moins  est  un  nombre  entier.  Mais  il  a  été  dé- 
montré (9)  que  ces  mêmes  différences  s'expriment  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre,. ce  qui  fait  que,  l'une 
étant  rationnelle,  toutes  le  sont.  Les  six  racines  de 
l'équation  aux  différences  sont  donc  rationnelles,  et  par- 
tant entières;  il  devient  manifeste  par  là  que  les  ra- 
cines a:,  dont  Tune  a  la  valeur  entière  — 2a^  ne  peuvent 
être  qu'entières  toutes  trois. 

Les  relations  posées  entre  (?,  (3?  P,  Q  expriment  donc 
des  conditions  suffisantes  pour  que  la  proposée  ait 
ses  trois  racines  entières;  mais  il  est  facile  de  voir  que 
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ces  conditions  sont,  de  pins,  nécessaires.  Quelles  que 
soient,  en  effet,  les  racines  entières  a,  i,  c  de  la  pro- 
posée, comme  leur  somme  algébrique  doit  être  nulle, 
Tune  d^elles  sera  nécessairement  paire,  tandis  que  les 
deux  autres  seront  paires  ou  impaires  ensemble.  On 
pourra  donc  toujours  poser,  en  nombres  entiers  a,  P, 
des  égalités  telles  que 

a= —  2  a, 

<r  =:  a  —  p, 

et  de  ces  égalités  résultent  nécessairement  les  valeurs  ci- 
dessus  de  —  P  et  de  Q. 

Du  reste,  ces  expressions  de  a,  &,  c  renferment  en 
elles-mêmes  la  preuve  complète  que  les  corrélations  de 
forme  etde  valeur,  établies  entre  les  coefficients,  caracté- 
risent effectivement  toute  équation,  telle  que  la  proposée, 
dont  les  trois  racines  sont  entières.  Si  l'on  a  ajouté  la 
considération  des  équations  fournies  par  l'élimination 
ci-dessus  de  (3  et  de  a,  c'est  surtout  dans  le  but  de  pré- 
senter, dès  à  présent,  une  application  du  théorème  pré- 
cédemment énoncé  (9). 

Ces  caractères  de  la  rationnalité  des  racines,  disons-le 
tout  de  suite,  ne  résolvent  pas  la  question  qu'on  doit  se 
proposer  sur  le  sujet.  Ils  n'offrent,  en  effet,  aucun  moyen 
pratique  de  les  constater  sur  une  équation  numérique 
donnée,  si  ce  n'est  par  des  tâtonnements  analogues  i 
ceux  qu'exigerait  la  reckercbe  des  racines  entières  elles- 
mêmes.  Mais  la  considération  de  ces  caractères  n'en  est 
pas  moins  utile,  surtout  en  ce  qu'il  est  facile  de  signaler 
d'avance  des  cas  très-étendus  où  ils  font  défaut,  et  on 
l'existence  de  trois  racines  entières  dans  la  proposée  de- 
vient conséquemmentimpossible.C'est  ainsi  que,  de  ceqne 
la  valeur  numérique  de  P  doit  être  comprise  dans  la  for- 
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mule  3j*  +  2*,  et  en  s'aidaut  des  principes  connus  tou- 
chant les  diviseurs  de  cette  formule  (^),  on  est  conduit 
à  conclure  que  :  Si  le  nombre  —^  P  est  de  ia  forme 
3/7  H-  2,  ou  siy  après  avoir  été  dégagé  de  tout  Jacteur 
carré  y  il  est  divisible  par  a,  ou  par  5,  ou  par  ii^  ou  par 
tout  autre  nombre  de  la  forme  indiquée,  la  proposée  ne 
saurait  avoir  trois  racines  entières.  Cet  énoncé  reproduit 
avec  plus  d'étendue  une  proposition  précédemment 
établie  (6). 

CONCOURS  DADXISSION  A  L ÉCOLE  CENTRALE 

(ANNÉE  4875). 

PREMIÈRE    SESSION. 
ComposifioDs  du  27  et  du  38  août  1876. 


Géométrie  analytique. 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O/,  et 
sur  Vaxe  Ox  un  point  A,  on  considère  les  hyperboles 
équilatères  qui  passent  par  le  point  Â  et  dont  Tune  des 
directrices  est  Taxe  Oj,  On  demande  : 

i^  Le  lieu  de  celui  des  foyers  de  ces  hyperboles  qui 
correspond  à  la  directrice  O^  5 

22^  Le  lieu  des  centres  de  ces  mêmes  hyperboles  ^ 

3°  Le  lieu  de  leurs  sommets. 

Épure, 

Un  tétraèdre  régulier  ABCD,  dont  le  côté  est  égal  à 
0*°,  i5,  repose  par  la  face  ABC  sur  le  plan  horizontal  de 

(*)   foir  les  Recherches  d' Arithmétique  de  Lagrange  {^Mémoires  de 
r Académie  des  Sciences  de  Berlin^  pour  les  années  1778  et  1775). 
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projeclion.  Le  cercle  horizontal  décrit  sur  BC  comme 
diamètre  est  la  directrice  d*an  cylindre  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  AD. 

On  demande  : 

1^  De  trouver  la  projection  horizontale  de  Tinter- 
section  de  ce  cylindre  et  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre; 

a^  De  représenter  en  projection  horizontale  le  solide 
commun  à  la  sphère  et  au  cylindre. 

On  tracera  à  Tencre  rouge  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  cylindre,  et  la  tangente  en  ce  point.  On  ex- 
pliquera brièvement  ces  constructions  dans  une  l^ende 
inscrite  sur  Tépure  même. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1144 

(  voir  a*  série,  t.  XIII,  p.  xia  )  ; 

Par   m.    MORET-BLANC. 

Le  sextuple  d^un  carré  impair  est  toujours  décom- 
posable  en  trois  carrés.  Les  deux  premiers  ont  la  forme 

{6f±i)', 
et  le  troisième  la  forme 

•  (CàTÀLAIf.) 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

i**  Si  le  carré  donné  est  premier  avec  3,  il  est  delà 
forme  (6fx  dt  i)',  et  Ton  a  identiquement 

6{6f*  ±:  i)»  =  (6  p  zhi)^  4-  (6p  dr  i)'  -h  4(6fi  ±  i)'. 
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2°  Le  carré  donné  est  multiple  de  3.  Le  sextuple  de 
ce  carré  étant  de  la  forme  8m  +  6»  on  peut  le  décompo-* 
ser  en  trois  carrés  premiers  entre  eux  (LccEiiDaE,  Théo- 
rie des  nombres,  n***  319  et  320,  éd.  de  iSSo),  deux  car- 
rés impairs,  et  le  troisième  quadruple  d^un  carré  impair. 
Deux  de  ces  carrés  étant  nécessairement  premiers  avec  3, 
il  en  est  de  même  du  troisième.  Ils  seront  donc  de  la 
forme 

(6fi±i)%    (6fit±i)S    4(6fi±i)». 

C.    Q.    F.    D. 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  C.  Ghabanel. 


Question  1160 

(  TOtr  a*  lérto,  t.  XIV  *  p.  96  )  ; 

Pa»  m.  moret-blanc. 

Étant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un  axe 
radical  commun  y  on  les  coupe  par  une  de  leurs  sphères 
orthogonales,  et  l'on  prend  les  circonférences  obtenues 
comme  bases  d'autant  de  cônes  ayant  pour  sommet 
commun  un  point  de  Vaxe  radical.  Chacun  de  ces  cônes 
coupe  la  sphère  correspondante  suivant  une  deuxième 
circonférence  :  toutes  ces  circonférences  sont  sur  une 
même  sphère  orthogonale  aux  sphères  données.  Réci- 
proque. (G.   FOURET.  ) 

Soient  M  et  N  les  points  d'intersection,  réels  ou  imagi- 
naires, de  l'axe  radical  et  des  sphères  données;  G  le 
centre  de  la  sphère  orthogonale  et  S  le  sommet  commun 
des  cônes. 

Par  Taxe  radical,  faisons  passer  un  plan  quelconque*, 
il  coupe  les  sphères  données  suivant  des  circonférences 
ayant  le  même  axe  radical,  la  sphère  orthogonale  suivant 
une  circonférence  orthogonale  aux  premières,   chaque 
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cône  suivant  deux  gënëratrices  et  les  cercles,  intersec- 
tion de  ce  cône  avec  la  sphère  correspondante,  suivant 
deux  cordes  ÂB,  A'B'  de  la  circonférence  intersection  de 
la  sphère  et  du  plan,  dont  Tune,  AB,  est  la  corde  douter- 
section  de  cette  circonférence  et  de  la  circonférence  or- 
thogonale. Il  faut  démontrer  que  les  tangentes  menées 
par  A'B'  à  la  circonférence  ABB'Â^  vont  concourir  en  un 
point  de  l'axe  radical  qui  reste  le  même  quelle  que  soit  la 
circonférence  considérée. 

Le  point  de  concours  des  cordes  AB,  A'B'  appartient  i 
la  polaire  du  point  C  et  à  la  polaire  de  S;  c^estdoncle 
pôledeFaxe  radical  par  rapport  à  lacirconférenceABB' A'. 
Il  en  résulte  que  le  point  de  concours  C  des  tangentes 
menées  par  A'  et  B'  à  cette  circonférence,  pôle  de  A'B', 
est  sur  Taxe  radical.  Il  faut  démontrer  que  ce  point  est 
le  même  pour  toutes  les  circonférences. 

Toutes  les  cordes  AB  rencontrent  Taxe  radical  en  un 
même  point  D,  conjugué  harmonique  du  point  C  par 
rapport  à  MN.  Soit  I/  le  point  où  A'B'  coupe  Taxe  radi- 
cal. 

On  sait  que,  si  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une 
conique  et  que  l'on  mène  une  transversale»  elle  ren» 
contre  les  côtés  opposés  et  la  conique  en  trois  couples 
de  points  qui  forment  une  im^olution  [ihéorème  de  Dé- 
sargues). 

Les  points  S,  M,  N,  D,  U  forment  donc  une  in volution 
dont  S  est  un  point  double^  or  les  points  S,  M,  N,  D  sont 
fixes  'y  donc  il  en  est  de  même  du  sixième  point  ly,  et  par 
suite  du  point  C,  conjugué  harmonique  de  1/  par  rap- 
port à  MN.  Le  théorème  est  donc  démontré.  Le  point  C 
est  le  centre  d'une  seconde  sphère  orthogonale  sur  la- 
quelle sont  situées  les  circonférences,  secondes  iniersec- 
tions  des  cônes  et  des  sphères  proposées. 
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Réciproquement,  si  l'on  donne  C  et  C,  ce  quî  déter- 
lermine  D  et  I/,  le  point  S  sera  l^un  des  points  doubles 
de  Tinvolution  déterminée  par  les  deux  couplcsde  points 
M,  N,  D,  ly.  Donc  : 

Étant  donné  un  ensemble  de  sphères  ayant  un  axe 
radical  commun,  si  on  les  coupe  par  deux  sphères  or- 
thogonaleSy  par  les  intersections  de  ces  deux  sphères 
ai^c  chacune  des  sphères  données,  on  pourra  faire  pas- 
ser deux  cônes,  et  tous  ces  cônes  auront  leurs  sommets 
en  deux  mêmes  points  situés  sur  taxe  radical. 

Note.  —  MM.  Brocard  et  Calinon  démontrent  de  même»  par  la  Géo- 
métrie élémentairei  la  proposition  énoncée;  MM.Launoy,  Astor  et  Chadu 
en  donnent  une  démonstration  analytique;  M.  Bourguet  indique,  d'une 
manière  abrégée,  la  démonstration  de  la  première  partie  seulement. 

QUESTIONS. 

1183.  Vérifier  que 

la^la''la"'  =  [a2a' a" -}-  a' laa'Y 

les  neuf  quantités  a,  6,  c,  a\  i',  </,  a'',  6",  {/'  étant  as- 
sujetties à  la  seule  condition 

aa'-hùb'-hcc'z^o  (*). 

Cette  identité  donne,  par  exemple,  la  décomposition 
suivante 

(2»-h3»-h45)  (4^-4-4^4-5»)  (I»-h2^^-3')=74^^-7I'-^-II2'-f.9^ 

(Catalan). 

(*)  Pour  y  satisfaire,  il  suffit,  comme  on  sait,  de  prendre 
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1184.  Soit 

Y  =ii,x4-  btjr  -{-  c,z  -h  dit  ; 

sia^b^Cjdj  a^  é^,  Cj,  ^i  sont  des  fonctions  données 
d'un  paramètre  arbitraire,  la  droite  mobile 

X  =  o,     Y  =  o 

engendrera  une  surface  réglée;  r équation  de  la  surface 
du  second  ordre  passant  par  trois  droites  infiniment 
voisines  de  la  surface  engendrée  sera 

a       b      c      d        o       o 


(2) 


a',  fc', .  . . ,  a', ,  i', , . . . ,  a"^  i''',  . . . ,  a' ,  5' , . . .  sont  les 
dérivées  premières  et  secondes  des  fonctions  a,  £, . . ., 
ai,  i|,...,  par  rapport  au  paramètre  dont  elles  dé- 
pendent; X,  Y  sont  définis  par  les  égalités  (i),  et  Ton 
a  posé 

l!i'z=a'x-\-b'y-\rc'z-\'d't. 
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(L.  Paiwvik.) 

1185.  Une  surface  du  second  degré  est  circonscrite  à 
un  tétraèdre.  Par  un  point  m  de  la  surface,  on  mène  à 
Tune  des  arêtes  une  parallèle  rencontrant  aux  points  a 
et  b  deux  des  faces  du  tétraèdre.  Si  Ton  désigne  par  D  la 
longueur  du  diamètre  de  la  surface  parallèle  à  cette  arête, 

la  somme  "V  — ^^ —  étendue  aux  six  arêtes  est  nulle. 

(H.  FAuaE.) 
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I  rundt'iiit^Dl  fr|)t>cilÉC|ii«  de»  machine»  à  fini 

I  HA|ir««%iivri  gi^thVrulQf  Jt^  In  clinlciir  d<i  dîbtiitinn  /iH  d<?«  i  'r  tT*  A» 

1 1,  if  ^->  H.  lllmllL^ur  dii  ilîljiiiitîoii  ïW  (».ix.  —   ïil,  r.holinïr  i*  ■.dii'^ 

^  futunttt  «t>iiiilani,  ^  IV.  IVn^ntii  ttliHm».ntfttrr  di'«  (jui  »»m«  vai 

—  V.  V litote  du  »o«i  douï  le»  ^ski,  —  VI.  lVt<-fMf>  t'^ltsmrnijil)! 

chonflr^'t.  —  VTT.  Chrtlt^ur  dc'  dUnttitJon  r^  ^  VHL  i 

[  ûm  Ik^ttiJi'fl  aiHu  vrtlum^f  cmiislAfit»  -*  IX  ■  rtiûju*'*  f^ri-  i- 

pn-*  .  -.  —  X.  Vi*i»*«i^  i\n  won  riinis  hvi  Ii4|UÙkR.  -^  XL  r^Hi'i*  iiv*^ 

foi'l  r  U  trnclloij  df.n  Hidîdt». 

p'éTAÎ. 

I  VAparimiUort.  ~  IL  DtfiHlté  dei  vapMim  »alt]rr!ri.  ^IH.  Cliiiti«ur  M[ii^1l!qiiti  iImi 
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I  X,  fïî«»mîiiiitin. 
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liet  011  djiDM  km  Hqiiidi^». 
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DE  U  TAGHYMÈTRIE; 

Par   m.   Casimir   REY. 


Sous  le  titre  général  de  :  Panorama  du  touUsaifoir, 

virilité  intellectuelle  et  morale,  M.  Lagout  a  publié  une 

série  de  travaux  de  yulgarisatipn,  dont  voici  les  titres  : 

Equation  DU  BIEN  :  Le  tout^sai^oir  vital,  —  La  Patrie. 

—  Physiologie  comparée.  —  Ldme,  —  Le  corps,  —  Le 

cœur,  —  L esprit.  —  La  profession.  —  La  viriculture. 

Équation  du   beau   :   Loi  simple  et  familière   des 

sensations  agréables  ai^ec  un  croquis  rhythmé  de  Michel- 

Ange,  qui  est  [expression  viv/ants  de  l'équation  du  beau. 

Équation   du  vrai   :   Le  touUsauoir  technique.   — 

Groupe  des  sciences  de  raisonnement. 

Équation  des  grues  :  Loi  simple  et  pratique  des 
inondations» 

Équation  du  temps  :  Panorama  de  l' Astronomie.  — 
Le  régulateur  des  montres.  —  Instrument  populaire  de 
précision  du  temps  qui  résume  toute  l' Astronomie  pra^ 
tique. 

M.  Lagout  vend  également  des  bottes  de  manipula- 
tions, composées  de  volumes  verts  et  roses,  indispen- 
sables pour  graver  dans  Tesprit  les  vérités  nécessaires  de 
la  Tachymétrie  ou  Géométrie  en  trois  leçons,  qu'il  ne  se 
contente  pas  de  préconiser,  qu'il  veut  «  implanter  »  de 
force. 

Ministres,  évèques,  généraux,  recteurs,  maires,  con- 
seillers généraux  ou  municipaux,  M.  Lagout  emploie 
toutes  les  personnes  ayant  non  pas  autorité  en  Géométrie, 
mais  bien  autorité  de  par  la  loi,  pour  imposer  aux  écoles, 
aux  régiments,  aux  collèges,   urbi  et  orbi^  ses  boites 

Anti.  dû  Mathém,,  2«  série,  t.  XIV.  (Octobre  1875.)  28 
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tachymétriques  et  son  enseignement  de  la  Géométrie  en 
trois  leçons  qu'il  résume  ainsi  (voir  [Panorama  de  la 
Géométrie,  p.  3 1  et  suivantes)  : 

VUE  d'ensemble  des  trois  leçoks. 

On  peut  les  spécialiser  en  trois  mots  : 

Première  leçon,  —  Chirométrie. 

Deuxième  leçon,  —  Opsimétrie. 

Troisième  leçon*  —  Cyclométrie. 

On  peut  les  généraliser  en  trois  mots  : 

Uniformité.  —  Uniformisation.  —  Mesures. 

Si  la  première  leçon  est  la  substance,  si  la  deuxième 
leçon  est  la  poésie,  là  troisième  leçon  est  le  surnaturel 
de  la  science  des  grandeurs. 

D  y  a  dans  cette  leçon  trois  cboses  : 

L'asymptote  du  cercle,  —  C'est  l'équerre  illuminée 
par  la  troisième  vérité,  celle  des  trois  carrés,  qui  permet 
d'approcher,  autant  que  de  patience,  du  nombre  mysté- 
rieux qui  marquerait  le  contour. 

L'armature  du  cercle.  —  C'est  le  polygone  régulier  a 
six  pans,  première  figure  de  transition  entre  les  figures 
rectilignes  et  les  figures  courbes ,  qui  est  aussi  la  plus 
artistique  et  la  plus  commode. 

L'équation  du  cercle.  —  C'est  le  sou  par  franc  à 
ajouter  au  périmètre  du  polygone  à  six  pans  pour  avoir 
le  contour  usuel  en  nombre  inoubliable. 

TÀGHTMÉTRIB    SCANDÉE   POUR    FIXER    LA    MÉMOIRE. 

L*accessible, 

Fils  à  plomb  et  niveaux  engendrent  le  carré, 
Qui  se  divise  en  quatre  triangles  égaux, 
Et  se  divise  encore  en  quatre  égaux  rubans. 
L'équerre  ou  mi-carré  engendre  le  triangle. 
Un  équarri  parfait  se  divise  en  six  tranches, 
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Et  se  divise  en  six  pyramides  égales. 
Le  carré  seul  est  donc  l'étalon  des  mesures 
Des  objets  réguliers  et  même  des  informes  ; 
D*où  la  règle,  en  deux  mots  :  uniformisation. 

L'inaccessible, 

Un  objet  éloigné  donne  auprès  son  image  ; 
A  l'aise  on  le  mesure  et  puis  Ton  reconstruit 
L'objet  égal  en  nombre  et  puis  l'angle  identique, 
Au  moyen  du  rapport  de  deux  grandeurs  jumelles; 
Soit  distances,  hauteurs  ou  bien  carrés  métriques, 
Éléments  qui,  girossis,  viennent  se  confondre. 

Formes  rondes. 

Pour  les  corps  arrondis,  l'étalon  des  mesures 
Est  nombre  mystérieux.  L'hexagone  a  six  pans, 
Au  moyen  de  l'équerre,  touche  presque  au  mystère. 
Le  sou  par  franc  suffit  dans  les  arts  et  métiers  : 
Ajouter  le  vingtième  autour  de  l'hexagone. 
Donner  le  tour  du  cercle  aussi  vrai  que  possible. 

APPRÉCIATION   DE  LA  TACHYMÉÏBIE    ET    DE    SON    INVENTEUR 
PAR    l'inventeur    LUI-MEHE. 

1.  Inoubliable.  —  Après  une  heure  d'exposé  en  con- 
férence de  la  Tachymétrie,  on  a  vu  un  médecin,  un  avo- 
cat, un  directeur  d'établissement  scolaire,  un  inspecteur 
d'académie,  un  évéque  dire  :  elle  est  inoubliable,  je  suis 
prêt  à  l'ensei^er  à  mon  tour. 

2.  Panoi  ama  de  la  Géométrie.  —  Nombre  des  articles  : 
3o.  —  Nombre,  des  pages  (hors  préface)  :  a4-  —  Nombre 
des  figures  :  ai.  —  Rapport  des  nombres  :  i. 

L'effort  intellectuel  sera  représenté  par  i  X  i  =  i 
pour  posséder  le  tout  géométrique  :  c'est  la  géométrie 
mentale. 

Nous  ne  faisons  pas  cborus  avec  le  médecin,  avec  l'a- 
vocat, avec  le  directeur  d'établissement  scolaire,  avec 

28 
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l'inspecteur  d'académie,  avec  TéTèque,  entliottsiastes  de 
Tacbymëtrie  ! 

Les  approbations  officielles,  les  articles  flatteurs,  les 
lettres  louangeuses  que  M.  Lagout  cite  si  complaisam- 
ment  dans  ses  conférences  et  dans  ses  brochures  ne  nous 
convainquent  pas.  Nous  sommes  même  certain  que,  si 
M.  Lagout,  grâce  à  sa  connaissance  des  rouages  adminis- 
tratifs, parvient  a  imposer  sa  métbode  dans  les  écoles, 
elle  y  produira  les  plus  facbeux  résultats. 

Et  voici  non  pas  toutes,  mais  quelques-unes  des  rai- 
sons sur  lesquelles  nous  basons  un  jugement  aussi  sévère. 

L'un  des  buts  les  plus  importants  de  Tétude  de  la  Géo- 
métrie est  d'habituer  l'esprit  à  raisonner  avec  la  plus 
complète  précision  en  ne  s'appuyant  que  sur  des  vérités 
indémontrables,  non  pas  à  cause  de  leur  obscurité,  mais 
à  cause  de  leur  extrême  évidence^  ce  but  est  laissé  de  côté 
par  la  Tachymétrie,  dont  les  raisonnements,  conduisant 
à  un  résultat  juste  dans  le  cas  spécial  choisi  par  l'auteur, 
conduiraient  à  des  résultats  faux  dans  mille  autres  cas. 

La  Tachymétrie  donnedes  démonstrations  ab  ouo  et  par 
l'œil  comme  irréfutables  et  très-supérieures  aux  démon- 
strations d'Euclide  ]  or  on  sait  combien  les  impressions 
visuelles  sont  ab  ouo  trompeuses. 

Sous  le  prétexte  que  les  commençants  ne  connaissent 
pas  les  termes  de  la  Géométrie  avant  de  les  avoir  appris, 
M.  Lagout  a  inventé  un  langage  spécial,  beaucoup  plus 
compliqué  que  le  langage  ordinaire,  exigeant  au  préa- 
lable l'étude  d'une  langue  nouvelle,  et  empêchant  de  com- 
prendre par  la  suite  les  ouvrages  de  sciences  autres  que 
ceux  de  M.  Lagout. 

M.  Lagout  laisse  de  côté  toute  la  partie  de  la  Géométrie 
pratique  qui  apprend  à  faire  les  tracés,  et  son  a  tout- 
savoir  géométrique  »  se  réduit  aux  métrés  courants  aug- 
mentés de  la  définition  de  la  similitude.  Or,  pour  Ten- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  437  ) 
seignement  d^une  Géométrie  aussi  écourtée,  les  méthodes 
en  usage  dans  les  écoles  primaires,  si  supérieures  à  la 
Tacliymétrie  au  point  de  vue  de  la  logique  et  de  la  clarté, 
sont  tout  aussi  rapides. 

Enfin  ce  n'est  pas  un  procédé  pédagogique  nouveau 
que  de  montrer  aux  élèves  les  volumes  figurés  en  une 
matière  quelconque.  Dans  ce  but,  les  uns  emploient  du 
bois,  d'autres  des  pommes  de  terre,  beaucoup  de  profes- 
seurs se  servent  du  carton  blanc.  M.  Lagout  préfère  les 
cartons  verts  et  roses  à  cause  de  son  équation  du  beau. 
Est-ce  un  perfectionnement  ? 

Quelques  professeurs  font  fabriquer  par  les  commen- 
çants eux-mêmes  les  volumes  dont  ces  commençants 
étudient  pour  la  première  fois  la  forme  ou  la  décom- 
position. Que  les  autorités  imposent  dans  les  écoles  pri- 
maires cette  fabrication,  qui  repose  quelques  instants 
Fattention  de  Félève  et  lui  fait  mieux  saisir  la  forme  ou 
la  décomposition  d'un  volume  nouveau  pour  lui,  nous 
n'y  voyons  pas  grand  inconvénient  ;  mais  que  la  Tachy- 
métriene  remplace  pas  ces  petites  Géométries  primaires, 
souvent  signées  par  des  géomètres  éminents,  qui  en- 
seignent la  Géométrie  d'Euclide,  simplifiée  quant  à  la 
théorie  et  augmentée  d'applications  pratiques  la  rendant 
moins  abstraite. 

Et  si  nous  voulions,  comme  l'inventeur  de  laTacby- 
métrie,  établir  un  parallèle  entre  elle  et  la  Géométrie, 
nous  n'osons  pas  dire  euclidienne,  car  il  n'existe  qu'une 
Géométrie  qui  est  celle  d'Ârchimède,  d'Euclide,  de 
Pascal  et  de  tous  les  géomètres,  nous  dirions  que  la 
Géométrie  est  la  science  qui  apprend  à  raisonner  juste, 
même  sur  des  figures  qui  sont  fausses,  tandis  que  la 
Tacbymétrie  est  un  art  qui  apprend  à  raisonner  faux, 
même  sur  des  figures  qui  sont  justes. 
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PERMUTATIONS  RICTILIGNBS  DE  iq  LETTRES  ÉGALES  TI(H8 
ATRIIS,  ODAND  DEUX  LEHRES  CONSfiCimTES  SONTTM- 
JlliRS  DISTINCTES 

(  Toir  1*  série,  t.  XIV,  p.  199), 

Pae  m.  vachette, 

Conseiller  municipal,  à  Mouy  (Oise). 


I.  Distinction  des  disperses  espèces;  ordre  d'une  es- 
pèce^ "variétés  d^une  même  espèce. 

Le  nombre  total  des  perturba  lions  de  3^  lettres 
égales  trois  à  trois  est 

On  désigne  par  B^^  s  1^  nombre  de  ces  permutations  où 
deux  lettres  consécutives  sont  toujours  distinctes.  Les 
autres  contiennent  des  ^er/za/re^aaa^etdesbinairesoa, 
groupes  de  trois  ou  de  deux  lettres  consécutives  pa- 
reilles :  on  désigne  par  M^(r,  t)  ce  nombre  et  l'espèce 
des  permutations  qui  contiennent  r  ternaires  et  f  bi- 
naires, r-h  t  n^étant  jamais  supérieur  à  q. 

On  peut  écrire 

Bf,3=Mj(o,o), 

Certaines  permutations  de  Tespèce  B^,8  sont  des  tour- 
nantes incomplètes  ;  telle  est 

ahcdeabcdeabcde, 

tournante  incomplète  à  q  places,  au  lieu  de  Zq. 

Les  M^(r,  t)  sont  des  tournantes  complètes;  le  nombre 
des  tournantes  de  cette  espèce  est 

I 


^M,(r./). 
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Il  faut  en  excepter  Mi  (f,  o),  espèce  qai  n'a  qu^une  per- 
mutation et  qa*une  tournante  aaa. 

B      H-  QlP 

-^^^5 ~  représente  le  nombre  des  tournautes  de  l'es- 
pèce B^,  8  \  en  effet  P,  est  le  nombre  des  tournantes  in- 
complètes, a  q  permutations  distinctes-,  si  donc  on  ajoute 
âP^  À  6^,8,  le  quotient  de  cette  somme  par  Zq  sera  bien 
le  nombre  des  tournantes. 

L'identité 

servira  de  vérification. 

n  y  a  lieu  de  considérer  l'ordre  q  d'une  permutation 
et  de  s'occuper  d'abaisser  cet  ordre.  Il  y  a  lieu  aussi  de 
considérer  des  variétés  asymétriques,  et  des  variétés  symé- 
triques de  fraction  -»  et  l'on  établira,  comme  dans  le  pre« 
mier  article,  la  formule 

n.  Éi^aluation  directe  des  nombres  M^(r,  ^  —  r)  et 
M,(9  — i,o), 

1®  L'espèce  M^  (r,  q  —  r)  contient  r  ternaires,  et  ^ —  r 
binaires  avec  q  —  r  lettres  isolées,  distinctes,  sembla- 
bles aux  lettres  des  binaires.  Si  l'on  y  suppose  condensées 
en  deux  les  trois  lettres  d'un  ternaire,  et  en  une  les  deux 
lettres  d'un  binaire,  on  obtient  l'espèce  M^(r)  de  la  pre- 
mière Partie.  On  peut  passer  de  l'espèce  M^(r)  à  l'espèce 
Mf(r,  q  —  r). 

Soit  une  tournante  d'espèce  M^(r)  pour  ^  r=:  8  et  r  =:  6 

hech  ddee  hffaa  gg  b . 
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On  n'altère  pas  le  nombre  des  tournantes  en  transfor- 
mant chaque  binaire  en  ternaire  ;  et  il  reste  en  outre 
a  (^  —  ^)  lettres  isolées,  égales  deux  à  deux  ;  chacune  des 
g  —  r  lettres  distinctes,  ayant  sa  semblable,  peut  être 
doublée  de  deux  manières,  ce  qui  fournit  a^"'*  tournantes 
à  Tespèce  cherchée.  On  a  donc,  pour  le  nombre  des  tour- 
nantes de  cette  espèce,  soit 

soit 

d'où  la  formule  (r,  g  —  r) 

et  pour  r=i  o,  on  obtient  la  formule  (o,  g) 

M,(o,^)  =  3.2ï-«By,,. 

Pour  r=g  —  I  et  r=-gy  on  obtient  les  formules 
(17  — I,  1)  et  (9,0) 

M,(9-i,0=3M,(9-i)  =  3y(îr-ri)P,, 
M,(y,o)  =  |M,(^)  =  3P,n. 

2®  L'espèce  M^  (  ^  — 1,0)  contient  g  —  i  ternaires,  qui 
forment  un  des  arrangements  de  l'espèce  A^,^.i,  comme 
on  le  voit  ici  pour  ^  =  6,  et  il  reste  g  —  i  places  : 

aaa  *bbb'  ccc  •  ddd*  eee 

à  donner  à  l'une  des  trois  lettresy*entre  deux  ternaires  con- 
sécutifs; il  y  a  donc,  pour  ces  trois  lettres,  un  nombre  de 

systèmesdeplaceségal  à  (^  ~ 'Hy  -  a)(y  -  3)^  Orilya 

(*)  Voir  le  premier  article,  II. 
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— — —  A,,^_i  tournantes  de  l'espèces  A,,,_i,  et,  comme 

chacune  d'elles  en  fournit  (y-')(y-'^Hg  — 3)  ^  y^^_ 

o 

pèce  cherchée,  on  en  comptera  -^ —^ ^  ^^,^-1 

OU  '-^^ '—^ '-  P^  ;  puisqu'il  y  en  a  ^  M^  (9  —  I ,  o) 

dans  l'espèce  cherchée,  si  Ton  égale  ces  deux  nombres  de 
tournantes,  on  a  la  formule  (q  — 1,0) 

M,(9-i,o)=ig(y-2)(9-3)P,. 

in.  Formule  du  nombre  B^^s- 

A  la  formation  des  B^^  s  i^e  peuvent  concourir  que  des 
My_i(o,  t)  et  des  M^_i(i,  «),  puisqu'il  faut  deux  des 
trois  lettres  nouvelles  h  pour  détruire  un  ternaire^  dans 
lesM^.i(o,  t)  on  ne  peut  pas  prendre  ^^3,  et  dans  les 
My_i(i5  t)  on  ne  peut  pas  prendre  t^i.  Le  nombre 
B^^s  sera  la  somme  de  six  parts  fournies  par  les  B^.i,s9  les 
M^-i  (Oï  ï)  Jes  M^^,  (o,  2), les M^«i  (o,  3),  les  M^.i  (i , o) 
et  les  M^_,  (i,  i). 

1**  Part  des  B^.i,,. 

Soit  une  B^^i^s  (pour 9  =  5)  contenant  3^  —  3  lettres 

a'b'C'd'a'C  b'd'ca'b'd. 

Si  Tune  des  trois  lettres  h  est  mise  k  Tune  des  deux  places 
extrêmes,  il  reste  3  f  —  4  places  intérieures  pour  les  deux 

autres  A,  ce  qui  donne    — ^ systèmes  de 

places  pour  ces  deux  A,  et  (3^  —  4)  {3^  —  5)  pour  les 

trois  :  si  aucune  lettre  h  n'occupe  les  places  extrêmes, 

(39-4)(3i7-5)(3^-6)  .  ,       , 

on  a^— i ——^ — -—-^. systèmes  de  places)  en 
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tout,  ily  en  9Lj4f{^q  —  4)(^^  —  S).  La  part  sera 

|îr(39-4)(3^-5)B,...,. 

a°Part  desM^.i(o,  i). 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5) 

On  ferme  le  binaire  ce  avec  une  des  trois  lettres  h,  et  il 
reste  iq  —  ^places  pour  les  deux  autres  ;  d'où 

(3y4)(3y-5) 

2 

systèmes^  la  part  en  tournantes  est 

(3y-4)(3y-5)  i_ 

i 3(7=0 "*-'<''''^' 

^t  en  permutations,  si  Ton  multiplie  par  iq, 

9(3ç-4)(3y-5), 


2(^  —  1) 


M,-,(o,  i); 


comme  il  n'y  a  point  de  M|(o,  i),  cette  part  sera  tou- 
jours applicable. 

3^PartdesM^.i(o,2), 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5) 

b*d'c'a'b'a'dd'b*ce'a. 

On  ferme  chacun  des  binaires  avec  une  lettre  A,  et  il 
reste  Zq  —  5  places  pour  la  troisième.  La  part  en  tour- 


nantes est  (3^  —  5)  o/    __     My-i(O)  a),  et  en  permu- 

M,-.{o,  a). 


tations 

^(3y~5) 
ç  — I 

4*'Partde8M^.t(o,3). 
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On  ferme  chacun  des  binaires.  La  part  est 


^      M^,(o,3). 


9-1 


5®  Part  des  M^.i(i,o). 

Soit  une  tournante  de  cette  espèce  (pour  ^  =  5) 

b'd'caaa'b'd'C'b'd'c, 

On  ferme  le  ternaire  avec  deux  A,  et  il  reste  iq  —  5  places 
pour  la  troisième.  La  part  est 

'-^^^  »«-.('.  «>)• 

6*»  Part  des  M^_t(ï>  i)- 

On  ferme  le  ternaire  et  le  binaire.  La  part  est 


Si  Ton  ajoute  les  six  parts  et  qu'on  multiplie  par j 

on  a  la  formule 

4-i(3g-4)(39-5)M^.(o,  I) 
-4-(3g-5)My^,(o,  a)-+.M,-.,(o,  3) 
-f-(39  — 5)My«,(i,o)-i-Mj_,(i,  i). 

IV.  Décomposition  des  T,^  pour  ^  =  a. 


Unaljx,  = -5-5; == 


2*.  3» 
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Or 

63,3  =    2  ;     abab  ab,  tournante  incomplète  à  deux  per- 
mutations. 
Mx(o,  i)  ==   o;     le  binaire  aa  en  entraine  un  autre. 
Ma  (  o,  2  )  =  1 2  ;     il  y  a  une  seule  variété  asymétrique  aa  ba  bb, 

d'où 

M,(o,  2)=  1.3.2P,. 

Ms  (  I ,  o  )  =   o  ;     le  ternaire  aa  en  entraîne  un  autre. 
Ma  (  I ,  I  )  =    o  ;     il  ne  peut  exister  avec  un  binaire. 
Mi(i,o)=   6;     ilya  une  seule  variété  asymétrique  de  frac- 
tion I,  aaa  bbb,  d'où  Ton  a 

_  M,(2,  0)  =  1.^.3.2?,. 

20 

V.  Abaissement  d^ ordre  du  nombre  M,(r,  f),  rn'é- 
tantpas  nul. 

L'espèce  M^(r,  t)  contient  ^— M^(r,  t)  tournantes,si 

Ton  commence  une  tournante  par  un  des  r  ternaires  ;  le 

nombre  des  permutations  ainsi  comptées  est  •r—M^(r,  2). 

Si  Ton  enlève  un  des  ternaires,  les  lettres  qui  renum- 
rent  peuvent  donner  un  ternaire,  un  binaire,  ou  rien  : 

b  aaa  bb  et  la  réciproque  \  /  bbb 

b  aaa  b  \  donnent  }  bb 

b  aaa  c  \  \  bc 

On  obtient  ainsi  des  permutations  d'ordre  q  —  i ,  et  le 
nombre  ainsi  compté,  relativement  à  la  lettre  a  éliminée, 
devra  être  multiplié  par  9,  puisqu'il  7  a  ^  lettres  dis- 
tinctes. 

S'il  s'est  produit  un  ternaire,  on  a  l'espèce 

M^,(r,r-i); 


Digitized  by  VjOOQIC 


(445) 
im  ternaire  bbb  a  remplacé  le  ternaire  enleva,  et  le  bi- 
naire bb  a  disparu.  Chacune  de  ces  tournantes,  com- 
mencée par  un  desr  ternaires,  fournit  a  r  permutations 
à  l'espèce  cherchée-,  on  place  le  ternaire  aaa  de  deux 
manières  dans  ce  ternaire.  La  part  sera 


ar 


3^^-^M,_.(r.*-.). 
S'il  s'est  produit  un  binaire,  on  a  l'espèce 

il  j  a  un  ternaire  de  moins,  aaa^  et  un  binaire  de  pluS| 
bb.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée  par  un  des 
t  + 1  binaires,  fournit  e  +  i  permutations  à  l'espèce 
cherchée;  on  place  le  ternaire  aaa  k  l'intérieur  du  bi- 
naire. La  part  sera 


3(^-1) 


S'il  ne  se  produit  rien  de  nouveau,  on  a  Pespèce 
M^_i  (r  —  I,  ^)  ;  il  y  a  un  ternaire  de  moins.  Chacune 
de  ces  tournantes,  commencée  par  une  des  r  —  i  lettres 
initiales  des  r  —  i  ternaires,  ou  par  une  des  t  lettres  ini- 
tiales des  t  binaires,  ou  par  une  des  3  y — 3 — 3  (r — i) — 2t 
lettres  isolées,  fournit  à  l'espèce  cherchée 

3y-_3  — 3(r--i)-~2r-l-r  — n-^,     ou     3y  — ar— ^— i 

permutations,  si  l'on  place  en  tète  le  ternaire  aaa.  La 
part  sera 

3cr  —  2r  — r  — i__      ,  . 
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La  somme  des  (rois  parts,  multipliée  par  ^,  donne 

si  l'on  multiplie  tout  par  q  —  i ,  on  a  la  formule  (r,  l) 

?l^^lllM,(r,r)  =  arM^,(r,r-i)4-(f-+-i)M,-.(r^i,r+i) 
-+-(3^  — ar  — r  — i)M,-,(r~i,  r). 

VI.  Cas  particuliers  de  la  formule  précédente. 
Si  Ton  y  fait  <  =  o,  on  a  la  formule  (r,  o) 

ll^pil  M,(r,  o)=:M^(r^i,i)+(3î-ar--i)M,_,(r-i,o), 

Elle  comprend,  pour  r =i ,  la  formule  suivante  (i}0), 
relative  à  une  des  espèces  qui  forment  B^,s  • 

î^  M,  (i,o)  =M,.»  (o,  i)  -h  3  (jr  —  i}B,-,.,. 

Or, pour  9=3  (IV),  on  a  trouvé  Mi  (o,  i)=o  et  Bj,8=a; 
il  en  résulte 

|M,(i,o)  =  6B,,s  =  i2,    d'où    M,(i,o)=9P,. 

On  le  vérifie  directement  *,  il  n'y  a  qu^une  variété  asy- 
métrique 

aaa  be  bc  bc  ; 

doncMs  (i,o)  =  i.3.3Ps  =  9?,. 

Elle  comprend  encore,  pour  r  =  i,f=:i  la  formule 
(1,1),  relative  à  une  des  espèces  qui  forment  B^^  : 

?^M^i,i)=2My..(i,o)+2M^i(o,a)-i-{39-.4)M^.(o,i). 
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VII.  Abaissement  d'* ordre  du  nombreM^(o,t)'j  cas 
particuliers. 

1 .  Cette  espèce  contient  ^  M^  (o,  t  )  tournantes  ]  si  Ton 
commence  la  tournante  par  un  des  f  binaires,  le  nombre 
des  permutations  ainsi  comptées  est  r~  M^(o,£). 

On  enlève  le  binaire  aa  et  la  lettre  isolée  a  ;  on  obtient 
ainsi  des  permutations  d'ordre  g  —  i,  et  le  nombre  ainsi 
compté,  relativement  à  la  lettre  a  éliminée,  devra  être 
multiplié  par  q. 

La  suppression  du  binaire  aa^  considérée  seule,  peut 
donner  un  ternaire,  un  binaire  ou  rien  : 


b  aa  bb  et  la  réciproque 

b  aa  b  »  \  donnen  t 

b  aac  » 


/  bbb_ 
bb 
bc 


La  suppression  de  la  lettre  a,  considérée  seule,  donne 
les  mêmes  cas  : 

b  a  bb    et  la  réciproque  \  [   bbb 

bab  »  >  donnenc  |  bb 

bac  »  )  \  bc       ^ 

Mais  le  binaire  oa  et  la  lettre  a  peuvent  produire,  par 
raccordement,  un  ternaire,  quand  on  les  enlève  : 

baobab    et  la  réciproque  donnent    bbb^ 

On  noiAme  raccordement  toute  figure  qui,  comme  la 
précédente,  résulte  d'un  entremêlement  de  deux  ou  de 
plus  de  deux  figures  simples,  que  leur  rapprochement 
fait  confondre  en  une  figure  composée. 
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Premier  casy  sans  raccordements. 

i^  Il  naît  de  aa  un  ternaire. 

Si  en  même  temps  il  naît  de  a  un  ternaire,  on  a  Tes- 
pèce  M^  (a,  É  —  3)5  il  s'est  formé  deux  ternaires,  et 
trois  binaires  ont  disparu,  aa  et  le  binaire  voisin,  avec 
le  binaire  voisin  de  a.  Chaque  tournante  de  cette  espèœ, 
commencée  par  un  des  de«x  ternaires,  fournit  huit  per ^ 
mutations  à  l'espèce  cherchée;  on  ferme  de  deux  nur 
xiières,  Le  premier  ternaire  avec  oa,  Tautre  avec  a.  La 
part  est 

^        M,(2,f-3). 


3(y-i) 


S'il  naît  un  binaire/on  a  l'espèce  M^_i  (i,  /  — i)  ;  il 
s'est  formé  un  ternaire  et  un  binaire;  aa  et  le  binaire 
voisin  ont  été  supprimés.  Chacune  de  ces  tournantes, 
commencée  par  le  ternaire,  fournit  2  {t  —  i)  permuta- 
tions à  Tespèce  cherchée  ;  avec  aa,  on  ferme  le  ternaire 
de  deux  manières  et  avec  a  Tun  des  t  —  i  binaires.  La 
part  est 

Sinon,  on  a  l'espèce  M^_,  (i,  £  —  a)-,  il  s'est  formé  un 
ternaire,  ec  deux  binaires  ont  élé  supprimés,  oa  et  le 
binaire  voisin.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  le  ternaire,  fournit  2  (3^  —  t  —  3)  permutations  à 
l'espèce  cherchée  -,  on  ferme  avec  aa  le  ternaire  bbb  de 
deux  manières,  et  Ton  place  le  ^oisièm«  a  à  l'une  des 
3^  —  3  —  2  —  [t  —  2)  places  disponibles,  et  il  y  en  a 
autant  que  de  lettres,  moins  deux  du  (ternaire  et  une  de 
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chaque  binaire  (pour  ç=i  j  et  t^=zz  S)  : 

bhb'd'e'cc'dd'ce'g *ff' g'f'Cg' , 
La  part  est  alors 

2?  U  naît  de  aa  un  binaire. 

Si  en  même  temps  il  naît  de  a  un  ternaire,  on  ob- 
tient l'espèce  M^_i  (i,  t  —  i);  il  s'est  formé  un  ternaire 
ccc  autour  de  a ,  un  binaire  bh  autour  de  aa^  et  les  deux 
binaires  aa  et  ce  ont  été  supprimés.  Chacune  de  ces 
tournantes,  commencée  par  im  des  t  —  i  binaires,  four- 
nit 2(f  —  i)  permutations  à  l'espèce  cherchée 5  on  ferme 
ccc  avec  a  de  deux  manières,  et  Ton  place  aa  dans  Tin- 
térieur  d'un  des  t  —  1  binaires.  La  part  est 

S'il  naît  un  binaire,  on  a  l'espèce  M^_i  (o,  f  -h  i)  j  il 
s'est  formé  les  binaires  hb  et  ce ,  et  le  binaire  aa  a  été 
supprimé.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée  par  un 
des  ^  -+- 1  binaires,  fournit  t{t-f- 1)  permutations  à  l'es- 
pèce cherchée;  on  ferme  avec  aa  le  binaire  initial,  et 
avec  a  l'un  des  t  binaires  qui  restent.  La  part  est 

3--^M,^,(o,r-4.i). 

Sinon,  on  a  l'espèce  M^«i  (o,  î)  ;  le  binaire  bb  rem- 
place le  binaire  aa.  Chacune  de  ces  tournantes,  com- 
mencée par  un  des  t  binaires,  fournit  t{^q  —  t  —  3) 
permutations  à  l'espèce  cherchée;  on  ferme  avec  aa 
le  binaire  initial^  et  l'on  place  a  à  l'une  des  3  9  —  t  —  3 
Ann.  de  Mathémat,,  q«  série,  t.  XIV.  (Octobre  1875.)        29 
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places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  que  de  lettres, moins 
une  lettre  de  chaque  binaire  (pour  ^=  6  et  t  =  4)  '• 
bb'c'd'e'dd'f'g'cc'f'gg'e'. 

La  part  est  alors 

3^  Il  ne  naît  de  aa  ni  ternaire  ni  binaire. 

S'il  naît  de  a  un  ternaire,  on  a  Tespéce  M^_i(i, t — a)  ; 
il  s'est  formé  le  ternaire  ccc  et  les  binaires  cui ,  ce  oat 
été  supprimés.  Chacune  de  ces  tournantes,  commencée 
par  le  ternaire,  fournit  a  (3^  —  t  —  3)  permutations  à 
l'espèce  cherchée  \  on  ferme  avec  a  de  deux  manières  le 
ternaire,  et  l'on  place  aa  à  l'une  des  Zq  —  3 —  a  —  [t — a) 
places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  que  de  lettres, 
moins  deux  lettres  du  ternaire,  et  une  lettre  de  chaque 
binaire  (pour^  =6  et  i=  5)  : 

CCC'  dd'  e'ff'  d' g'  ce  g-f'  g. 


La  part  est  alors 

2  (Sçr  — ^— 3) 


My_.{i,^-a). 


3(y-i) 

S'il  naît  un  binaire,  on  a  l'espèce  M^.i  (o,  t)  ;  il  s'est 
formé  le  binaire  cc^  et  le  binaire  aa  a  été  supprimé.  Cha- 
cune de  ces  tournantes,  commencée  par  un  des  t  binaires, 
fournit  f  (3 9  —  t  —  3)  permutations  à  l'espèce  cherchée; 
on  place  a  dans  le  binaire  initial,  et  aa  à  l'une  des 
Zq  —  t  —  3  places  disponibles,  et  il  y  en  a  autant  que 
de  lettres,  moins  une  lettre  de  chaque  binaire  (pour 
^  =6etf  =  4)  : 

cc*d*e'  dd*ff'  g'd'e^hh  •/•  h. 
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La  part  est 

/(37  — <— 3) 


3(^-1) 


My._,(o,0. 


Sinon,  on  a  l'espèce  M^_i  (o,  / — i)-,  le  binaire  aa  a  été 
supprimé.  Dans  une  des  tournantes  (pour  ^==:  6  et  2  =  5), 
il  y  a  3^  —  3  (t  —  i)  places 

bh'  ce  b  '  c  d' e'  dd'ff'  e'f'  e 

disponibles  pour  aa  et  a,  autant  que  de  lettres,  moins 

une  lettre  de  chaque  binaire,  ou  Zq  —  t  —  a  -,  on  com- 
mence la  tournante  par  aa  une  fois  placé,  ce  qui  donne 
3  9  —  t  —  2  permutations,  et  il  reste  pour  a^Zq  —  t  —  3 
places,  ce  qui  donne  (3^  —  t  —  a)  (3^  —  t  —  3)  permu- 
tations. La  part  est 

-ÇZ^ZrV) M,_.(o,r~i). 


Deuxième  cas,  as^ec  raccordements. 

\ .  On  a  l'espèce  M^_i  (i ,  ^  — 1)5  il  s'est  formé  un  ter- 
naire, et  le  binaire  aa  a  été  supprimé.  Chacune  de  ces 
tournantes,  commencée  par  le  ternaire,  fournit  deux 
permutations  à  l'espèce  cherchée  ;  avec  oa  et  a  on  ferme 
le  ternaire  de  deux  manières.  La  part  est 

.M,_,(i,r-i). 


3(^-1) 

On  y  ajoute  les  dix  parts  trouvées  ;  leur  somme,  mul- 
tipliée par  ^,  donne  ^  M^  (o,  f)  ^  on  multiplie  tout  par 
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j  et  avec  les  réduct 


? j  et  avec  les  réductions,  on  obtient  la  formule  (o,  t) 


^    iM,(o,0  =  8M,-.,(2,f-3)H-2(2,r— i)M,_.(i,r-i) 

-^-(3^-^— 3}[{2rM,-.,(o,r)-h(3y— /— 2)M,.,(o,f-i;. 

2.  Si  l'on  y  pose  r  =  i,  f=2,  f  =  3,  on  a  les 
trois  formules  (o,  i),  (o,  2),  (o,  3],  relatives  à  des  es* 
pèces  qui  forment  B^,S) 

?^^M,(o,  i)  =  2M^_,  (i,  o)  -f-  2M^,(o,  2)  -h  (3y  -  4) 
X  [2My_.(o,  i)  -4-  3(q  —  1)  B^,,,]. 

^^^-=-^My(o,2)  =  6RV.(i,i)-l-4(3g-5)M,^.(i,o; 
+  6M,_,(o,3)4-(3ç-5) 
X[4M^,(o,  2)  -f.  (39  —4)  M,-, (0,1;]. 

!^M,(o.3) 

=  8My_.  (2,  o)  -h  loM^-., (i,  2)  -h  4(3y  —  6)  M,_t(i,  i) 
-f-i2My_i(o,4)  -h(3y  —  6) 
X  [6M,>.  (o,  3)  -t-  (3^  -  5)  M,_,  (o,  2)]. 

La  formule  (o,  2)  est  illusoire  pour  ^  =  2;  elle  don- 
nerait 

iM,(o,2)=4M.(i,o), 

d'où  M9  (o,  2)  serait  8,  tandis  qu'on  a  trouvé  12  (IV\ 
D'abord  M^  (i,  o)  n'est  qu^une  tournante  incomplète,  > 
une  place  au  lieu  de  trois,  et,  pour  cette  raison,  le  nom- 
bre trouvé  est  trois  fois  trop  petit;  il  faudrait  prendre 
24  au  lieu  de  8-,  ensuite,  qu'on  ferme  le  ternaire  avec  oa 
de  deux  manières,  ou  avec  a  de  deux  manières,  on  obtien-  I 
dra  le  même  résultat  ;  le  nombre  trouvé  est  deux  fois  trop  | 
grand,  et  il  faudra  prendre  12  au  lieu  de  24. 
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YIII.  Résolution  de  trois  nouveaux  problèmes. 

I®  Trouver  le  nombre  B8^/+,,+r  ^es  permutations  dif- 
férentes faites  avec  3^-4-  a<  -f-  r  lettres^  dont  Zq*  égales 
3  à  3,  2r  égales  a  à  2,  (f'\-  f -hr  étant  le  nombre  des 
lettres  distinctes,  quand  deux  lettres  consécutives  sont 
toujours  différentes. 

Une  tournante  d'espèce  M^  (r,  t)  devient  une  Bj^'+ji^, 
si  Ton  y  suppose  condensées  en  une  seule  les  trois  lettres 
de  chacun  des  r  ternaires,  et  les  deux  lettres  de  chacun 
des  t  binaires,  et  qu'on  pose  q  —  r —  t=^q.  Or,  sur  les 
Zq  permutations  d'une  tournante  M^(r,  r),  il  y  en  a 
2r  -f-  f,  celles  où  les  extrêmes  offrent  un  ternaire  ou  un 
binaire  coupé,  qui  ne  donnent  à  l'espèce  cherchée  rien 
de  plus  que  les  Zq  —  sr —  t  autres  permutations.  On  a 
donc 

2*^  Trouver  le  nombre  Bj^z+jj  des  permutations  diffé- 
rentes qu'on  peut  faire  avec  Z<f+  2 1  lettres,  dont  Zq' 
égales  3  à  3,  et  2^  égales  2  à  2,  (f-^t  étant  le  nombre 
des  lettres  distinctes,  quand  deux  lettres  consécutives 
sont  toujours  différentes. 

On  fait  r=  o  dans  la  formule  précédente, 

_39'  +  2r 

3®  Trouver  le  nombre  Bg^^+r  des  permutations  diffé- 
rentes qu'on  peut  faire  avec  Zq*'\-r  lettres  dont  Zq' 
égales  3  à  3,  ^+  r  étant  le  nombre  des  lettres  distinctes, 
quand  deux  lettres  consécutives  sont  toujours  différentes. 

On  fait  f  =  o  dans  la  même  formule, 

^  Zq'  -!-  r    „      ,       , 
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Toutes  ces  permutations  sont  des   tournantes  com- 
plètes. 

IX.  Décomposition  des  Ts^s,  avec  des  calculs  directs. 

Formule  B^,, By,j=    22P3 

•       (0,1) M,(o,i)=    63P. 

Il  y  a  sept  variëtés  asymétriques  : 

aa  bachcbc x 

bcah 2 

bcbacbc i 

cfl** a 

bac f 

.3-ip-M.(o,.)=7 

Formule  {0,2) M8(o,a)=::    72P, 

Il  y  a  huit  variétés  asymétriques  : 

aa  bbc'c^c 2 

aa  c  bb  cofi^ 2 

ebae i 

acbe I 

aa  ca  bb  cbc 1 

bc       cac I 

Formule  (0,9) M,(o,3)=    48P: 

Il  y  a  cinq  variétés  asymétriques  : 

aa  bb  cc*^ 3 

aa  bb  a  cc^ i 

La  réciproque i 

5X9P,ou45P3  5 
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n  y  a  une  symétrique  de  fraction  ~  : 

J9P3  ou  3Ps     aa  c  bb  a  ce  b. 

Formule  (lyO) 1*3(1,0)—       gP, 

Il  y  a  une  yariété  asymétrique  : 
aaa  bc  bc  bc. 
Formule  (1,1) M3(i,i)=     i8Pa 

n  y  a  deux  variétés  asymétriques  : 

aaa  c  bb  cbc i 

La  réciproque i 

Formule  (r,  g  —  r) Ms(i  ,2)  =     36 P» 

II  y  a  quatre  variétés  asymétriques  : 

aaa  bb  ce  bc i 

cb  ce I 

Les  réciproques ^ 

4 

Formule  (^  —  i  ,o)M3(a,o)  =0. 

(y— 1,1) M»(3,i)=       9P8 

•        (^,0) M3(3,o)=       3P3 

280  P, 

Et,  en  effet,  Tj^s  =  Tsx>  ^'    '^  =  ioP,84  =  280 P3. 

I  .2.0 

X.  Calculs  depuis ^  =  4  jusqiHà  (}=z6^et  valeur  de  67,^ . 

•v#               1    »       «          ^       10.11.12        *,.     _ 
!•  Decompos.  desT3x«,T3X4  =  T8xi  0 —  =io4ooPi 

2  •  j 
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Formule  B^,3 B*,»  =    i4i5P4 

(0,l) M,(0,l)=::--     3672P, 

(o,a) M4(o,2)==:  4128P, 

(o,3) M4(o,3)=:  2464P4 

(o,y) M4(o,4)=  744P* 

(1,0) M4(i,o)=  348P4 

(i,i) M4ri,i)=  888P4 

{r,t) .  M4(.i,2)—  912P, 

(r,  y-r) M4(i,3)=  480P4 

(r,  o) M4(2,o)=  54P4 

(r,  r) M4(2,i)=  120P1 

(r,  q^r) M,{^,!i)=z  i^V^ 

(^-1,0)... M4(3,o)  =  4P4 

(9—1,0) M4(3,l)=:  24^* 

(f ,  o) M,(4,o)  = 3P. 

15400P4 

'  Décomposition  des  T»xs>  Tsxi  =  i4oi4ooP»- 

Formule  B,,3 B»,,  =  l^o^3?i, 

(0,1) M,(o,i)=  345645P5 

(o,a) ...  M4(o,2)  =  376920PJ 

o,3) Ms(o,3)  =  23i26oPs 

o,  t) M.(o,4)  =     81840P, 

o,q) Ms(o,5)  =     i4o64Ps 

1,0) Mj(i,o)  =:     258l5P» 

1,1)., M»(i,i)=    61680P. 

r,t) M^{i,2)=     63o6oP, 

r,  /).... M»(i,3)i=     33720PS 

^^-^) M,(i,4)=       864oPs 

r,  o) M5(2,o)  ==      a73oPi 

r,  t) M,(a,i)=       6270P, 

r, /) Mft(2,2)=       5760P, 

r,q  —  r) Ms(2,3]  =        2460P» 

r,  o) M»(3,o)=         23oPi 

r,  f) M^(3,i)  =         480P. 

r^q  —  r) Ms(3,2)  =          42oPs 

9-1,0) Ms(4,o)=           i5Ps 

y-M) M.(4.i)3=           45Pi 

9,0) M.(5,o)=             3Pi 


i4oi4ooPft 
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3<*  Décomposition  des  Tsx«  Tsx«  =^  190690400 P«. 


Formule  B, 


0,1). 
O,  2). 

o,  3;  . 

O,  t).. 

0,  r). 

1,  o). 

1,1). 
r,  0.  . 

r,  f ).  . 


r,  y  —  r). 


''•o; 

r.n 

'•^O 

r.t) 

^o) 

r.t) 

r.n 

r,  y  — r). 
/-.o) 


r,^;. 


r,  y-r). 
9—1,  o). 
^  —  I,  i). 
^,  o).... 


«1, 

v" 

»'; 

M. 

(0 

»2) 

H, 

[0 

.3) 

M. 

^0 

.4) 

M. 

(0 

.5) 

H, 

(0, 

6) 

M.( 

0) 

M. 

r  • 

*  1 

0 

M.( 

2) 

M.( 

3) 

M. 

r. 

.4) 

M.I 

.5) 

M.l 

>»• 

.0) 

M. 

>> 

0 

M. 

'2 

,^) 

M. 

[*, 

3) 

M. 

(2 

.4) 

M. 

[3 

,0) 

M. 

(3 

,0 

M. 

(3 

.2) 

M« 

[3 

,3) 

M. 

[■4 

0} 

M. 

(4 

,«) 

M. 

(4 

,^) 

M. 

[5 

,0) 

M. 

(5 

.0 

M. 

(6 

.0) 

Be,a=  20 16765  lP« 

1)=  4794667  2  P« 

=  5i36435oA, 

=  320 18 160  Po 

=  1 2391 920  p& 

=r  2870208  Pe 

=  3 19296  Pc 

=  2940948  P, 

=  67734ooP<5 

=  686o52oP, 

=  3874320  P, 

=  1245600  Pc 

rr.  1 89504  P, 

=  238365  Pe 

=  526320  P« 

=  49'94oP« 

=  a3688oP« 

=  5256oP, 

=  14520  Pc 

=  30240  p« 

=  2484oP« 

=  8880P, 

=  765  p. 

=  i44oP« 

=  990  p, 

=  36  Pc 

=  7^P« 

=  3P. 


4*Vaîeur  deB,,3. 
Formule  B,,3»  B,,^  =  3980871  i56Pr 


1 90590400  P« 
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son  U  THfiOMB  M8  SECTIONS  €01H41IIIS 

(  TOir  rnêm*  toiii«,  p.  éU); 

Pa&  m.  Édouaed  LUCAS. 


La  méthode  que  nous  avons  employée  précédemment 
permet  de  démontrer  encore  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  Les  arêtes  de  deux  trièdres  trirec- 
tangles  ayant  le  même  sommet  forment  six  généra- 
trices d^un  même  cône  du  second  ordre. 

En  prenant,  en  effet,  pour  axes  des  coordonnées  les  trois 
arêtes  du  premier,  et  en  désignant  par 

ai        bi        Cl 

m 

pour  i  =  I ,  a,  3,  les  équations  des  arêtes  D/  du  second,  le 
cône  cherché  a  pour  équation 

010)0}       bxb^b^       CxC<iC^ 

j 1 z=.  O, 

X  y  t 

puisque,  si  l'on  exprime  que  la  droite  D|,  par  exemple, 
se  trouve  tout  entière  sur  le  c6ne,  on  retrouve  la  condi- 
tion qui  exprime  que  les  droites  Ds  et  D^  sont  rectangu- 
laires. 

Théoeèhe.  —  Deux  systèmes  de  trois  diamètres  con- 
jugués d^une  surface  du  second  ordre  à  centre  unique 
forment  six  génératrices  d^un  même  cône  du  second 
ordre. 

Désignons  par 

Mar»-hNj'-+-Pz»=i 

Téquationde  la  surface  du  second  ordre  rapportée  au 
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premier  système,  et  par 

J?  —  ^  —  - 
Oi  ~"  bi  "~  r,' 

pour  I  =:  I ,  a,  3,  les  trois  diamètres  D,-  formant  le  second 
système.  Le  cône  cherché  a  pour  équation 

M  ^î^ii' +  N  ^iM' +  p  flfîfi  =.  o, 
X  y  z 

puisque,  si  Ton  exprime  que  la  droite  Di  est  située  sur 
ce  cône,  on  retrouve  la  condition  qui  exprime  que  les 
droites  D9  et  Ds  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  surface 
donnée. 

On  démontre  de  la  même  manière  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

Tbéobème.  —  Les  faces  dedeuxtrièdres  trirectangles 
forment  six  plans  tangents  d^un  même  cône  du  second 
ordre. 

Théorème.  —  Deux  systèmes  de  trois  plans  dia- 
métraux conjugués  d^une  surface  du  second  ordre  à 
centre  unique  forment  six  plans  tangents  d^un  même 
cône  du  second  ordre. 

Si,  en  effet, 

OiX  H-  bijr  -f-  az  =  o, 

pour  I  =  I,  a,  3,  représente  Téquation  d'un  plan  diamé- 
tral du  second  système  dans  la  surface 

M«»-hN^*-hPa»=:i, 

rapportée  aux  trois  plans  du  premier,  le  cône  cherché  a 
pour  équation 


/fl,  a,  fl,x  /b,  b,  b^x    ,    -    /cir,c,z  ^ 
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L'avantage  de  ce  genre  de  démonstration,  qui  rentre 
dans  la  métbode  synthétique,  consiste  non-seulement 
dans  la  brièveté,  mais  dans  rétablissement  de  Téquation 
de  la  courbe  ou  de  la  surface,  ce  qui  permet  de  déduire 
aisément  les  propriétés  métriques  correspondantes. 

Théorème.  — Si,  sur  les  trois  diagonales  d*un  quadri- 
latère complet^  on  prend  trois  couples  de  points  qui  di- 
visent harmoniquement  ces  trois  diagonales,  les  six 
points  seront  situés  sur  une  conique. 

En  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle  dia- 
gonal du  quadrilatère  et  les  équations  des  côtés  du  qua- 
drilatère sous  la  forme 

les  deux  sommets  du  quadrilatère  situés  sur  l'axe  des  z 
sont  donnés  avec  z  =  o  par  les  équations 

^i       Xi 

et  Téquation  d'un  faisceau  de  deux  droites  conjugnées 
harmoniques  des  deux  précédentes  est,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  v, 

^î       X]  ^xXi 

et  les  traces  de  ces  droites  sur  Taxe  des  z  sont  situées  sur 
la  conique  ayant  pour  équation 

«1    .    r»    ,    «j       ^.    xz  zx  XX 

x\     x\     «î        r»«i         «1*1        xxXx 

dont  la  forme  symétrique  démontre  immédiatement  le 
théorème  proposé. 

On  en  déduit  la  proposition  suivante  : 
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Si  une  conique  divise  harmoniquement  deux  diago- 
nales d'un  quadrilatère  complet,  elle  divise  aussi  fuir- 
moniquement  la  troisième. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  quadrilatère  et  la  conique 
sont  conjugués,  et  l'équation  précédente,  qui  représente 
Téquation  générale  des  coniques  conjuguées  au  quadri- 
latère, contient  trois  paramètres  arbitraires  [*)• 

Théorème.  —  Les  droites  qui  joignent  les  sommets 
d'un  triangle  à  deux  points  quelconques  se  coupent  en 
de  nouveaux  points  dont  les  projections  sur  les  côtés 
correspondants  forment  six  points  situés  sur  une  co^ 
nique. 

Considérons  deux  points  Pi  et  Ps  dans  le  plan  du 
triangle  de  référence  ABC-,  les  droites  BPi,  CPj  et  BPj, 
CPj  se  coupent  en  deux  points  distincts  de  Pi  et  P,, 
dont  les  projections  sur  Taxe  des  x  sont  données  par 
Téquation 

-■—  H yz    '—  H ^-     —  o; 

par  conséquent,  en  opérant  de  même  pour  les  autres 
sommets,  on  obtient  six  points  situés  sur  la  conique 

.r=  y^  z^  (     X,         ^        .r,      \ 

h  — 1 JZ 1 —...=:  O. 

J^i^ï        riji         2i*2  XXtYxZ,        Xxy^Zi} 

En  retranchant  cette  équation  de  celle  de  la  conique 

r»  r*  «'  /    I  I    \ 

h- i yz 1 — ...--o, 


X- 

X. 


qui  passe  par  les  six  projections  de  Pi  et  de  Pj,  on  ob- 
tient réquatlon  d'une  conique  circonscrite  au  triangle  de 


(*)  CuASLBS,  Traité  des  Sections  coniques^  t.  I,  p.  96.   —  P.  Serket, 
Géométrie  de  direction^  p.  361. 
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référence,  et  dont  la  position  du  centre  d'homologie 
donne  lieu  à  diverses  propriétés  métriques. 

Cette  conique  passe  par  les  points  d'intersection  des 
deux  premières. 

Théorème.  —  Si,  par  les  trois  points  conjugués  tTun 
point  par  rapport  aux  trois  côtés  tTun  triangle  pris  pour 
axes  de  référence  y  on  mène  des  tangentes  à  une  conique^ 
leurs  traces  sur  les  axes  correspondants  forment  six 
points  d'une  conique. 

Nous  appelons  points  conjugués  d'un  point  donné  par 
rapport  à  un  triangle  les  trois  points  d'intersection  des 
polaires  de  ce  point  par  rapport  à  deux  des  angles  de  ce 
triangle. 

Désignons  par 

ax^  -\-  a! y"^  -H  a^'z^  -f-  2  hyz  -f-  2  V zx  -h  2  h" xy  =  o 

l'équation  de  la  conique  donnée,  et  par  Pj  (x,,^i,  -Si)  le 
point  donné.  Le  point  conjugué  de  ce  point  par  rapport 
à  l'axe  des  z  a  pour  coordonnées  proportionnelles 
'S^i^J^D  —  ^lî  ®^  1^*  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
conique  donnée  ont  pour  traces  sur  l'axe  des  z  les  deux 
points  fournis  par  les  équations  z  =  o  et 

—  nxy  [A^x.y^  +  z^(Bx,  -h B>,  -hB"z,)]  =  0. 

Ces  deux  points  et  les  quatre  analogues  sont  situés  sor 
la  conique 

x'(AVî  -*-  A'«;  -4-  2Bri  2i)  +  rHA^^Î  -4-  AzJ  -+-  2B'«.x,) 

-h  z» { A'*î -h  Ar] -4- 2B"x,j,) 

—  2A/i«,j^2 —  2A'3,x,»jp —  VL^'x^y^xy 

—  z  (  Bar»  -h  B'ji  -h  B*'z,  )  [xyz,  4-  yzxy^  -f-  zxy^  )  =  0. 

Ce  théorème  comporte  un  grand  nombre  de  cas  parti- 
culiers, ainsi  qu'en  corrélation. 
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TfiÉoAÈME.  —  Les  droites  qui  joignent  un  point  aux 
traces  d'une  droite  sur  les  côtés  du  triangle  de  réfé'* 
rence  rencontrent  les  autres  côtes  en  six  points  situés 
sur  une  conique» 

En  désignant  par  Pi  (aruj^i,  ^i)  et  par  Di  (ii,  i^,  w)  le 
point  et  la  droite  donnés,  la  conique  chercliée  a  pour 
équation 

[çwXxZi-h  (ax,  -I-P^,)(axi  -f-  (v^i )]—...  =  o. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant,  géné- 
ralisation du  théorème  de  Pascal  : 

Si  deux  cubiques  ont  trois  points  communs  en  ligne 
droite,  les  six  autres  points  d'intersection  sont  situés 
sur  une  conique. 

Nous  compléterons  enfin  le  théorème  de  M.  Chasles, 
démontré  dans  l'article  précédent.  Nous  avons  vu  que,  si, 
par  les  trois  sommets  d'un  triangle,  on  mène  des  tan- 
gentes à  une  conique 

leurs  traces  sur  les  c6tés  opposés  sont  situées  sur  la  co- 
nique 

-2AB7«— 2A'B'zx  — 2A^B''j:^  =0. 
L'équation  de  la  conique  4>  peut  s'écrire 

B'x'-H  B'»r»^-  B^'z^—  ^B'B^'yz 

—  aB'^Bzo:  —  2BB'x7  H-  9/{x^Xy  z)  =  o, 

d  désignant  le  discriminant  de/*,  et,  par  conséquent,  les 
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coniques  y*  et(f  ont  leurs  points  d^intersection  sur  la  co- 
nique 

inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  H71 

(Tolr  1*  série,  t.  XIV,  p.  240); 

Pae  m.  L.  MICHEL,  au  Puy. 

Soient  M,  A,  B  trois  points  d^une  circonférence; 
trout^er  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles 
tangentes  e»  A,  B  aux  droites  MA,  MB,  lorsque  le  point 
M  se  déplace  sur  la  circonférence. 

(Làisàwt.) 

Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  circonférence, 
r angle  en  M  reste  constant.  Or,  on  sait  que  l'angle  de 
deux  tangentes  à  la  parabole  est  égal  à  la  moitié  de 
Tangle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  corde  de  contact. 
Si  donc  on  désigne  par  F  un  point  du  lieu,  Tangle  AFB 
est  constant^  le  lieu  est  par  suite  une  circonférence  de 
cercle  facile  à  déterminer. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blaoc; 
G.  Vandame;  A.  Bertrand  ;  Gambey  ;  Lez  ;  Goulin  et  Nivelle,  élèves  du  lyeée 
de  Rouen;  P.  S.,  de  Cherbourg;  A.  Durel»  répétiteur  au  lycée  du  Havre; 
F.  Pitois,  élève  du  collège  d'Annecy;  Chadu;  Gondelon,  élève  du  lycée 
de  Moulins;  Tourrettes;  A.  Pellissier;  L.  Arriu  ;  Launoy,  à  Lille;  Cba- 
banel,  à  Reims. 
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Question  H72 

(TOlr  a*  lérie,  i.  XIV,  p.  «40); 

Par  m.  h.  LEZ. 

Soient  a^  b^  c  les  côtés  ;  S  la  surface  d'un  triangle 
ABC;  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle ^ 
ap'  le  périmètre  du  triangle  de  périmètre  minimum 
inscrit  dans  ABC  : 

1®  Construire  le  triangle  ABC;  connaissant  ipf  et  les 
angles  A,  B,  C; 

oP  Démontrer  la  formule  S  =.  p^R. 

(C.  Chàdu.) 

Pour  construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  an- 
gles A,  B,  C  et  le  përimèlre  ap'  du  triangle  inscrit  de 
périmètre  minimum,  c'est-à-dire  le  triangle  PMN  obtenu 
en  joignant  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  primitif, 
il  suffit  de  remarquer  :  i®  que  les  angles  au  centre  O  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  sont  doubles  de»  an- 
gles aux  sommets;  2^  que  les  côiés  PN,  PM,  MN  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  OA,  OB,  OC 
passant  par  les  sommets  opposés  ;  3^  que  les  angles  P, 
N,M  sont  les  suppléments  des  angles  aC,  2B,  2  A  -^^^qne 
les  hauteurs  du  triangle  ABC  sont  les  bissectrices  des  an- 
gles M,  N,  P. 

Construisant  donc  un  triangle  PNM  dont  on  connaît 
les  angles  et  le  périmètre  2p\  les  perpendiculaires  à  ses 
bissectrices  détermineront  le  triangle  ABC. 

Quant  à  l'aire  du  triangle  ABC,  il  est  facile  de  voir 
qu'elle  égale  p'R;  car,  si  l'on  joint  le  centre  O  du  cercle 
circonscris  aux  sommets  du  triangle  PMN,  la  figure  se 
trouve  décomposée  en  trois  parties  ayant  chacune  pour 
surface  la  moitié  d'un  côté  du  triangle  MNP  multiplié 
par  le  rayon  R.  On  peut  trouver  la  valeur  de  p^  en  ob- 

Jnn.  de  Mathémat.,  a*  série,  t.  XIV.  (Octobre  1875.)  3o 
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servant  que  S  =  pr  =  ^R,  d'où 

,/_  ip{p  —  ^)(p—^){p-c) 
^  ■"  abc 

_  2a»fc'-f-  2fl»c»-h  2fc'c»—  a*—  b*-'  e* 
^abc 

=  V-  =  -r-  =  «a  sin  A. 
fl^c         oc 

Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  résoudre  les 
questions  posées  par  M.  Gambey  (même  tome,  page 3 a8), 
et  relatives  à  Ténoncé  de  M.  Chadu  (*). 

i^  Pour  construire  le  triangle  ABC,  connaissant  ses 
angles  et  le  rayon  /  du  cercle  inscrit  au  triangle  PMN,  il 
suffit  de  construire  d^abord  le  triangle  PMN  dont  les 
angles  sont  les  suppléments  de  aC,  2B,  a  A  et  dont  le 
rayon  r^  du  cercle  inscrit  est  donné  :  c'est  un  problème 
connu.  Les  perpendiculaires  aux  bissectrices  intérieures 
détermineront  les  côtés  du  triangle  ABC. 

a^  Si,  au  lieu  de  cela,  on  connaît  les  angles  et  la  sur- 
face du  triangle  PMN,  on  construira  d'abord  ce  triangle, 
ce  qui  est  simple,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  trouver  un  triangle 
semblable  à  un  triangle  donné  et  d'une  aire  déterminée. 
Le  reste  de  la  construction  comme  dans  le  cas  précédent. 

3^  Quant  aux  formules 

S  = j-  =  2RV  tangA  tangB  tangC, 

elles  découlent  des  transformations  suivantes  : 
Puisque 

p'z=  h  sin  A,    p'  =  A'  sinB,    p'  =  h'  sin  C, 


{*)  M.  P.  Sondai  nous  a  envoyé  une  iolution  analogue  de  ces 
questions. 
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on  peat  écrire 


p'-^^hUN'  sioAsinB  sinC  =  ^. 


Or 


9 


sinAsinBnnC=«tW/>-^))/>-6)(,-c)]'^^^ 
car 

et 

a}h^(? 

'"  ^p[p  —  aj  (p  --b){p  —  c)' 
d'où 

hh'h'^Kpr  _ 

mais  pr  =:  ;/R  *,  alors 

S=  ;-. 

^P 

De  même,  en  remarquant  que  les  côtés  du  triangle  MMP 
sont  représentés  par 

m  ■=■ 7 7     n  :±z j 

ibc  aac 

cfa-^-b^—c') 
^  = ^b ' 

et  que  m-+-  n  -hq  =^  ap',  on  a,  en  réduisant, 

mais 

tangA  tangB  tangC  _ 8m»/>a6c ' 

d'où 

2.^R'taDgA»angBU0gC=^^^^^-^^/;-*^^^--îl  =  S. 

3o. 
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car 

4^  [p  ^a){p—  h)  [p  —  c) 
abc 


=/»'■ 


T^ote.  —  La  m6me  question  a  été  résolue  par  MM.  P.  S.,  de  Gherbonrig  j 
E.  Gatti,  étudiant  à  l'Université  de  Turin;  Michel,  au  Puy;  F.  Stordear, 
de  Lille;  £.  Rebuffel,  élève  du  lycée  de  Rennes;  Tourrettes,  F.  Pitois, 
élève  du  collège  d'Annecy;  Gondelon,  élève  du  lycée  de  Moulins;  E.  Du- 
pont, élève  du  lycée  du  Havre  ;  A.  Durel  et  E.  Yasselin. 


Question  1173 

(Tolr  a*  série ,  t.  XIV,  p.  aSS); 

Par  M.  L.  MICHEL,  au  Puy. 

Lorsque  les  médianes  d^un  triangle  inscrit  dans  une 
ellipse  se  coupent  au  centre  de  la  courbe^  le  lieu  du 
point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  est  une 
ellipse  tangente  à  la  développée, 

(Pou  JADE.) 

Les  médianes  du  triangle  étant  des  diamètres,  les  côtés 
sont  respectivement  parallèles  aux  tangentes  aux  trois 
sommets,  et,  par  suite,  les  trois  hauteurs  du  triangle 
sont  des  normales  à  l'ellipse. 

Cela  posé,  soit  (a,  |3)  un  point  du  lieu.  Si  Ton  forme 
l'équation  connue  du  quatrième  degré,  qui  a  pour  racines 
les  abscisses  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
(sf,  j3)  à  Tellipse,  on  trouve  que 

a/  -H  x"  -4-  ,T^  4-  X'^=: 

C" 

D'ailleurs  od  -f-  x" -\-  od"  =  o,  puisque  Torigine  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  pieds  de  trois  des 

normales.  En  remplaçant  x  par  — —  dans  Téquation 

en  x,  on  a,  entre  a  et  p,  une  relation  qui  est  Téquation 
du  lieu.  On  trouve  ainsi  aisément,  en  remplaçant  d'ail* 
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leurs  a  et  P  par  x  eijy 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Elle  peut 
s'écrire 

<■)     m-m-ï^"- . 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  courbe  est  tangente 
à  la  développée  de  l'ellipse.  On  peut  le  mettre  nettement 
eu  évidence  de  la  façon  suivante  : 

L'équation  de  la  développée  est 


i^*m 


Je  remarque  que,  si  2  et  u  sont  liés  par  la  relation 
^  4-  li  =  1 ,  il  en  résulte 

«•  -f- 14»  —  1  -h  San  ==:  i 
ou 

Z^  -h  U'  -^  }  -^  ^  {z—  uY  r=0. 

D'après  cela,   l'équation  (2)  de  la  développée  peut 
s'écrire 

ce  qui  montre  clairement  que  l'ellipse  (i)  lui  est  tan- 
gente en  ses  points  d'intersection  avec  les  droites  défi  - 
nies  par  l'équation 

(axy  •- (bxY  =z  o,     ou    ^-=:±:~r. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Gondelon,  élève 
du  lycée  de  Moulins;  Moret-Blanc;  Launoy,  à  Lille;  Chadu;  Tourrettes; 
Chabanel,  à  Reims;  P.  Sondât,  professeur  au  collège  d'Annecy;  P.  S., 
de  Cherbourg;  Gambey;  A.  Astor,  à  Angoulème;  Vladimir  Habbé,  à 
Odessa. 
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Question  1174 

(  Totr  »•  lérle,  i.  XIV,  p.  aea  )  ; 

Par  m.  F.  STORDEUR, 

Mattre  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Trouuer,  dans  r  intérieur  d'un  triangle  ABC  ^  un  point 
O  qui  soit  tel  que,  si  de  ce  point  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires OÀ',  OB',  OC,  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB  de 
ce  triangle,  l'aire  du  triangle  A'  B'  C  soit  un  maximum, 

(Hàrkbma). 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  do 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour  axes  deux 
droites  rectangulaires  quelconques  passant  par  ce  point. 
Soient  alors 

l=ix  COS  a-r^SÎna  —  a  =  0, 

p  =  ar  cos  p  -^y  sin  p  —  p  =  o, 
V  =  j:  cos  7  -h  j^  sin  7  —  w=.  o 

les  équations  respectives  des  côtés  BC,  AC  et  AB  dn 
triangle. 

Si,  d*un  point  O  du  plan  dont  les  coordonnées  sont 
X  etj-,  on  abaisse  les  perpendiculaires  OA',  OB',  OC' sur 
les  droites  précédentes,  la  surface  S  du  triangle  A'  B'  C 
est  fournie  par  l'égalité 

(  I  )  p  sin A  -<-  v5i  sinB  -4-  >p  sinC  =  2S. 

Et  si,  dans  cette  relation,  on  considère  x  et  j^,  qui  y 
entrent  implicitement,  comme  coordonnées  courantes, 
on  a  l'équation  du  lieu  du  point  (x,  j).  Ce  lieu  est  on 
cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées,  car 
son  équation  ne  diffère  que  par  une  constante  a  S  de 
celle  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 

fil»  sin  A  -f-  vX  sinB  +  ^fxsinC  =  o. 

En  remplaçant  dans  l'équation  (  i  )  X,  fx  et  v  par  leurs 
valeurs  exprimées  en  fonction  de  x  et  de ;^,  on  trouveque. 
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pour  que  le  cercle  liea  du  point  (x,  /)  soit  rëel,  il  faut 
que  la  quantité 

vw  sin  A  -f-  wu sinB  -f-  kp  sinC  —  2S 

soit  positive,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

aS  <  wsinA  4-  »*"  sinB  +  upsinC. 

Le  maximum  de  S  a  donc  lieu  lorsque  cette  inégalité 
se  change  en  égalité. 

Dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  (x,  j)  se  réduit  à 
un  cercle  de  rayon  nul,  c'est-à-dire  à  l'origine  des 
coordonnées.  Ainsi  le  point  cherché  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et  la  surface  maxi- 
mum est  le  quart  de  celle  de  ce  triangle. 

Il  faut  remarquer  que,  si  le  triangle  donné  a  un 
angle  obtus,  le  centre  du  cercle  circonscrit  est  à  Tex- 
térieur-,  l'énoncé  de  la  question  suppose  donc  que  le 
triangle  ABC  a  tous  ses  angles  aigus. 

Toutefois,  le  maximum  de  S  ainsi  déterminé  est  un 
maximum  relatif-,  car,  eu  égard  seulement  aux  valeurs 
absolues,  S  peut  prendre  une  valeur  aussi  grande  que 
l'on  veut  pour  une  position  du  point  O  convenablement 
choisie  à  l'extérieur  du  triangle. 

Quand  le  point  O  est  à  l'origine  des  coordonnées,  S  est 
maximum-,  si  le  point  décrit,  autour  de  l'origine,  un 
cercle  de  rayon  croissant,  S  décroit  jusqu'à  la  valeur 
zéro  qu'elle  atteint  lorsque  le  point  O  est  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

Enfin,  si  le  rayon  du  cercle  croit  indéfiniment,  la 
surface  S,  devenue  négative,  décroit  indéfiniment  et  sa 
valeur  absolue  croit  au  delà  de  toute  limite. 

^oee,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Michel,  au  Puy; 
P.  S.,  à  Cherbourg;  Gambey;  Tourrettes;  Maleyx;  Chadu;  P.  Sondât; 
Lez;  Genty;  Moret-Blanc. 
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Questions  1178  et  1179 

(fotr  a*  sérto,  t.  XIV,  p.  336); 

Par  m.  p.  SONDAT, 

Professeur  au  collège  d^ Annecy. 

1178.  Soient  P  un  point  p/is  sur  Vaxe  d'une  co- 
nique à  centre,  et  MN  une  tangente  quelconque,  limitée 
aux  deux  perpendiculaires  élei^ées  aux  extrémités  de 
cet  axe:  démontrer  que  la  puissance  du  point  V^par 
rapport  à  la  circonférence  de  diamètre  MN,  est  con- 
stante. (LAïSAlfT.) 

On  sait  que  la  droite  MN  est  vue  de  chacun  des  foyers 

F  et  F'  sous  un  angle  droit,  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile 

de  démontrer;  la  circonférence  de  diamètre  MN  passe 

donc  aux  foyers,  et  la  puissance  du  point  P,  représentée 

par  le  produit 

PF  X  PF, 

est  évidemment  constante. 

1179.  Soient  MN  une  tangente  quelconque  à  une 
parabole,  limitée  en  M  à  la  tangente  au  sommet,  et 
en  N  à  une  perpendiculaire  Jixe  quelconque,  élevée  sur 
l'axe  de  la  courbe ,-  P  un  point  Jixe  quelconque  pris  sur 
cet  axe  :  démontrer  que  la  puissance  du  point  M,  par 
rapport  à  la  circonférence  de  diamètre  MP,  est  con- 
stante. 

(Laisant.) 

Soit 

p 

une  tangente  quelconque  à  la  parabole 
(2)  /'=2/>x; 
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elle  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  et  la  perpendi- 
culaire fixe,  menée  à  Taxe  à  une  distance  AB  =  b  de  ce 
sommet,  aux  points  M  et  N  pour  lesquels 


Si,  d'ailleurs,  on  pose  AP  =  a  et 


(3) 


a  = 

a-^  b 
2 

S  = 

BN 

9 

2 

c»=(a  — a)^4-pS 


le  cercle  décrit  sur  NP  comme  diamètre  aura  pour  équa- 
tion 

(4)  (^-a)'-^(7-p)'=-r» 

et  sera  rencontré  par  la  droite 

(5)  x=-^- 

en  deux  points  dont  les  distances  au  point  M  sont  les 
racines  de  Téquation 


(x-a)»4- 


fe-0'--- 


obtenue  en  éliminant  j*  entre  (4)  et  (5). 
Le  produit  de  ces  racines 


'=^'^(^-py-^' 
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représente  la  puissance  du  point  M ,  et  deYÎent.  d'après 
les  relations  (3), 

zj  =  ao  —  ' —  r=  const.      c.  Q.  r.  d. 

2 

^ote.  —  La  même  question  a  été  résolae  par  MM.  Gambey,  B.  Lan- 
noy;  Ley;  A.  Pellissier;  A.  Astor;  Catala,  à  Guéret;  H.  Lemelle;  C.  Le 
Paige,  à  Liège;  E.  de  Lamaze,  à  Sorrèze;  Moret-BIanc;  L.  Goulin,  élère 
du  lycée  de  Rouen. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Brocard  nous  a  adressé  les  solutions  des  questions 
868,  898  et  932  ;  c'est  par  oubli  que  ces  solutions  n'ont 
pas  été  mentionnées  plus  tôt. 

Nous  avons  reçu  les  Mémoires  suivants  : 

Génération  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degréj 
diaprés  Jacobi,  par  J.  Waille.  Besançon;  1875. 

Alcunejbrmole  fondamentali  per  lo  studio  délie  equa- 
zioni  algebrico^differenziali  di  primo  ordine  e  se- 
cundo grado  tra  due  variabiU  ad  intégrale  générale 
algebrica.  Nota  del  M.  E.  prof.  Felice  Casorâti,  letu 
neiradunanza  del  10  décembre  1874)  del  R.  Istituto 
lombardo  di  Scienze  e  Lettere. 

Principes  d'une  théorie  des  systèmes  symétriques  déU- 
mentSy  par  le  D""  Emil  Weyr,  secrétaire  perpétuel 
de  la  Société  mathématique  de  Bohême.  (Extrait  des 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  na- 
turelles de  Bordeaux.  ) 

XJéber  JRaumcun^en  vierter  Ordnung  mit  einen  cuspidal 
Punkte,  von  D'  Emil  Weyr,  in  Prag.  (Extrait  des 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne.) 
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Sui  determinanti  di  funzionù  Nota  del  prof.  Fblice 
Càsoràti.  Milan;  1875.  In-4* 

Notice  sur  la  vie  et  les  trav^aux  de  Rodolphe-Fré- 
déric-AlJred  Clebsch,  par  M.  Paul  Mahsion,  profes- 
seur à  rUniversîtë  de  Gand.  (Extrait  du  Bullettino  di 
Bibliograjia  e  di  Storia  délie  Scienze  matematiche  e 
Jisiche,  t.  VIII,  mars  iSjS. 

Le  Catalogue  contenu  dans  les  pages  i4-66  de  cette  publi- 
cation indique  180  travaux  de  Clebsch;  de  ces  180  travaux,  les 
7*,  68*,  70',  86",  93*  ne  sont  pas  indiqués  dans  le  Catalogue  in- 
titulé IJste  der  Publicationen^  qui  se  trouve  aux  pages  5i-55 
du  volume  intitulé  Mathematische  Annalcn,  VII  Band;  Leip- 
zig, 1874»  Les  recensements  (Referate)  indiqués  dans  le  pre- 
mier de  ces  Catalogues,  sous  les  n^*  107-177,  ne  sont  men- 
tionnés dans  lesecond  [Mathematische  Annalen^  VU  Band,  p.  55, 
lig.  xa-i4)  autrement  qu'ainsi  : 

•  Einzelne  Referate  in  den  Banden  der  Fortschritte  der  Phy- 
sik,  dem  ersten  und  zweiten  Bande  der  Fortschritte  der  Ma- 
thematik,  in  Hoffmann^s  Zeitschrift  fôr  malhematischen,  etc. 
Unterricht.  » 


PUBLICATIONS  RÉGENTES. 


The  Cône  and  ils  sections  treated  geometrically,  by 
S.-A.  Behshaw,  of  Nottingham.  London,  Hamilton, 
Âdams  and  C**^  Palernoster  Row:  1875.  In-4,  avec 
planches. 

C'est  un  Traité  complet  des  sections  coniques,  où  tous  les 
théorèmes  sont  démontrés  géométriquement  à  la  manière  d'Apol- 
lonius. L'auteur  a  introduit  la  courbure  et  les  propriétés  anhar- 
moniques. 
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Archiif  Mathematiky  a  Fysiky^  publié  par  ia  Société 

mathématique  de  Bohème,  à  Prague,  et  rédigé  par  le 

secrétaire  perpétuel,  D'"  Emil  Weyr,  Prague,  Ed.  Gré- 

gra-,  1875.  In-8,  avec  planchejs. 

Cette  publication  parait  à  des  époques  irréguHères  et  contient 
des  Mémoires  écrits  en  langues  diverses.  A  la  fin  de  chaque 
volume,  on  publie  en  français  un  extrait  des  Mémoires  écrits  co 
langue  bohème. 

Analectes^  ou  série  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties 
des  Mathématiques,  par  M.  Nicolaïdês,  paraissant  à 
époques  îrrégulièrespar  livraisons  de  a  feuilles,  à  partir 
de  1871.  Prix  de  chaque  livraison  :  80  c. 

Les  dix-sept  premières  livraisons  de  cet  intéressant  Recueil 
conrfennent  :  I.  Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel. 
Sur  la  théorie  des  surfaces.  —  II.  Note  sur  la  théorie  des  nom- 
bres. Sur  le  mouvement  d*un  point  matériel.  Sur  quelques 
articles  des  Annales  de  Mathématiques.  —  III.  Théorie  du 
mouvement  d*une  figure  plane  dans  son  plan.  Application  aux 
organes  des  machines.  —  IV.  Problèmes  de  Géométrie.  — 
V.  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Bertrand.  Sur  lespo- 
daires  et  les  arcs  plans.  —  VI.  Théorème  de  Fagnano.  Nouvelle 
propriété  d'un  système  de  coniques  homofocales.  Théorèmes 
de  MM.  Chasles  et  Kupper.  Représentation  géométrique  d'Eu- 
1er,  etc.  —  VII.  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires.  — 
VIIÏ.  Sur  les  développées  successives  des  courbes  planes.  — 
IX.  Sur  les  développées  successives  des  courbes  planes  fsuitc). 
Nouvelles  propriétés  du  mouvement  d*un  point  matériel.  Note 
sur  la  théorie  des  caustiques  ;  relation  entre  les  rayons  de  cour- 
bure  de  la  caustique  et  de  Tanticaustique  ;  formules  diverses; 
centre  de  jonction.  —  X.  Transformation  des  courbes  et  des 
surfaces.  Transformation  des  courbes  à  double  courbure  parla 
méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques.  Transformation  des 
surfaces.  —  XI  et  XII  réunies.  Surfaces  podaires.  Sur  les 
éléments  d'une  substitution  orthogonale  ternaire.  Sur  le  mouve- 
ment d'un  quadrilatère  articulé  ;  coulisse  de  Stephenson,  parai- 
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lélogramme  de  Watt.  Sur  les  équations  fondamentales  des  sur- 
faces; formes  de  ces  équations  lorsque  les  deux  systèmes  de 
lignes  que  l'on  considère  se  coupent  sous  un  angle  variable*  Cas 
particuliers;  équations  de  M.  Bonnet,  de  M.  Godazziy  de  Lamé, 
de  Bour.  —  XIII  et  XIV  réunies.  Forme  définitive  des  équations 
fondamentales  des  surfaces.  Applications  diverses.  Enveloppe 
d'une  droite.  Mouveitient  des  polygones  articulés.  Mémoire  sur 
les  surfaces  orthogonales.  —  XV.  Mémoire  sur  les  surfaces 
orthogonales  (suite).  Cas  particuliers.  Transformation  des  for- 
mules en  coordonnées  polaires  ;  nouveaux  systèmes.  Autre 
transformation  ;  nouveaux  systèmes.  —  XVI.  Note  au  sujet  dn 
Mémoire  qui  précède  (surfaces  orthogonales).  Sur  le  mouve- 
ment des  polygones  plans  et  sphériques.  Théorèmes  sur  le  pen- 
tagone, sur  rhexagone,  etc.  Théorèmes  de  Cinématique.  Sur 
le  mouvement  d'un  point  matériel.  Sur  les  surfaces  à  courbure 
moyenne  constante.  —  XVII.  Sur  les  surfaces  réglées.  Cas  par- 
ticuliers. Lignes  tracées  sur  les  surfaces  réglées.  Sur  quelques 
courbes  gauches. 

Traité  d' Algèbre^  par  H.  Laurent,  â  l'usage  des  candi- 
dats aux  Écoles  du  Gouvernement  5  2®ëdit.,în-8, 1875. 
Prix  :  7  fr.  5o. 

L'auteur  s'est  proposé,  dans  cet  Ouvrage,  de  développer  le 
programme  des  connaissances  exigées  pour  l'entrée  à  l'École 
Polytechnique  et  à  l'École  Normale.  Toutefois,  il  ne  s'est  pas 
astreint  à  suivre  ce  programme  à  la  lettre,  et  il  a  donné  de 
l'extension  aux  théories  les  plus  intéressantes.  Nous  citerons  en 
particulier  celles  des  polynômes  entiers,  des  déterminants,  des 
imaginaires,  des  séries,  ainsi  que  ce  qui  a  trait  à  l'analyse 
combinatoire  et  aux  éléments  du  Calcul  différentiel. 

Elementi  di  Calcolo  grafico,  del  prof.  Luigi  Ckemona. 

Texte  et  figures,  în-8,  1874.  Prix  :  a  fr.  5o. 

Cet  Ouvrage  a  été  écrit  principalement  pour  les  élèves  des 
Écoles  d'application  qui  veulent  se  préparer  à  l'étude  de  la 
Statique  graphique.  Il  peut  servir  d'utile  introduction  à  l'Ouvrage 
suivant. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  47»  ) 
La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux  construc^ 
fions,  par  M.  Levy.  Un  volume  grand  iii-8  avec  un 
atlas  même  format,  comprenant  a4  planches  doubles; 
1874.  Prîx  :  16  fr.  5o. 

La  Statique  graphique  met  à  la  disposition  de  tous,  pour 
tenir  lieu  des  calculs  laborieux  auxquels  se  livrent  encore 
journellement  nos  ingénieurs^  des  procédés  simples  et  expé- 
ditifs.  Ces  procédés  ont  de  plus  le  précieux  avantage  de  ren- 
fermer toujours  en  eux-mêmes  le  principe  de  leur  vérification, 
de  telle  sorte  qu*iis  peuvent,  comme  toutes  les  méthodes  gra- 
phiques, laisser  un  doute  sur  une  fraction  décimale,  chose  très- 
indifférente  en  ce  genre  d'applications  ;  ils  sont  en  revanche 
exempts  de  ces  chances  d'erreurs  grossières  que  comportent  les 
longues  opération^  arithmétiques. 

Riassunto  délie  Lezioni  di  Algebra  date  dal  comm. 
GiusTO  Bellavitis.  In-8,  i5o  pages,  1875. 

Chap.  I.  Principes  et  résolution  numérique  des  équations 
algébriques  à  une  inconnue.  —  Chap.  II.  Résolution  algé- 
brique des  équations.  —  Chap.  III.  Théorèmes  relatifs  aux 
polynômes  et  aux  équations.  Facteurs  décimaux.  Décomposition 
des  fonctions  fractionnaires.  —  Chap.  IV.  Factorielles.  Combi- 
naisons. Probabilités.  —  Chap.  V.  Élimination  et  déterminants. 
— Chap.  VI.  Nombres  entiers,  fractions  continues,  congruenoes. 
—  Chap.  VII.  Logarithmes,  exponentielles  et  fonctions  hyper- 
boliques. —  Chap.  VIIL  Imaginaires.  Quantités  géométriques. 
Fonctions  circulaires  et  trigonométriqoes.  —  Chap.  IX.  Fonc- 
tioDS  interpolaires.  Dérivées  et  séries  infinies.  Méthodes  d^ap- 
proximation.  —  Chap.  X.  Fonctions  symétriques.  Théorie  des 
formes  et  des  substitutions  linéaires. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

Paa  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadrons  au  3-7 "  régiment  d'artillerie. 


L  Une  surface  du  deuxième  degré  étant  coupée  par 
un  plan  P,  désignons  par  D  le  diamètre  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  la  section,  par  p  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point  et  par  a  Fangle  que  forme  ce  plan  tangent  avec  le 
plan  P. 

i^  Pour  tout  point  de  la  section 

4 —  =  const. 
sina 

a^  La  constante  conserve  la  même  valeur  lorsque  le 
plan  P  roule  sur  une  surface  homofocale  à  la  surface 
donnée. 

II.  On  donne  trois  surfaces  du  deuxième  degré  homo- 
focales.  Une  droite  e  touchant  les  deux  premières  coupe 
la  troisième  A  au  point  a.  Si  le  plan  tangent  au  point  a 
rencontre  au  point  m  la  parallèle  Om  menée  à  e  par  le 
centre  O  de  A,  Om  a  une  longueur  constante,  quelle  que 
soit  la  droite  e. 

Par  un  point  d'une  surface  du  deuxième  degré,  on 
mène  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C.  Si  l'on  désigne 
par  <x,  13,  y  les  rayons  de  courbure  des  trois  sections  en  ce 
point  et  par  T  le  plan  tangent  en  ce  même  point  : 

sin-»TA       sin-»  TB       sin-^  TC 
1 5 ! =  const. , 

«  P  7 

quels  que  soient  les  trois  plans. 
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III.  Lorsque  trois  surfaces  du  deuxième  degré  A,  B,  C 
touchent  les  mêmes  droites  :  i^  si  par  chaque  tangente 
de  C  on  mène  des  plana  tangents  à  chacune  des  deux  au- 
tres, les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact  de  la 
surface  A  avec  les  points  de  contact  de  la  surface  B  se- 
ront tangentes  à  une  surface  du  deuxième  degré  qui 
touche  les  mêmes  droites  que  A  et  B  ;  2^  si  une  ungente 
qui  roule  sur  C  rencontre  la  première  aux  points  a^  d^ 
et  la  seconde  aux  points  h^  h\  on  a 


aa'      hV 

_:   -p^==const., 

a  et  (3  étant  les  diamètres  de  A  et  B  parallèles  a  la  tan* 
gente  mobile. 

IV.  Lorsque  trois  surfaces  du  deuxième  degré  A,  B,  C 
touchent  les  mêmes  plans,  si  Ton  mène  un  plan  tangent 
à  l'une  G  et  que  Ton  désigne  par  A,  B  les  produits  des 
axes  des  sections  déterminées  par  ce  plan  dans  les  deux 
autres,  par  A',  B'  les  produits  des  axes  des  sections  dia- 
métrales parallèles  dans  ces  deux  surfaces  respective- 
ment, on  a,  quel  que  soit  le  plan  tangent, 

A       B 
—7:  '  --rconst. 


QUESTIONS. 

H86.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des 
hyperboles  équilatères,  doublement  tangentes  a  une  pa- 
rabole donnée,  de  telle  sorte  que  la  corde  des  contacts 
intercepte  sur  Taxe  de  la  parabole,  à  partir  de  son  som- 
met, une  longueur  qui  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  les  segments  que  cet  axe  détermine  sur  la  corde 
elle-même.  (Gambex.) 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DBS   AUGUSTlNSf    55,  A    PARIS. 


COMPAGNON  (P.-F.),  ancien  Professeur  de  l'Université.  —  filéments  de 
Géométrie.  Ùet  Oiwrage  est  surtout  destiné  aujc  jeunes  gens  qui  se  prc" 
parent  aux  Eeolesfiu  Gouifernement,  1*  éàii.  lus,  divec  ^g.'^  1876.     7  fr. 

But  de  l^aiîtcur  :  Rédiger  des  Élémenls  de  Géométrie  en  suivani  un  ordre  tel, 
qu'il  soit  reconnu  comme  le  meilleur  et  qu  'il  finisse  par  être  généralement  adopté, 

PlaR'DS  L^oovftAOB  :  \^  Éléments  de  Géométrie  proprement  dits,  divises  d'abord 
en  huit  Livres,  puis  en  Chapitres  et  Paragraphes;  2^  Notes  Dombreuses  se 
rattachant  an  texte  par  des  numéros  de  renvoi  cl  se  rapportant  aux  centres  des 
moyennes  distances,  à  Vhomothéiie,  au&  transversales ,  k  la  division  harmonique  des 
droites,  aux  Jîgures  inverses,  aux  polygones  étoiles,  au  quadrilatère  gauche,  etc. 

PaiHCipss  QUI  ORT  SBRTi  DE  GUiDgs  '.  Âticrdu  siiitpleau  composé,  du  facile  au 
difficile;  mode  particulier  de  classification  consistant  à  subordonner  Pemploi 
des  théorèmes  à  la  démonstration  des  problèmes,  etc. 

COMPAGNON  (P. -F.)-  ~  Abrégé  des  Éléments  de  Géométrie.  Cet  Ou- 
vrage s'adresse  plus  particulièrement  aux  Ëièves  de  l'enseignement  secon- 
daire spécial  et  aux  Candidats  au  Baccalauréat  es  Lettres  ou  au  Baccalau- 
réat es  Sciences.  In-8,  avec  fig.  ;  1876.  [Autorisé  par  le  Conseil  supérieur 

de  l'Enseignement  secondaire  spécial,  ) 4  fr.  5o  c. 

Cet  Abrégé  comprend  :  le^  Éléments  de  Géométrie  réduits  à  un  très-grand  degré 
de  simplicité  et  des  Notes  où  TAulear  a  rejeté  tout  ce  qui  lui  a  paru  difficile  pour 
les  commençants. 

JAMIN  (J.],  Membre  de  l'Institut,  Professeur  de  Physique  à  l'Ëcole  Poly- 
techniçiue.  —  Cours  de  Physique  de  l'École  Polytechnique.  2*  édition. 
3  vol.  in-8,  avec  943  figures  dans  le  texte  et  8  planches  gravées  sur  acior  ; 

1869-1871.  (Ouvrage  complet.) 32  fr. 

On  vend  séparément  : 

Le  tome  l**"  [Propriétés  générales  des  corps,  Hydrostatique,  Électricité 

statique.  Magnétisme) 12  fr. 

is»  tomes  II  et  III 20  fr . 

JAMIN  (J.).  — Cours  de  Phtsique  de  l'École  PoLYTEcnmQUE.  Appendice 
an  Tome  I*'  :  Thermométrie,  Dilatations,  Optique  géométrique.  Problèmes 
et  Solutions,  rédigé  conformément  au  nouveau  programme  d'admission  à 
rÉcole  Polytechnique.  In-8  de  viii-214  pages  environ,  avec  i32  belles 
figures  dans  le  texte 3  fr.  5o  c. 

Le  tome  \^'  du  Cours  de  Pliysique  de  l'École  Polj  technique  de  M.  Jamin  et 
i'ÂPPBMDicft  à  ce  tome  I*'  comprennent  Texposition  détaillée  et  très-complète 
des  matières  exigées  pour  l'admission  à  TÉcole  Polytechnique.  Les  Elèves  de 
Mathématiques  spéciales  qui  suivront  ce  Cours  (Tome  I'"'  et  Appendice)  auront 
ainsi  entre  les  mains  le  premier  volume  d'un  grand  Traité  de  Physique  qu'ils 
pourront  compléter  ultérieurement,  si,  poursuivant  l'étude  de  cette  science,  ils  se 
préparent  à  la  Licence  ou  entrent  dans  une  des  grandes  Écoles  du  Gouvernement. 

JAMIN  (J.),  Membre  deTInstitut,  Professeur  à  l'École  Polvtechnique  et  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Petit  Traité  de  Physique,  à  l'usage 
des  Établissements  d'instruction,  des  aspirants  aux  Baccalauréats  et  des 
Candidats  aux  Écoles  du  Gouvernement.  In-8,  avec  686  figures  dans  le 
texte  et  un  spectre  en  couleur  ;  1870 8  fr. 

TYNDALL  (Jolm). — La  Lumière;  six  Leçons  faites  en  Amérique  penrlant 
r hiver  de  1872-1873  ;  Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par  M.  VJbhéMoigno, 
ln-8,  avec  portrait  de  Fauteur  et  nombreuses  figures  dans  le  texte; 
1875 7  fr. 
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(Peumlrnte  Série.)  —  Ortolirr 


TABLE     DES    MATlÈlUiiS. 


CIrtiilire  187$, 

h  Tttiîhytiiêtrir  j  par  M*  Vmimir  itr  - 

ÇrmntaMt»n»  rectiligries  dt?  3*/  kîïj'^  ,  'îuarni 

df^tix  îetin  s  rnnsc'nHxTS  sont  t.  M    /**J* 

•  b  Ûïv  un  il  d  ci  h*:v  I  j  û  n  ïs  €  u  n  i  c  j  m  i  >  i  j  t  n  r  IM .  /.  tjV?  a  cr  rr i  Lncaf^ ,  , . 

lilîoiî  th  U  question  i  t^t  ;  par  ^L  /.,  Michel.      , 

itiiîoii  lit*  b  i|ueslioii  1 17;»;  par  M.  1/.  X»». 

iutjoti  iîi'  la  qneêiion  1 1^3;  par  M,  £..  Mlçhei.  . , 
Ution  de  la  qn talion  »  174*1  P**"  ^'*  ^'  Stùrdeur.  . 
lulion  des  questions  1 1 78  el  1 1791  par  M*  P,  St>mi4if. 
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THÉORÈHB  POUR  LA  DISCUSSION  D'IM  SYSTÈME 
DE  n  fiQIIATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  n  INCONNUES-, 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 

Maître  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 


Soit  un  système  de  n  équations  de  premier  degré  à  n 
inconnues  : 


(') 


(«) 


ip) 


(/»+') 


(?) 


E,     ^û}  j7,-4-. .  .-t-a-f  jy-f-. . . 
-f-  a^  jTp  H-  iif  ■*''x^,-+-. . . 

-f-  û^or^-h.  .  ,H- «7  a?,—  *,  =:oi 
• • f 

E.     =r  flri  j:,  +  ..  .-4-ûjfary-*-..  . 

••••' * j 

Ep    =  a^p  .«,+•. .  -f-  ajf  xf-¥-. . . 
-4-ûJarp-hap'Xp+,-f-... 

E^,=:aJ,^,ar|-4-..  .H-«^^,ar/H-. . . 

-f-  û^+,Xr-4- .  • .  -f-  ûj+,  jr„—  ^^4.1=  o, 
j 

E^     =  û^  X,  -H ...  4-  a^x/-  -♦- . . . 
-^  «Ç  J?/r -H  «Ç""' «'/H-i  4- . . . 

• • • 9 

E«     m  ni  X,  -4- .  . .  +  fl](.r/  -h . . . 


K'') 
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Je  suppose  difTérent  de  zéro  le  déterminant  mineur 
d'ordre  p^  obtenu  en  supprimant  dans  le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  les  p  premières  colonnes 
et  les  p  premières  lignes.  Soit  D  ce  déterminant. 

Je  désigne  par  D.^^  le  déterminant  mineur  d'ordre  p, 
obtenu  en  supprimant  dans  ce  même  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  : 

1^  Les  p  premières  colonnes; 

â°  Les  p  premières  lignes,  excepté  celle  de  rang  a,  et 
la  ligne  de  rang  q\  a  prend  les  p  valeurs  i,  2,. . .,  /i;  et 
à  chacune  de  ces  valeurs  correspondent  pour  ç  les 
(n  —  p)  valeurs  (p  4-1)5.  • .,  n. 

Je  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (a)  par  D, 
les  deux  membres  de  Téquation  {p  -f- 1)  par         (—  i)D«,^„ 


les  deux  membres  de  Téquation  {q)  par 


(-i)î-^D^„ 


les  deux  membres  de  Téquation  (n)  par  ( — i)""'»D«,,, 

et  j'ajoute;  j'ai  Téquation 

H.=  DE.-4-(— i)Da.p+.E^^.,-t-...-4-(— I)y-/'Da.,E,^-... 
Il  est  facile  de  voir  que  Ton  peut  remplacer  le  système 
donné  par  le  système 

H,  =  0. 


Ea—o 


Upz=0 


Ej,^,  —  o. 


Eç=^o, 

•  •••••  î 

E.,r=  O. 
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En  effet,  si,  pour  des  valeurs  des  inconnues,  les  ystème 
primitif  est  vérifié,  le  système  ci-dessus  l'est  pour  les 
mêmes  valeurs. 

Réciproquement,  si,  pour  des  valeurs  des  inconnues, 
le  système  ci-dessus  est  vérifié,  pour  ces  mêmes  valeurs  les 
{n  — p)  dernières  équations  du  système  primitif  sont  vé- 
rifiées, et,  parmi  les  p  premières,  l'équation  E.s=  o,  par 
exemple,  est  vérifiée,  puisque  la  relation  H«  =  o  se  ré- 
duit pour  ces  valeurs  à  DE,  =  o,  ou  E»  =  o,  D  étant  dif- 
férent de  zéro. 

Je  développe  Téquation  H.=  o. 

Le  coefficient  de  Xf  est 


^D  +  (-i^,.D. 

,*.  +  . 

•  -.+(- 

-x)i-P 

<».., 

+  (- 

-\)'-Pa{D,,, 

ou  le  déterminant  mineur  d'ordre  p 

—  1 

< 

< 

«: 

< 

"U. 

"P: 

";-.. 

"U- 

< 

"V 

< 

< 

» 

"ai 

"V 

«-n 

""n 

qu'on  obtient  en  supprimant  dans  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  les  p  premières  colonnes,  à 
l'exception  de  celle  de  rang/,  et  les  p  premières  lignes, 
à  l'exception  de  celle  de  rang  a.  Je  désignerai  ce  déter- 
minant par  A{,. 

Le  coefficient  de  a:,.,  qui  se  déduit  du  précédent  en 
remplaçanty^par  r,  est  nul,  puisque  c'est  un  déterminant 
qui  a  deux  colonnes  identiques  -,  le  lerme  constant,  changé 
de  signe,  se  déduit  du  coefficient  de  Xj  en  remplaçant  la 
première  colonne  par  A".,  A-^i,. .  •,  A"^, . . .,  fr„.  Pour  l'ob- 

3i. 
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tenir,  on  supprime  dans  le  déterminant  des  eoefficîenls 
des  inconnues  les  p  premières  colonnes,  que  Ton  rem- 
place par  une  colonne  unique  A^i,  A^i,...,  hn^  cl  dans  le 
tableau  obtenu  on  supprime  les  ^premières  lignes,  à  Tei- 
ception  de  celle  de  rang  ce.  Je  désignerai  ce  déterminant 
par  K,* 

L'équation  H^  est  donc 

Ai  or,  4-  ...  H-  Aia:/-f-  .  . .  -h  Aj^r^—  K.  =  o. 

Le  second  système,  équivalent  au  premier,  est  donc 


a;  or,  H-..  . -h  A(.r^H-...-4-  A^X;,— K,  =  o, 

• •••.-.•..•., 

Ai.T,-t-.  .  .4- A/.r^-1-...-i-  Ajar^  — K.  =  o, 
•••••"• •••• ••.., 

a;,  X,  -h .  .  .  H-  A^  or/  4-  .  .  .  -*-  A'^  ar^  —  Kp  3r  o, 

Ep+,  =  o, 


Ej  r=  O, 

9 

E„  =  o. 


Si  Ion  suppose  nuls  les  p*  déterminants  A{,  on  obtient 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donné  un  système  de  n  équa^ 
tions  du  premier  degré  à  n  inconnues,  si  le  déterminant 
mineur  D  d* ordre  /?,  obtenu  en  supprimant  dans  le  dé- 
terminant des  coefficients  des  inconnues  les  p  premières 
colonnes  et  les  p  premières  lignes  y  est  différent  de  zéro, 
et  si,  en  outre j  les  p*  déterminants  mineurs  ^  d^ ordre 
(p  —  i),  obtenus  en  supprimant  de  toutes  les  façons 
possibles  les  p  premières  colonnes  sauf  une,  et  les  p  pre- 
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mières  lignes  sauj  une,  sont  tous  nuls^  thux  cas  sont  à 
distinguer  : 

Ou  les  p  déterminants  K»,  obtenus  en  supprimant 
dans  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  les 
p  premières  colonnes  pour  les  remplacer  par  une  co^ 
lonne  formée  des  termes  constants^  et  dans  le  tableau 
obtenu  les  p  premières  lignes^  sauf  une^  ne  sont  pas 
tous  nuls;  les  équations  proposées  VLont  pas  de  solution 
en  nombres  finis. 

Ou  ces  p  déterminants  sont  nuls;  le  système  est  ré- 
ductible  aux  (n  —  p)  dernières  équations  ;  e/,  si^  don- 
nant aux  p  premières  inconnues  des  valeurs  arbitraires, 
on  considère  ces  {n  —  p)  équations  comme  équations 
entre  les  [n  —  p)  dernières  inconnues^  le  déterminant 
D  des  coefficients  de  ces  inconnues  étant  différent  de 
zéro  i  il  y  a  une  solution  et  une  seule.  (Je  suppose  traite 
le  cas  où  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues 
est  dilTérent  de  zéro.) 

Remarque.  —  Dans  le  cas  des  équations  homogènes, 
le  système  admet  toujours,  a  prioH^  la  solution 


le  cas  d'impossibilité  ne  peut  donc  se  présenter  (et,  on 
elTet,  les  déterminants  K  sont  tous  nuis),  et  il  y  a  réduc- 
tion à  [n — p)  équations. 

On  conclut  de  là  la  remarque  «suivante,  qui  constitue 
une  propriété  des  déterminants  et  montre  clairement 
Faccord  entre  le  théorème  précédent  et  la  discussion 
connue  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  n  inconnues  : 

Quand  le  déterminant  D  est  digèrent  de  zéro^  et  que 
les  p*  déterminants  mineurs  AJ  sont  nuls,  il  ariwe  que 
le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues,  et  tous 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  486) 
les  déferminants  mineurs  jusqu  à  V ordre  (p —  i)  melu- 
sivement  sont  nuls» 

En  effet,  considérons  le  système  d'équations  homo- 
gènes obtenu  en  supprimant  les  termes  constants  dans  les 
équations  données  ^  le  déterminant  D  étant  différent  de 
zéro,  et  les  p*  déterminants  ^  étant  nuls,  les  équations 
se  réduisent  à  {n  —  p)^  et  Ton  peut  se  donner  p  incon- 
nues.  Or,  si  le  déterminant  des  coefficients  des  incon- 
nues, et  tous  les  déterminants  mineurs  jusqu'à  l'ordre 
(p —  i)  inclusivement  n'étaient  pas  nuls,  supposons  que 
le  premier  différent  de  zéro  fût  d*ordre  p'<ip\  lesff* 
déterminants  A{,  étant  nuls,  le  système  se  réduirait  à 
{n  —  p^)  équations,  et  Ton  ne  pourrait  se  donner  que;/ 
des  inconnues. 

Le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  donne  la  dis- 
cussion complète  d*un  système  de  n  équations  du  pre- 
mier degré  à  n  inconnues  : 

i^  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
différent  de  zéro  :  une  solution,  une  seule. 

2?  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul;  un  des  déterminants  mineurs  du  premier  ordre  est 
différent  de  zéro,  soit  celui  qu'on  obtient  en  supprimant 
la  première  ligne  et  la  première  colonne;  deux  cas  : 

Ou  le  déterminant  Ki  n'est  pas  nul  :  impossibilité; 

Ou  le  déterminant  Kj  est  nul  :  les  n  équations  se  ré- 
duisent aux  (n —  i)  dernières  ;  on  peut  se  donner  Xi  arbi- 
trairement,  et  alors  on  a,  pour  les  {n — i)  autres  in- 
connues, un  système  unique  de  valeurs. 

3^  Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul,  et  aussi  tous  les  déterminants  mineurs  du  premier 
ordre  ;  un  des  déterminants  mineurs  du  second  ordre  est 
différent  de  zéro^  soit  celui  qu'on  obtient  en  supprimant 
les  deux  premières  lignes  et  les  deux  premières  colonnes; 
deux  cas  : 
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Ou  lesdéterininants  K'^ ,  K',  ne  sont  pas  nuls  tous  deux  : 
impossibilité  ; 

Ou  ces  deux  déterminants  sont  nuls  :  les  n  équations 
se  réduisent  aux  (n — 2)  dernières;  on  peut  se  donner 
Xi  et x,  arbitrairement,  et  alors  on  a,  pour  les  (n- — a) 
autres  inconnues,  un  système  unique  de  valeurs.  Etc.,  etc. 


•E  QUELQUES  NOUVELLES  FORMULES  DE  SOHHATION; 

Par  m.  Édouaiid  LUCAS. 


i .  Considérons  la  série  de  x  quantités 

«I»  «J>  «3,.-.»  «/»>..,  «*, 

et  formons  une  table  de  multiplication  en  écrivant  suc- 
cessivement les  uns  au-dessous  des  autres  les  produits 
des  termes  de  la  série  par  ceux  de  la  série 

la  somme  des  termes  de  la  table  sera  égale  au  produit  des 
sommes  des  deux  séries  que  nous  désignerons  par  U, 
et  Yx,  ainsi  qu'on  le  voit  en  faisant  l'addition  par  lignes 
ou  par  colonnes. 

D'autre  part,  en  prenant  seulement  les  p  premiers 
termes  de  la  table  qui  se  trouvent  dans  la  p'^"'  ligne  et 
les  p  —  I  premiers  de  la  p**'»*  colonne,  on  a,  pour  ex- 
pression de  leur  somme, 

UpYp    -hPpVp—     Up   Vpy 

et,  par  suite,  en  faisant  la  somme  de  ces  expressions  de 
p  =  1  a  p  =  j:,  on  a  la  formule 

p=T  p~X 
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En  supposant,  par  exemple, 

I 


on  en  déduit 


,       «>  =:  flP, 


et,  en  efïectuantle  quotient  de  i-h  (a — i)p*parp(/^+ 1), 
on  a  aussi 


i ~  aF=:  a • 

p  =  l 

En  particulier,  pour  a  =  a  et  aa  =  i,  on  a  les  for- 
mules 

I  a     ,        3      ,  p  2^*' 

— :j  2  -f-  ^-7  2»  +  7-p  2»  +  ...-»- —fy ; lFz=  — ï, 

3l  4*  5l  /7-+-2I    I 

1.2  2         2.3  2*         3.42*        *'        p(p'^l)2?  (/>H-l)a/* 


2.  Considérons  une  troisième  série  de  quantités 

et  plaçons  les  unes  au-dessus  des  autres  les  tables  obte- 
nues  en  multipliant  tous  les  termes  de  la  première  table 
successivement  par  tous  les  termes  de  la  troisième  série. 
Nous  formerons  ainsi  un  cube,  sorte  de  Table  de  mul- 
tiplication k  trois  entrées,  et  le  compartiment  ayant  poar 
coordonnées  p^  </,  r  contiendra  le  produit  Up  u^  w^. 

Cela  posé,  considérons  successivement  les  cubes  ayant, 
À  partir  de  l'origine  i,  2,  3,. . .,  p  unités  de  côté,  el 
cherchons  la  somme  des  termes  qu  if  faut  ajouter  au 
(p  — i)""*'  cube  pour  obtenir  le  p'*'"\   Elle  a  pour  ex- 
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pression 

et,  puisque  la  somme  des  termes  de  toute  la  table  est  égale 
au  produit  des  sommes  des  trois  séries,  on  a 

p=x  r='  p=ix 

p=i  ^=1  p=i 

p=x  pz=x  p=x 

(2){         -^^'^p^py^p-^^^p^p^p'^^^p^pyp 
p=i  p=i  p=i 

p=x 
-2«;,i>«'^=:0. 

Dans  le  cas  où  les  trois  séries  sont  identiques,  on  a 

p=x  /»=•'  p=ix 

/)  =  !  p=l  pz=i 

On  a,  de  même,  par  une  voie  analogue,  la  formule  gé- 
nérale 

p=zx  p  =  x  p  =  x 

(3)  u;  -«.2«,u;-' + ««S^^r +•••-»-{-  o'2^ = «' 

dans  laquelle  /ij,  n,,  zzj,. . .  représentent  les  coefficients 
de  la  puissance  n  du  binôme. 

Si  Ton  fait,  dans  cette  formule,  £/^  =  i ,  on  obtient,  en 
désignant  par  S,„  la  somme  des  m"*""  puissances  des  x 
premiers  nombres, 

x^  —  /îi  S„_-i  -f-  Ws  S„_2  — . . .  dr  So. 
3.  Considérons  les  trois  développements  de 


Digitized  by  VjOOQIC 


(490) 
remplaçons-y  saccessivemenl  x  par  i,  2,  S,. . .,  x,  ei 
ajoutons  dans  chaque  cas  les  x  égalités  obtenues,  nous 
trouvons  les  formules 

/  {x  -h  l)"—  I  :=:  m,  S«-,  -h  m,  S„^,  -4- .. .-h  IW|  Si  -+-  Si, 

(4)J   (x-m)"— X*— izz:  a(w,S„_,4-/»4S|,.^-h...), 
(   (jC^-lJ-'-hx"— I=2(«,S«_,  -f-/W,S«_a-^...)» 

qui  permettent  de  calculer  S«  lorsque  Ton  connaît  S^^i, 

La  première  de  ces  formules  nous  montre,  à  Taîdedes 
valeurs  de  Sq  et  de  Si,  que  S»  est  toujours  divisible  par 
le  produit  ar(x  +  i)«  En  retranchant  ax  du  premier 
membre  de  la  seconde  des  formules  (4),  et  2S0  du  se- 
cond membre,  on  voit  que  le  premier  membre 

f[x)  =:{X-^  l)«*—  x"—  IX  —  I 

s*aonule  pour  x  =  —  ~,  si  m  est  pair  et  égal  à  sz  ;  donc 
S,/  est  divisible  par  Sf  De  même,  en  faisant  passer  daDs 
le  premier  membre  de  la  même  formule  le  terme  en  Si, 
dans  le  cas  de  m  impair  et  égal  à  ai  +  1 9  on  obtient 

y(x)  =  (JC  -4-  1)»'+'  —  x"'+«~  (2  /  -I-  l)x  (x  -f- 1)  —  I, 

et,  puisque  la  dérivée  de  cette  expression  s'annule  aussi 
pour  X  =  o  et  X  =  —  i ,  on  en  conclut  que  St,+i  est  di- 
visible par  S\  ou  Sa.  On  déduit  de  ce  qui  précède  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  des  7/1***"  puissances  des 
X  premiers  nombres  entiers  est  dii^isihle  par  la  somme 
des  carrés  ou  des  cubes  des  m  premiers  nombres ,  suivatU 
que  m  est  pair  ou  impair  (  *  ) . 

(*)  Ce  théorème,  que  nous  compléterons  plus  loin,  kc  trouve  énonce 
par  M.  Prouhcl  dans  la  Note  V!  du  Cours  d'Analjse  do  Sturm,  t.  II. 
p.  375.  f'oir  aussi  le  Traité  de  Calcul  différentiel  iSiC  M.  Bertrand,  t.  I, 
p.  352. 
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4.  On  a  pour  expression  générale  de  S^ 

'  (21-h  i)S„-    —  j:"-»-»-4-  ^ll*:-la:2'  +  [2iH-  i],B, a:»'-' -+-... 


(5). 


(2/H-  2)8,,^..==  j:»'+>-I-  ^ï^-lt?x«+.-|.[a/-f-  2],B,x»'-|-. 


-  (—  l)'-[2l  -h  2],rBrX^'-«^»— .  .  . 

\  -.(_,y[2i-*-2].,/B,-a:% 

et  Ton  a  aussi 

Les  facteurs  numériques  B^  sont  connus  sous  le  nom 
de  nombres  de  Bernoulli.  Au  Heu  de  les  déterminer, 
ainsi  qu'on  le  fait  habituellement,  à  Taide  des  dévelop- 
pements en  séries,  on  peut  opérer  comme  il  suit.  En  re- 
marquant que  Sm  =  1  pour  x  =  i  et  que  S,;  s'annule 
pour  x  =  —  7,  on  obtient  les  trois  formules  suivante  : 

«  — |=^[2/-f-ll,B,— [2/-f-l].B,-l-...  — (—iy[2/-4-i],iB/, 

/— [2/-f.2],B,~-[2lH-2]4B2-|-...  — {— r)'[2/-f.2],iBi, 

2/^i:[2/4-l]2  2'B,  — [2/-+-lj4  2*Ba4-... 
~(— I  )'[?./ -+-!]„.  2'' B/. 

La  substitution  de  x  =  2  dans  les  valeurs  de  Sti  et  St^^j 
donne  de  même 

2/-hl        2/— 3       -    .        ,   B,        r    .        T   B»    . 

-,^:.-r -^ —4- =[-'  +  '].  ^ -[^'-^«].  ^ -^.. . 

ii+i       ?./—?.  B,  1  B»    . 

_(_,y[2/4.a]„.5i. 
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Et  d^aîlleursy  toutes  ces  formules  se  démontrent  aisé- 
ment par  induction 9  en  faisant  voir  :  i®  que  si,  pour  une 
valeur  déterminée  de  x,  elles  sont  vraies  pour  les  sommes 
Sm,  S„«i,. . .,  elles  sont  vériBées  pour  S^  ;  2®  que  si,  pour 
toute  valeur  déterminée  de  m,  elles  sont  vraies  pour 
toutes  les  valeurs  1,  2,  3, . . .,  x  dex,  elles  sont  encore 
vérifiées  pour  cette  dernière  valeur  de  x  augmentée  de 
r  uni  té. 

5.  En  posant,  dans  la  formule  (1), 

nous  obtenons  la  formule  suivante,  dans  laquelle  il  est 
important  de  tenir  compte  de  la  parité  ou  de  l'imparité 
de  m  et  de  n , 

Vw-hi        «-4-1/  2 

(  7)      ^ 

et,  pour  m  =  w, 

Sm  =  Sai»^.|  -f-  [w  4-  l]a  B,  S,».., 

—  [w  -4-  i]4B2S,««, +  [/»  H-  i].B,S,«_»4-..., 
qui  donne,  comme  cas  particuliers  (^), 
S,  =  Sj, 

s:=is,  +  is„ 

S4  =^  V  Sf  -h  7  S7  —  ^  Si, 
> 

(*)  Voir  TiotiveUcs  Annales,  1^  série,  t.  IX,  p.  ^9. 


Digifeed  by  VjOOQIC 


(  493  ) 
el  in  versement 

2S,=  2S|. 

2S.  =  3SÎ-SÎ, 

2S,  =  4SÎ-3SÎ-|-SÎ, 

2S, = 5SÎ  -  V  s;  +  -'iis;  -  ^sj, 

et  il  serait  facile  de  trouver  la  loi  générale  des  coefGcients. 
L'équalion  (7)  fait  voir  :  i^  en  supposant  m  et  n  de 
même  pari  té,  que  S|/^i  est  algébriquement  divisible  par  S'  9 
et  que  le  quotient  est  une  fonction  entière  de  Si  ;  7?  eu 
supposant  m  et  n  de  parité  différente,  que  S,,-  est  algé- 
briquement divisible  par  S|,  et  que  le  quotient  est  encore 
une  fonction  entière  de  Si.  Ces  propriétés  permettent  de 
calculer  facilement  les  sommes  S.  En  désignant  par  qti^x 
et  par  q^i  les  quotients  de  S,,-^j  par  S',  et  de  Su  par  Si, 
et  faisant  successivement  /i  =  i  et  n  =  a  dans  cette  for- 
mule, nous  obtenons,  en  posant  j*  =  aSi  =  j:(x  + 1), 

{/^-I)r7»'^-•='-('-^-^)7^i-M  -i-[2i4-2]aB,72/+, 

—  [2/  H-  7i\  B,^,;_,H-  ...  —  (  — l)'[2l  -H  2],iBi, 

—  [2/  -h  2]*  Ba<7„     -h  .  .  .  — (— 1)*[2/  +  2]a/B/. 

Ces  deux  formules  donnent  successivement,  pour  i  =:  1 , 
2,  3,  4)  •  •  •  9  les  équations  suivantes  : 

7»  =  vr  —  \> 

-,     ïv4 Av<-UJLlv3 »3g  v2_4_  t  am  y «m 

7'3 T/  3^    ^^14-'  a  i  ./    ^^     !•»    /  !•*» 
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Sq*   =3^—1, 

77«  =3j^'—   3j  4-1, 

ii^,.=  3r*— ioj^»-l-  17^'—  i5  j  -^5, 

i39,,  =  3j*-i5r^-f-4i^~^r'-f-^;;-V--^ 


Sft   » 


Les  coefficients  des  diverses  puissances  dej^  sont  al- 
ternativement positifs  et  négatifs,  comme  cela  résulte  de 
la  loi  de  sommation.  On  peut  trouver  aussi  la  loi  des 
coefficients,  en  remarquant  que  pour 7^==:2ona^=:i. 
On  observera  que  qm  est  divisible  par  ^  —  i . 

A  Taide  des  formules  (a)  et  (3),  on  peut  encore  ex- 
primer S;„  S„Sp  et  S^  en  fonction  linéaire  des  sommes  S, 
et  généraliser  ces  résultats.  On  retrouverait  ainsi,  comme 
cas  particuliers,  les  formules 

4s;:^  3Ss-i-S3, 
i2SJ  =  i6S,  — SS^-hSj, 


qui  seraient  les  deux  premières  d^une  série  de  formules 
analogues  qui  ont  été  indiquées  par  M.  Éd.  Amigues  {*). 

CONCOURS  GÉNÉRAL  BK  1814; 
Pak  m.  moret-blamc. 


Mathématiques  spéciales.  (Paris.) 

Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d*un  po- 
lynôme entier  F{x)j  satisfaisant  aux  relations 


F 


(  *)  Nouvelles  JnnaleSy  -2*  série,  t.  X,  p.  8 1  et  117. 
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est 

X[A«(x»— 4r-f-i)*--+-A»(jï»— x-f.|)»(--«)(x»— ^)» 

^,9,  n  étant  des  nombres  entiers,  et  A^^  At,  A„.'m  A^ 
des  constantes  quelconques  » 

En  vertu  de  la  première  condition,  à  toute  racine 
X  =  a  de  l'équation  F(ar)  =  o  correspond  une  racine 
x=  1 — a^  et  deux  racines  conjuguées  fournissent  dans 
le  polynôme  F  (x)  un  facteur  de  la  forme  x* — x-^-k, 
k  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire.  F  (x)  est 
donc  un  produit  de  facteurs  de  cette  forme  multiplié  par 
une  constante  arbitraire  dont  nous  pouvons  faire  abstrac- 
tion, puisqu'elle  n'est  pas  altérée  dans  les  transfor- 
mations. 

Pour  satisfaire  à  la  seconde  condition,  il  faut  qu'en 

remplaçant  x  par  -  dans  l'expression  x^  —  x-^h^  on 

retrouve  cette  expression  même,  ou  tout  au  moins  une 
expression  de  même  forme,  divisée  par  une  puissance 
de  X. 
Posons 

«p(ar)  =  J?*  —  j?  4-  X-, 
on  aura 


J7» 


Le  numérateur  n'aura  la  forme  de  ^[x)  que  si  l'on  fait 
*=  I  ou  fc=  o. 

Dans  le  premier  cas, 


©- 
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dans  le  second, 


? 


fâ='-^ 


X* — X  ne  devra  donc  enirer  dans  le  polynôme  qu'à  des 
puissances  de  degré  pair. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  queF(jc)  doit  être  une 
fonction  entière  de  (x*  —  x)  et  de  (x* — x-Hï). 

Soient  ap  et  ç  les  plus  petits  exposants  de  (x* — x) 
et  (x* — x-hi)  respectivement;  on  aura 

F{x)  =  {x'^xyp[x'--x^iY'XP, 

P  étant  un  polynôme  entier  en  (x*  —  x)*  et  (x* — x+i), 
qui  renferme  nécessairement  un  terme  indépendant  dt! 
(x* — x)*,  et  un  terme  indépendant  de  x' — x  +  i,  et  tel 

qu'en  y  changeant  x  en  -  chaque  terme  se   trouve  di- 

visé  par  une  même  puissance  de  x. 

Soit 

A,{x^—xy''[x'*-'X^iY 

le  terme  général.  En  y  changeant  x  en  -,  il  devient 

As(x*  —  x)^{.T^ "  x-hiY 

II  faut  donc  que  6s -{'2r  ait  une  valeur  constante. 
Soit 

ou 

Comme  il  y  a  un  terme  où  r=:  o,  il  faut  que  t  soit 
un  multiple  de  3  ;  soit  /  =  3  n. 

On  pourra  donner  à  5  toutes  les  valeurs  entières  de- 
puis I  jusqu'à  n,  et  l'on  aura 

sr=n 

{x)={x^—xyP{x'-^x^i)9  2)  A,(x»— j:)"(x'— x-f-i)*('^\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


(497) 
les  coefiicients  A«  étant  arbitraires,  et  p^  q^  n  étant  des 
entiers  qui  satisfont  à  la  condition 

6/? -h  a  y -h  3 /i  =  m. 

En  développant,  on  a  le  polynôme  de  renoncé.  II  satis- 
fait aux  relations  données,  et  c'est  le  polynôme  le  plus 
général  qui  y  satisfasse,  puisqu^on  ne  lui  a  imposé  que 
des  conditions  strictement  nécessaires. 

Mathématiques  spéciales.   (Départements.) 

SU' on  considère  la  Jonction  e~'*  de  la  ^variable  x, 
et  que  l'on  en  prenne  les  dérivées  successives,  on  re- 
connaît que  la  dérivée  de  l* ordre  n  est  égale  au  produit 
de  Injonction  e~'*  par  un  polynôme  entier  en  x,  que 
ron  représentera  par  (fn{x). 

1°  Démontrer  que  les  polynômes  (^{x)  satisjont  aux 
relations  suivantes  : 

Qf\  [x)  désignant  la  dérivée  première  du  polynôme  ç«(x), 
et  ff'n  (x)  la  dérivée  seconde. 

a®  Calculer  les  coefficients  du  polynôme  ^«(jc)»  or^ 
donné  suivant  les  puissances  de  la  variable  x. 

On  a 

f^^{x)  =  la  —  48^*-+-  i6x*, 
Ànn.  de  Mnthémat.^  q«  série,  t.  XIV.  (Novembre  1 875.)         3 2 

* 
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et  Ton  vérifie  sans  difficulté  que  ces  valeurs  satisfont  aux 
relations  données.  Il  suffit  donc  de  démontrer  que,  si 
ces  relations  sont  vérifiées  jusqu'à  une  valeur  n,  elles 
le  seront  encore  pour  la  valeur  /i  + 1- 

Or  on  a,  d'après  la  loi  de  formation  du  polynAme  9(x), 

î«^i  {^)  =  —  2x  <p„(x)  H-  ^^  (ar)  =  —  2Xif/x)  —  in  ^»_,  (x), 

puis 

or 

donc 

—  »* f»  W  —  ^«  ?«-!  ( J^)  =  —  an  î«(^  , 
et 

or 
donc 

?«  +  !  (^)  =  2^?«  +  l  (')  —  2(/l  -+-  l)  ^,^»  (X). 

Les  valeurs  de  cf^i  (x),  ^'„^i(x)^  ^n+i{^)  s®  déduisent 
de  celles  de  cj>„(x),  %(x)^  Ç»!-^)»  ®"  changeant  n  en 
n  -4-  I  ;  donc  les  formules  données  sont  générales. 

a^  On  a,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

1  1.2  I .2. . .H 

D*après  la  relation  (f'„  (x)  = —  ancp„_,  (.r),  on  aura 

et,  par  suite, 

,(,/')(o)=---a«,(r_-/)(o). 
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Pour  n  pair,  les  dérivées  d'ordre  impair  renfermeront 
le  facteur  cf^i  (o)  =  o,  et  il  en  sera  de  même  des  dérivées 
d'ordre  pair  pour  n  impair;  le  polynôme  9n(^)  ne  ren* 
fermera  que  des  termes  dont  le  degré  sera  de  même  pa- 
rité que  n. 

On  voit,  par  la  relation  ci-dessus,  que,  pour  je  =  o, 
une  dérivée  se  déduit  de  la  précédente  en  diminuant  n 
d  une  unité  et  multipliant  par  —  un.  Cela  posé,  on 
aura 

ç,(0)r=I.3.5...(/l-l)(-2)«, 

n(o)  =  ».3.5...(/»-2)«(— a)  »  , 

II-4-1 

^;;(o)  =  i.3,5...(»— 1)«  (— 2)  «  , 

^-(o}  =  1.3. 5... («-2)  («-!)«(- 2)^, 

n-4-» 

4.;7(o)z=i.3.5...(/»  — 3)(/i  — a){«  — i)/i(— a)  *   , 

•  •  t f 

f'PHo)  =  i.3.5...{n-p  +  i)(n-p-i-a)...n(-2)    «    , 

n  etp  devant  toujours  être  de  même  parité. 
On  aura  donc 


?.(x)=2, ..a.3...;> (-»^         "' 

en  donnant  à  p  toutes  les  valeurs  paires  ou  impaires,  de 
zéro  à  n,  suivant  que  n  est  lui-même  pair  ou  impair. 

Pour  p  =  o,  le  dénominateur  est  i,  et  le  numérateur 
s'arrête  au  facteur  n  —  i 


Mathématiques  élémentaires. 

Étant  données  les  quatre  arêtes  AB,  DA,  BC,  CD 
d'un  tétraèdre^  déterminer  le  tétraèdre  de  manière  que 

3a. 
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son  volume  soit  maximum.  Le  tétraèdre  ainsi  déter- 
miné, calculer  les  deux  autres  arêtes  BD  et  AC  et  le  vo- 
lume dans  les  deux  cas  suivants  : 

1^  Lorsque  les  arêtes  opposées  AB  et  CD  sont  égales, 
ainsi  que  les  deux  arêtes  BC  et  AD  •, 

7?  Lorsque  les  deux  arêtes  consécutii^es  AB  et  BC 
sont  égales j  ainsi  que  les  deux  arêtes  CD  et  DA, 

Comparer  les  volumes  en  supposant  que  les  deux 
arêtes  AB  et  AD  ont  respecûv^ement  des  longueurs  égales 
dans  les  deux  cas. 

Le  volume  est  évideinment  susceptible  d'un  maximum, 
car  il  ne  peut  surpasser  le  sixième  du  produit  des  trois 
plus  petites  arêtes  données.  Il  n'a  pas  atteint  sa  valeur 
maximum  si  Tun  des  dièdres  AC.  BD  est  aigu  ou  obtus; 
car,  en  prenant  Tune  des  faces  de  ce  dièdre  pour  base,  on 
augmenterait  la  hauteur,  et,  par  suite,  le  volume  du  té- 
traèdre, en  rendant  ce  dièdre  droit.  Les  deux  dièdres  AC, 
BD  du  tétraèdre  maximum  doivent  donc  être  droits. 

Ces  deux  conditions  jointes  aux  quatre  données  for- 
ment six  conditions  qui  déterminent  le  tétraèdre. 

i«  Soient  AB  =  CD  =  a  et  BC  =  AD  =  b. 

Il  est  évident,  d'après  les  données,  que  tout  ce  qu'on 
pourra  dire  de  Tarète  AC,  dans  le  cas  du  maximum, 
s*appliquera  aussi  à  Tarète  BD,  et  réciproquement;  donc 
ces  deux  arêtes  doivent  être  égales.  Appelons  x  leur 
longueur  commune,  et  Vj  le  volume  du  tétraèdre  maxi- 
mum. 

Soient  BE  et  DG  perpendiculaires  sur  AC,  on  aura^ 
par  un  théorème  connu, 

AG  =:  EC  — î 
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puis 

GE  —{x-^  2EC:'=  i i-, 

Bd' =  BE  V  GÏË  V Dg'=  aBF/-f"  Ëg', 
ou 

X»= 9 

et,  en  chassant  le  dénominateur, 

3jc*—  a(û»-f-  6»)x»—  («»—  6»)'=  o, 
d'où 


/^= 3 ; 

car  on  ne  peut  prendre  pour  x^  que  la  valeur  positive. 
On  a  ensuite 

I     — »       2  (fl»H-  fe»)  x>—  a;<—  f/7'—  i»»)*       a*—  (û'—  *»)» 

V,=  ^xBE  =-^ ^—^, -= > '-, 

6  le^x  I2X 

et,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur, 

_4fl«6»— a*—  ft<-f.  (fl>-4-  *»)  V^fl«—  fl'6»-4-  A* 

-7  y 3 

a«  Soient  AB  =  BC  =  /j,  CD  =  DA  =  i. 

Posons  AC  =  j:,  BD  =/,  et  soit  I  le  milieu  de  AC  : 

Bi=:y/«'-|,    Di=y/V-^. 

Soit  y t  le  volume  du  tétraèdre  maximum  : 


v=É*"-w=ëV''*-ïV*'-?' 
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d'où 

,.=|(.-'^)  (.-•■). 

Y  sera  maximum  en  même  temps  qae  9  V*. 

Multipliant  les  deux  derniers  facteurs  respectivement 
par  a  et  p,  et  déterminant  a,  (3  et  a;  de  manière  à  rendre 
la  somme  des  facteurs  constante  et  les  facteurs  égaux,  ce 
qui  rend  leur  produit  maximum ,  on  a  les  trois  équa- 
tions 

ï="("-?H'('-t)- 

d'où,  en  éliminant  a,  j5, 

3x<— 8(fl'-f-à').c'-hi6a»ô»=o, 

4 (a» -4-  6M ± 4 ^a'—a^b'^^b* 
aP:=  3 

La  première  valeur  est  inadmissible,  car  elle  donne- 
rait 

X*  >  4  ^'    ou     X  >  2  ^,     si    fl  >  h  y 

et 

x'^4^'     °"     ^>2a,     si     b^a. 

Le  volume  maximum  sera  donc  donné  par 


AC  —X  _  ^ 


BD  =j==fl»-4-A»—  —  = 1^ 

On  a  alors 


En  faisant  le  carré  de  \\,  on  trouve,  en  réduisant  \\ 
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et  V^  au  même  dénominateur,  que  les  deux  valeurs  sont 
identiques.  Le  volume  maximum  est  donc  le  même  dans 
les  deux  cas. 

Philosophie, 

Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  R  et  deux  rayons 
rectangulaires  OA  et  OB,  déterminer  les  côtés  OC  et  OE 
d^un  rectangle  OCDE,  inscrit  dans  le  quart  de  cercle 
AO,  et  tel  que,  si  l'on  jait  tourner  la  figure  autour  du 
rayon  OA,  la  surface  totale  du  cylindre  engendré 
soit  égale  à  la  surface  d'une  circonférence  de  rayon 
donné  a. 

Soient  x  ^l  y  les  côtés  du  rectangle  respectivement 
situés  sur  OA  et  OB.  On  a  les  deux  conditions 

2tr(j*  -+-  xy)  =  ira' 
ou 

(l)  2j»-h  2a:j=rra>, 

(a)  x»-j-j»=R». 

Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur 

tirée  de  la  première,  il  vient,  en  chassant  le  dénomina- 
teur, 

8j^*  —  4  (  R' H- fl» )j^» -4- a<  =  o, 

d'où 


^_  R»-i-  fl'  ±:  v^("R'-4-  fl»)»—  2fl< 

^-  4 


ou 


'-  4        " 
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Pour  que  les  valeurs  de^*  soient  réelles,  il  faut  qa  on 
ait 

y  2  —  I 

La  valeur  maxiiuurn  de  la  surface  totale  du  cylindre  est 
donc 

irR*(v/2-hi). 

Les  valeurs  correspondantes  de  y*  et  x*  sont 

Pour  construire  géométriquement  j^  dans  le  cas  général, 
on  posera 

d'où 

2a  D 

On  obtiendra  les  valeurs  de  z  en  construisant  deux 

lignes  dont  Ja  somme  est et  le  produit  -77- 

2tf  *  o 

On  trouvera  ensuite  y  par  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  a  et  z. 

Rhétorique. 

On  donne  deux  sphères  tangentes  extérieurement  et 
dont  Vune  a  un  rayon  double  de  celui  de  Vautre.  A 
l'ensemble  de  ces  deux  sphères  on  circonsciit  un  tronc 
de  cône  dont  on  demande  le  volume  et  la  surface  totale, 
connaissant  le  rayon  de  la  petite  sphère. 

Soient  O,  O'  les  centres  des  deux  sphères.  A,  A'  les 
points  de  contact  d'une  génératrice,  S  le  sommet  du 
cône,  C,  G  les  centres  des  deux  bases,  CD,  CïV  leurs 
rayons,  et  r  le  rayon  O' A'  de  la  petite  sphère. 
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(  5o5  ) 
00'  =  S0'=3r, 


SA'    =S0'  —  O'A'   =8/^, 


d'où 


SA'==:  2ry''2. 

Les  ii'IaDgtes  semblables  SCO',  SA'O'  donnent 

t.  Il  —  ^-r-f —  = p=  —  > 

SA  arvâ  ^• 

CD  =  4C'D'=2rv^, 

V=  inCa  {cD  -f-  1/ D' V  CD.  C'D')  —  aiirr», 
S  =  Tf  [cd' -h  Cly  -h  (CD -f- C'D')  DD']  =  3i  Trr». 

Seconde. 

I.  Etant  donné  un  tétraèdre^  on  suppose  que  Von 
mène  par  chaque  arête  un  plan  parallèle  à  Varêtc 
opposée,  et  Von  demande:  i^  quel  sera  le  solide  ainsi 
obtenu;  tP  quel  sera  le  rapport  de  son  volume  à  celui 
du  tétraèdre. 

Soit  ABCD  le  tétraèdre  donné. 

Le  volume  obtenu,  étant  limité  par  six  plans  parai* 
lèles  deux  à  deux,  est  un  parallélépipède,  dont  A,  6,  C^ 
D  sont  quatre  sommets,  et  les  six  arêtes  du  tétraèdre  sont 
six  diagonales  des  faces. 

Appelons  A',  B',  C,  ly  les  sommets  du  parallélépi- 
pède respectivement  opposés  à  A,  B,  C,  D.  On  ob- 
tiendra le  tétraèdre  proposé  en  retrancbant  du  parallélé- 
pipède les  quatre  tétraèdres  A'BCD,  B'ACD,  CABD, 
EKABC,  dont  chacun,  ayant  pour  base  la  moitié  d'une 
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face  du  parallclépipède,  et  pour  haateur  la  haateur  cor- 
respondante,  a  pour  volume  le  sixième  du  Tolnme  da 
parallélépipède  ;  lej  tétraèdre  donné  est  donc  le  tiers 
du  parallélépipède,  et  le  volume  de  celui-ci  est  le  triple 
de  celui  du  tétraèdre. 

II.  La  différence  de  deux  nombres  est  a,  et  la 
somme  de  leurs  racines  carrées  est  aussi  égale  à  a  j 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

Soient  X  eijr  les  deux  nombres  cherchés,  on  a  les 
équations 

(i)  x—xz=a, 

d*où,  en  divisant  membre  à  membre, 

3)  yjx  —  yjx^l. 

Les  équations  (  i)  et  (3),  combinées  par  addition  et  sous- 
traction, donnent,  en  divisant  par  2, 


d'où 


Troisième, 

I.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  el  B 
sur  la  circonférence;  par  ces  deux  points  on  mène  deux 
cordes  égales  de  longueur  quelconque;  trouver  le  lieu 
du  point  de  t^ncontre  de  ces  cordes. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


(  5o7  ) 

Soient  AIB  le  plus  grand,  et  AHB  le  plus  peiîi  des 
deux  arcs  sous -tendus  parla  corde  ÂB,  AC  et  BD  deux 
cordes  égales,  et  M  leur  point  de  rencontre. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  les  arcs  AC 
et  BD  sont  comptés  en  sens  contraires  ou  dans  le  même 
sens  de  rotation. 

1®  Les  arcs  AC  et  BD  sont  de  sens  contraires. 

Les  angles  MAB,  MBA  sont  égaux  comme  ayant  même 

AHB14ZAC        AOB-pBD      ,         .        ,     TVTATï 
mesure  = -^ — ;    le  triangle  M  Ad  est 

isoscèle,  et  le  lieu  du  point  M  se  compose  de  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  la  corde  AB  et  de  la 
droite  indéfinie  AB  elle-même,  correspondant  au  cas  où 
les  deux  cordes  égales  se  confondent  avec  AB. 

2^  Les  arcs  AC  et  BD  sont  pris  dans  le  même  sens  de 
rotation. 

Si  les  cordes  AC  et  BD  sont  plus  petites  que  AB,  le 
point  M  est  extérieur  au  cercle,  et  Tangle  AMB  a  pour 
mesure  la  demi -différence  des  arcs  AIB  et  AHB,  dimi- 
nués chacun  d'une  même  quantité  (AC  =  BD),  c'est-à- 
dire  %  ce  qui  est  la  mesure  de  l'angle  des  tan- 
gentes en  A  et  B. 

Si  les  cordes  AC  et  BD  sont  plus  grandes  que  AB,  le 
point  M  est  intérieur  au  cercle,  et  l'angle  AMB  a  pour 

mesure  »  valeur  supplémentaire  de  la  précédente. 

Le  lieu  du  point  M  dans  le  second  cas  est  donc  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle  formé  par  la 
corde  AB  et  les  tangentes  en  A  et  B. 

Cette  dernière  partie  du  lieu  disparaît  à  Tinfini, 
lorsque  AB  est  un  diamètre. 

II.  Démontrer  que^  si  la  somme  3"  -H  i ,  dans  laquelle 
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n  représente  un  nombre  entier,  est  un  multiple  de  lo^ 
la  somme  3'*'*"*-f-  i  sera  aussi  un  multiple  de  lo. 

3"+  1  éiaiit  un  multiple  de  lo,  3*  est  terminé  par  le 
chiffre  95  or  3*=  8i  -,  donc  le  produit  3'*X  3*=  3"+*  est 
terminé  par  9  et  3"+*-}-  i  est  un  multiple  de  10. 

FORMULES  PROPOSÉES  (*) 

Par  ftl.  DESBOVES. 


Première  question,  —  Si  Ton  donne  à  R,  r,  r',  /•",  r"' 
leur  signification  ordinaire,  et  que  Ton  désigne  par  x, 
;^,  z  les  rayons  des  trois  cercles,  qui  touchent  intérieu- 
rement le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  et  sont  inscrits 
respectivement  dans  les  angles  A,  B,  C  de  ce  triangle»  on 
a  les  formules  suivantes  : 


4Rr  4Rr  4Rr 

4rzz:  2(0: -h  J^  +  *)  ~  ^^  H-  y  -f- -gj, 
I  2  I  I  1 

_.-|.-  =  -H h-, 

2R        r        X       y       z 

_/    —  1       i  ""  1 

2Rr       j'        z        X 

/^     _  I  I  I 

2Rr        X  z  y 

/^    _  I  I  I 

2Rr       X  y  z 

Par  les  trois  premières  formules,  on  calcule  x,  ;',  z, 

(*)  Extrait  de  la  nouvellu  édition  des  Questions  de  Trigonométrie,  <{n\ 
doit  prochainement  paraître. 
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coiiDaissanl  R,  r,  /',  r"^  /•"',  el,  par  les  autres,  on  résout 
la  question  inverse. 

Seconde  question.  —  Si  Ton  suppose  que  les  trois 
cercles  de  l'énoncé  précédent  soient  remplacés  par  les 
trois  cercles  analogues,  tangents  extérieurement  au  cercle 
circonscrit  à  un  tri  angle,  et  que  l'on  désigne  par  Xi,j^i,  z^ 
les  rayons  des  nouveaux  cercles,  on  a 

4R/^  4Rr"  iR/' 

'''  =  ?^:^'     y^^'r^—r'      *'=7:r^'      x,/.^,  =  l6RV, 

SaR»—  2R(j^,  z,  -4-  j?,  2,  -4-  x,Xx)  —  «,/,  »,  =  o, 
^x^jr,  2,r>—  [(^,  «,  -f.  ar,  »,  -+-  x,7,  )  r  —  x,  j^,  »,]»=  o, 
et,  si  Ton  pose 

r-f-4R  I  I  I 

± —  :=r  -  -H 1 j 

2.R/7I  x, -i-4R       jr, +  4R        z, -4-4ï^ 

on  a  aussi 

""ar,-f-4R'    "^  ""'^,-+-4^'    '^  "^  »r-f-~4S' 

Nota.  —  Pour  résoudre  les  questions  précédentes,  on 
pourra  prendre  pour  point  de  départ  les  formul  es  sui 
vantes,  faciles  à  démontrer  : 

:^  ,»  ,C 

2      "^  a  2 

X,  cos  -  =  r',     j,  ces'  -  =  r'^,     »,  cos*  -  =  r". 

2  2  2 


QUESTIONS  D'AKALYSE  INBÉTERMINÉE; 

Par  m.   Edouard  LUCAS. 


1 .  Trouver  tous  les  systèmes  de  deux  nombres  entiers 
dont  le  quotient  par  leur  somme  de  la  somme  de  leurs 
cinquièmes  puissances  est  un  carré  parfait. 
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Cette  question,  qui  comprend  comme  cas  particulier 
la  question  1168,  a,  comme  solutions  simples, 

(3,-1,  II),  (8,11,2491),  (123,  35,  i336i), 
(808,-627,  ii6934i]« 

2.  Résoudre  en  nombres  entiers  Péquation 

3.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  ayant  pour 
côtes  des  nombres  entiers,  et  tels  que  le  carré  de  l'hypo- 
ténuse, augmenté  on  diminué  du  double  de  Taire  du 
triangle,  soit  égal  à  un  carré  parfait. 

4.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  eu  nombres 
entiers,  tels  que  le  carré  de  l'hypoténuse,  augmenté  ou 
diminué  de  l'aire  du  triangle,  soit  égal  à  un  carré  par- 
fait. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  l'aire  du  triangle  augmentée  des  carrés 
construits  sur  les  trois  côtés  soit  égale  à  un  carré  parfait. 

BIBLIOGRAPHIE. 


Traité  d^ Aritlimélique,  rédigé  conformément  aux  pro- 
grammes officiels;  par  H.  Signol,  professeur  di^ 
Mathématiques  à  Paris.  Un  vol.  in-8,  de  3a8  pages. 
Prix  :  4  francs. 

Ce  Traité  est  divisé  en  cinq  Livres. 

Le  livre  P'  traite  des  quatre  opérations  fondamentales  sur 
les  nombres  entiers. 

Le  Livre  II  renferme  les  propriétés  élémentaires  des  nom- 
bres. 
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Le  Livre  III  comprend  les  fractions  ordinaires,  les  fractions 
décimales  et  le  système  métrique. 

Le  Livre  IV  a  pour  objet  les  nombres  irrationnels. 

Le  Livre  V  a  pour  titre  :  Méthodes  abrégées.  —  Erreurs 
absolues  et  relatives,  —  Problèmes, 

Nous  croyons  qu'il  suffira,  pour  faire  connaître  dans  quel 
esprit  a  été  rédigé  cet  Ouvrage,  d'extraire  de  TAvant-Propos 
ce  qui  suit  : 

«  Pour  faciliter  autant  que  possible  Tétude  de  ce  Traité,  je 
me  suis  attaché  d*abord  à  établir  dans  les  matières  qui  le  com- 
posent des  divisions  et  subdivisions  nombreuses  et  bien  tran- 
chces,  que  la  typographie  s'est  appliquée  à  faire  nettement- res- 
sortir. Ce  sont  comme  autant  de  repères  ou  de  lignes  de  démar- 
cation qui,  tout  en  reposant  Tesprit,  le  dirigent  et  servent  à 
fixer  les  notions  acquises. 

»  J'ai  placé  dans  un  Chapitre  à  part  les  théorèmes  relatifs 
aux  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  nombres  entiers. 
Il  m'a  semblé  que  ces  théorèmes,  dont  l'application  est  si  fré- 
quente dans  la  suite,  seraient  mieux  saisis,  ainsi  groupés,  que 
lorsqu'ils  sont  disséminés  dans  les  Chapitres  qui  précèdent. 

»  J'ai  consacré  un  Chapitre  spécial  à  la  {généralisation  de  la 
théorie  des  fractions  ordinaires.  On  rencontre  souvent,  dans 
les  calculs,  des  expressions  fractionnaires  dont  les  termes  ne 
sont  pas  des  nombres  entiers;  et  il  est  indispensable  de  dé- 
montrer que  les  règles  établies  pour  le  calcul  des  fractions  a 
termes  entiers  sont  applicables  aux  fractions  à  termes  quel- 
conques. 

9  La  théorie  des  fractions  égales^  appelées  communément 
proportions^  se  rattache  essentiellement  à  celle  des  fractions  or- 
dinaires, et  aujourd'hui  l'algorithme  des  proportions  est  géné- 
ralement remplacé  par  l'égalité  des  rapports.  C'est  pourquoi 
j'ai  placé  cette  dernière  théorie  immédiatement  après  celle  des 
fractions  ordinaires.  II  convient,  d'ailleurs,  de  ne  pas  reléguer 
vers  la  fin  de  rArithroétique  l'exposition  des  propriétés  des 
rapports  égaux,  dont  l'usage  est  si  fréquent,  notamment  en 
Géométrie. 
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«  Je  n'ai  pas  hésité  à  employer  les  lettres  de  l'alphabet  pour 
désigner  les  nombres  toutes  les  fois  que  ce  mode  de  représeu- 
tation  m'a  paru  préférable,  soit  pour  l'exposition  de  la  théorie, 
soit  pour  la  démonstration  des  règles  de  calcul.  J'estime  que  ce 
n'est  pas  là  empiéter  sur  rAigébre,  où  ces  symboles  compor- 
tent une  généralité  qui  n'a,  pour  ainsi  dire,  point  de  limites. 
Ici  leur  signification  précise  et  parfaitement  déterminée  ne 
permet  pas  d'aller  au  delà  du  rôle  spécial  qu'on  leur  assigne, 
et  ils  ont  l'avantage  considérable  de  rendre  Texposition  plus 
commode  et  plus  rapide.  » 

Pour  montrer  comment  l'auteur  a  entendu  la  division  et  la 
subdivision  des  matières  qui  composent  ce  Traité,  nous  trans- 
crivons ici  la  partie  de  la  Table  des  matières  relative  au 
Livre  III* 

LIVRE  III.  —  Fractions  ordim aires.  —  Fractions  décimales. 
Système  métrique. 

Chapitre  premier.  —  Préliminaires  :  §  I.  Origine  des  frac- 
tions. §  II.  Définitions.  Notations.  Théorème.  §  III.  Prin- 
cipes. Théorème. 

Chapitre  IL —  Transformations  dioerses  opérées  sur  les  frac- 
tions :  §  L  Simplification  des  fractions.  Fractions  irréduc- 
tibles. §  II.  Transformation  d'un  nombre  entier  en  nombre 
fractionnaire.  §  IIL  Transformation  d'un  nombre  entier  joint 
à  une  fraction  en  nombre  fractionnaire.  §  IV.  Extraction  des 
unités  contenues  dans  un  nombre  fractionnaire.  §  V.  Trans- 
formation d'une  fraction  en  une  autre  fraction  d'espèce  donnée 
§  VI.  Réduction  des  fractions  au  même  dénominateur. 
§  VIL  Réduction  des  fractions  au  plus  petit  dénominateur 
commun. 

Chapitre  IIL —  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les 
fractions:  §  L  Addition.  §  IL  Soustraction.  §  III.  Multi- 
plication. §  IV.  Division. 

Chapitre  IV.  —  Généralisation  de  la  théorie  des  fractions  : 
§  L  Définitions  et  principes.  §  IL  Addition.  §  III.  Sous- 
traction. §  IV.  Multiplication.  §  V.  Division. 
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Chafitrb  V. —  Propriétés  des  fractions  égales  (proportions)  : 
§  !•  Définitions.  §  II.  Théorèmes. 

Chapiteb  VI.  —  Des  fractions  décimales,  —  Principes  : 
§  I.  Extension  du  système  de  numération  décimale.  Défini- 
tions. §  II.  Écriture  et  énoncé  des  nombres  décimaux. 
§  III.  Des  fractions  décimales  ayant  on  nombre  illimité  de 
chiffres. 

Ghapitee  vu.  —  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur 
les  nombres  décimaux  :  §  I.  Addition.  §  II.  Soustraction. 
§  III.  Multiplication.  §  IV.  Division.  §  V.  Évaluation  d'un 
quotient  à  moins  d'une  unité  décimale. 

Chapitre  VIII.  —  Transformation  des  fractions  ordinaires 
en  fractions  décimales  et  réciproquement  :  §  I.  Transformation 
des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales.  §  II.  Transfor- 
mation des  fractions  décimales  en  fractions  ordinaires. 
§  III.  Théorèmes  relatifs  aux  transformations  précédentes. 

Chapitre  IX.  —  Système  métrique  :  ^  I.  Établissement  du 
système  métrique.  §  II.  Exposé  et  nomenclature  du  système 
métrique.  §  III.  Mesures  effectives.  §  IV.  Notions  sur  les 
anciennes  mesures  de  France.  §  V.  Réduction  des  anciennes 
mesuresen  nouvelles  et  réciproquement.  §  VI.  Nombres  com- 
plexes. 

Nous  dirons  maintenant  que  Tauteur  a  su  allier  la  clarté  à  la 
concision,  et  que  la  démonstration  des  nombreux  théorèmes 
répandus  dans  son  Ouvrage  se  distingue  par  une  qualité  essen- 
tielle, la  rigueur. 

En  Mathématiques,  «  chaque  difficulté  doit  être  prise  à  sa 
naissance  et  éclaircie  au  moment  où  elle  se  produit.  Rien  n'est 
plus  dangereux  que  le  séjour  prolongé  d'une  idée  obscure  dans 
l'esprit;  elle  y  laisse  toujours  quelque  trace,  après  même  que  la 
vérité  s'y  est  fait  jour.  Il  ne  faut  pas  dire  aux  élèves  :  Allez  en 
avant ^  la  foi  vous  viendra  ;  il  ne  faut  avancer  qu'en  s'appuyaut 
sur  des  précédents  sans  nuages  (*).  »   Cette  pensée  et  cette 


(  *  )  DcBAMBL,  Des  méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement  ;  II*  Partie, 
Avant-Propos. 

Ann,  de  âiathém.,  3«  série,  t.  XIV.  (Novembre  1875.)        33 
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règle  ont  certainement  inspiré  et  dirigé  M.  Signol  dans  la  rédac- 
tion de  son  Traité  d'Arithmétique. 


QUABRIUTBRBS  ET  SECTIONS  CONIQUES  (*y. 

Par  m.  Paul  TERRIER, 
Ingénieur  à  Paris. 


Définition.  —  Nous  appelons  axe  radical  d*un  qua- 
drilatère l'axe  radical  commun  aux  circonférences  dé- 
crites sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres. 

Théorème  I.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  de 
deux  sommets  opposés  d^un  quadrilatère  complet  sur 
les  côtés  non  adjacents  à  ces  som^mets  se  coupent  deux 
à  deux  en  quatre  points.  On  joint  respectii^ement  les 
intersections  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
côtés  aux  intersections  des  deux  autres  côtés.  On  dé- 
termine ainsi  quatre  droites  qui  concourent  sur  Taxe 
radical  du  quadrilatère. 

Théorème  IL  —  Si,  de  deux  sommets  opposés  d'un 
quadrilatère  complet,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  respectivement  non  adjacents  à  ces  som- 
mets, les  quatre  pieds,  joints  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières,  donnent  lieu  à  trois  intersections  situées  Vune 
sur  Vaxe  radical  du  quadrilatère  donné,  les  deux  autres 
sur  chacune  des  deux  diagonales  gui  ne  passent  pas 
par  les  deux  sommets  considérés. 

Chaque  couple  de  sommets  opposés  donnant  lieu  à 
trois  intersections,  on  obtient,  par  la  considération  sac- 


(*)  Les  propriétés  ci-après  peuvent  être  étendues  et  généralieées  par 
l'application  des  méthodes  de  transformation  des  figures. 
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cessive  des  trois  couples,  neuf  points  d'intersection  ou 
concours,  dont  trois  sur  Taxe  radical  et  deux  sur  chaque 
diagonale.  Ces  neuf  concour^^  diversement  groupés,  don- 
nent les  résultats  ci-après  : 

Théokeme  ni.  —  Les  deux  concours  fournis  par  deux 
diagonales  du  qutulrilatère  complet  sur  la  troisième 
diagonale  forment  av^ec  les  extrémités  de  celle-ci  un 
système  harmonique. 

Théouème  rV.  —  Les  deux  concours  fournis  par  deux 
diagonales  du  quadrilatère  sur  la  troisième,  les  deux 
extrémités  de  celles-ci  et  ses  intersections  ayec  les  deux 
premières  forment  trois  couples  de  points  en  involu'- 
lion . 

Théor£HB  ¥•  —  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
deux  extrémités  d'une  diagonale  sur  les  côtés  non  con- 
courants à  ces  extrémités  se  coupent  deux  à  deux  en 
quatre  points.  Ces  quatre  points^  pris  deux  à  deux, 
donnent  six  droites  dont  quatre  passent  par  les  extré- 
mités de  la  diagonale  considérée.  Les  deux  autres 
passent  par  les  concours  que  la  même  diagonale  fournit 
sur  chacune  Ues  deux  autres. 

Théorème  YI.  —  Les  deux  concours  que  deux  diago- 
gonales  d^un  quadrilatère  fournissent  réciproquement 
l^une  sur  P autre,  et  le  concours  que  la  troisième  diago- 
nale fournit  sur  Vaxe  radical  du  quadrilatère  sont  trois 
points  situés  sur  un  même  alignement  perpendiculaire 
à  celte  troisième  diagonale. 

Théorème  VII.  -^  Les  trois  alignements  que  les  dia- 
gonales d'un  quadrilatère  fournissent  réciproquement 
les  unes  sur  les  autres,  et  ces  trois  diagonales  elles- 
mêmes  sont  respecii9ement  les  côtés  de  deux  triangles 
semblables  et  homologiques. 

33. 
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Théorème  VIU.  —  Les  six  côtés  de  ces  deux  trian^ 
gles  se  coupent  deux  à  deux  en  quinze  points.  Six  de 
ces  points  sont  les  sommets  mêmes  des  deux  triangles^ 
six  autres  sont  sur  une  conique,  les  trois  derniers  sont 
sur  une  droite. 

Théorème  IX.  —  Le  centre  d^homologie  du  triangle 
des  alignements  et  du  triangle  diagonal  est  situé  sur 
la  circonférence  circonscrite  à  ce  dernier  triangle. 

L'axe  radical  du  quadrilatère  est  un  diamètre  de 
cette  circonférence. 

Théorème  X.  —  Si,  du  milieu  d^un  des  côtés  d'un 
quadrilatère^  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
côté  opposé,  et  réciproquement  : 

i^  Les  deux  perpendiculaires  se  coupent  sur  l'axe 
du  quadrilatère  ; 

a^  Le  point  dHniersection  divise  en  deux  parties 
égales  le  segment  de  cet  axe  limité  aux  points  de  ren- 
contre  des  hauteurs  des  deux  triangles  formés  par  les 
deux  côtés  que  l'on  considère,  successivement  combinés 
avec  chacun  des  deux  autres  côtés  du  quadrilatère. 

Théorème  XI-  —  Les  deux  quadrilatères  formés,  le 
premier  par  les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
des  côtés  dUm  quadrilatère  quelconque,  le  second  par 
les  perpendiculaires  abaissées  du  milieu  de  chaque  côté 
sur  son  opposé  sont  égaux  et  symétriques  par  rappoit 
au  centre  des  moyennes  distances  du  quadrilatère 
donné. 

Théorème  XII.  —  «Si  l  ^on  désigne  par  a^^^y  les  trois 
concours  respectivement  fournis  sur  l'axe  radical  du 
quadrilatère  par  les  trois  diagonales,  et  par  m,  n,  p,  q 
les  points  de  rencontre,  sur  le  même  axe  radical,  des 
hauteurs  des  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  trois 
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à  trois  du  quadrilatère^  on  a  les  trois  relations 


am        an 
aq         ap 

^m        ^n 

IP       1^^ 

d'où  il  suit  que  les  perpendiculaires  éles^ées  sur  l'axe 
radical  ou  ligne  des  hauteurs  du  quadrilatère  donné 
parles  points  de  concours  a,  P,  7  sont  respectis^ement 
les  a^es  radicaux  des  couples  de  circonférences  qui  ont 
pour  diamètres  [mpy  nq)^  ("^^P^  '^W)'  (^^^PÇ)' 

Les  relations  ci-dessus  conduisent  à  quatre  autres  de 
la  forme  suivante  : 

nm'Xnp'Xnq wa  X  »  P  X  /Ï7 

pn  X  mq  X  qp       /^a  X  /w ^  X  <77 

THÉoRisME  Xin.  —  Le  rapport  harmonique  déter- 
miné  par  les  concours  sur  la  diagonale  extérieure  du 
quadrilatère  est  égal  au  rapport  des  diamètres  des  deux 
circonférences  nm^  pq^  dont  la  corde  commune  passe 
au  point  de  concours  y  Journi  par  la  diagonale  exté- 
rieure sur  Vaxe  radical. 

Le  rapport  harmonique  sur  Vune  des  diagonales  in- 
térieures est  égal  au  rapport  des  diamètres  des  deux 
circonférences  mq,  np  dont  la  corde  commune  passe 
au  point  de  concours  (i  fourni  par  Vautre  diagonale 
intérieure  sur  l'axe  radical. 

Définition,  —  Nous  appelons  centre  perspectif  d'un 
quadrilatère  inscrit  le  point  symétrique  du  centre  de  la 
circonférence  circonscrite  par  rapport  au  centre  des 
moyennes  distances  du  quadrilatère. 

Théorème  XIV.  —  Si,  de  chacun  des  sommets  du 
quadrilatère  inscrit  au  cercle,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  les  côtés  non  adjacents,  et  si  Von  joint  les 
couples  des  perpendiculaires  issues  de  chaque  sommet  ; 
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1^  Les  quatre  droites  de  jonction  concourent  sur 
l'axe  radical  du  quadrilatère,  en  un  point  qui  est  le 
centre  perspectij; 

0?  Ces  quatres  droites  sont  égales, 

La  première  partie  de  ce  théorème  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Les  tangentes  aux  sommets  des  quatre  paraboles  qai 
ont  respectivement  pour  foyers  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  pour  tangentes  les  côtés 
des  triangles  formés  par  les  trois  autres  sommets,  con- 
courent au  centre  perspectif  du  quadrilatère. 

Théouème  XV.  —  Dans  un  quadrilatère  inscrit  au 
cercle  : 

1**  Les  deux  concours  fournis  par  les  diagomdes  in- 
térieures sur  Vaxe  radical  se  confondent  en  un  seul 
point,  qui  est  le  centre  perspectif  et  le  troisième  con- 
cours, fourni  sur  l*axe  radical  par  la  diagonale  exté- 
rieure, passe  à  Vinjini, 

a®  Les  concours  fournis  par  chacune  des  diagonales 
intérieures  sur  l'autre  sont  à  l'infini,  et  les  concours 
fournis  par  la  diagonale  extérieure  sur  chacune  des 
deux  intérieures  sont  respectix^ement  omx  points  mi- 
lieux de  celles-ci, 

3®  Les  perpendiculaires  abaissées  du  milieu  de  chaque 
diagonale  intérieure  sur  l'autre  se  coupent  au  centre 
perspectif 

4®  Des  trois  alignements  fournis  par  les  neiif  con- 
cours trois  à  trois,  deux  se  coupent  au  centre  per- 
spectif, le  troisième  passant  à  l'infini. 

Théorème  XVI.  —  On  a  vu  (théorème  VIII)  que 
Vaxe  radical  de  tout  quadrilatère  est  un  diafnètre  du 
cercle  diagonal.  Dans  le  cas  du  quadrilatère  inscrit,  les 
extrémités  de  ce  diamètre  sont,  d'une  part,  Vintersec- 
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lion  des  diagonales  intérieures,  d'autre  part,  le  centre 
d^homologie  du  triangle  diagonid  et  du  triangle  formé 
par  les  trois  alignements  des  points  de  concours. 

Ce  dernier  triangle,  dans  l*e8pèce,  a  un  sommet  au 
centre  perspectif  déterminé  par  deux  côtés,  respective- 
ment perpendiculaires  aux  diagonales  intérieures,  et  le 
troisième  côté  à  Tinfini. 

TnéoitÈME  XVII.  —  Les  points  de  rencontre  des  hau^ 
teurs  des  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  trois  à 
trois  d'un  quadrilatère  inscriptible  sont  symétriquement 
placés^  sur  l'axe  radical,  par  rapport  au  centre  per^ 
spectif. 

Théorème  XVIII.  —  Les  six  perpendiculaires  réci- 
proquement  abaissées  des  milieux  des  côtés  d'un  qua- 
drilatère inscrit  sur  leurs  opposés  et  du  milieu  de  chaque 
diagonale  sur  l'autre  concourent  au  centre  perspectij 
du  quadrilatère. 

Définitions.  —  On  appelle  droite  de  Simson  la  droite 
qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  de  la  circonférence  circonscrite  sur  les  trois  côtés 
du  triangle  inscrit. 

Nous  appelons^  par  extension,  droites  de  Sinison 
d'un  quadrilatère  inscrit,  les  quatre  droites  de  Simson 
fournies  par  chaque  sommet  et  par  le  triangle  des  trois 
autres. 

Nous  appelons  hauteurs  du  quadrilatère  les  quatre 
perpendiculaires  abaissées  du  milieu  de  chaque  côté  sur 
son  opposé. 

Nous  pouvons,  dès  lors,  confondre  dans  Ténoncé  sui- 
vant les  deux  propriétés  précédentes  : 

Les  quatre  droites  de  Simson  et  les  quatre  hauteurs 
d*un  quadrilatère  inscrit  concourent  au  centre  per^ 
spectif 
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Théobème  XIX.  —  Le  centre  perspectif  d^un  qua- 
drilatère inscrit  est  un  point  tel  que,  si  on  le  joint  par 
des  droites  aux  milieux  des  côtés  et  des  diagonales,  les 
angles  formes  par  deux  quelconques  de  ces  droites ,  et 
par  les  côtés  ou  diagonales  qui  leur  correspondent ,  sont 
égaux  ou  supplémentaires. 

Corollaires.  —  i**  Le  centre  perspectif  d'tin  quadrila- 
tère inscrit  est  le  centre  de  Thyperbole  qui  passe  par  les 
quatre  sommets. 

2°  Les  centres  d'un  cercle  et  d^une  hyperbole  équila- 
tère,  qui  ont  quatre  points  communs,  sont  symétrique- 
ment placés  par  rapport  au  centre  des  moyennes  distances 
de  ces  quatre. points. 

Théokebce  XX.  —  Les  quatre  droites  de  Simson  d^un 
quadrilatère  inscrit  se  coupent  deux  à  deux  au  centre 
perspectif  sous  quatre  angles  ayant  pour  mesure  les 
demi-différences  des  arcs  sous-tendus  par  les  cordes 
(côtés  ou  diagonales)»  qui  joignent  les  sommets  corres' 
pondants. 

Définition .  —  On  appelle  quadrilatère  des  hauteurs  A» 
d'un  quadrilatère  inscrit  donné  A  le  quadrilatère  qui  a 
ses  sommets  aux  points  de  rencontre  des  hauteurs  des 
quatre  triangles  formés  par  deux  côtés  et  une  diagonale 
de  A. 

On  sait  que  ces  deux  quadrilatères  sont  égaux  et  symé- 
triques. 

Théorème  XXI.  —  Le  centre  de  sjmétrie  d'un  qua- 
drilatère A  et  de  son  quadrilatère  des  hauteurs  Ai  est  le 
centre  perspectif  commun  à  A  et  à  Ai. 

Corollaires,  —  i**  Les  droites  de  Simson,  les  hau- 
teurs et  les  axes  radicaux  des  deux  quadrilatères  se  con- 
fondent deux  à  deux,  quant  à  la  direction. 
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a^  Le  centre  perspectif  est  le  centre  d'inscription  et  le 
centre  d' homothétie  directe  ou  inverse  de  trois  couples 
de  quadrilatères  semblables  au  proposé,  savoir  : 

Le  quadrilatère  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  sommets  de  A  sur  les  diago- 
nales, et  le  quadrilatère  symétrique  fourni  par  Af 

Les  deux  quadrilatères  ayant  pour  sommets  les  pieds 
quatre  â  quatre  des  huit  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  de  A  sur  les  côtés  non  concourants  et  les  deux 
quadrilatères  symétriques  fournis  par  A]. 

Chacun  de  ces  trois  couples  de  quadrilatères  a  ses  huit 
sommets  distribués  sur  une  circonférence  ayant  pour 
centre  le  centre  perspectif  du  quadrilatère  donné. 

Théorème  XXIL  —  Quand  un  quadrilatère  Aj,  cir^ 
conscrit  à  un  cercle,  a  pour  points  de  contact  consé^ 
cutifs  les  sommets  consécutifs  d'un  quadrilatère  inscrit  A'^ 
quand  un  autre  quadrilatère  A  j  a  pour  côtés  consécutifs 
les  quatre  droites  qui  déterminenty  deux  à  deux,  les 
deux  points  de  concours  fournis  par  les  diagonales  in- 
térieures de  A  sur  la  diagonale  extérieure  : 

\^  Ijes  quadrilatères  Ai,  A,  sont  en  homothétie  di- 
recte, et  le  centre  d^ homothétie  est  au  point  d'inter- 
section de  la  diagonale  extérieure  commune  et  de  la 
droite  qui  contient  le  centre  dHnscription,  le  centre 
des  moyennes  distances  et  le  centre  perspectif  de  A. 

2°  Le  centre  perspectif  est  le  centre  de  la  circonfé- 
rence inscrite  dans  Aj. 

3°  Le  centre  d^ homothétie  est  le  point  central  d^une 
inuolution  formée  par  les  trois  couples  de  sommets  ex- 
térieurs de  Ki  et  de  kt* 

4**  Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  per- 
spectif de  A  sur  les  côtés  du  même  quadrilatère  passent 
respectivement  par  les  sommets  de  A^, 
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Théorème  XXIII.  —  Si  les  diagonales  intérieures  du 
quadrilatère  inscrit  A  se  coupent  à  angle  droit,  toutes 
les  autres  conditions  étant  conformes  au  précédent 
énoncé  : 

1^  Le  centre  perspectif  et  le  point  d^ intersection  des 
diagonales  de  A  se  confondent  ; 

2®  Le  rayon  d'homothétie  qui  joint  le  centre  d^in^ 
scnption  O  et  le  centre  perspectif  a  de  A  est  perpendi- 
culaire sur  la  direction  commune  aux  diagonales  exté- 
rieures des  trois  quadrilatères,  et  contient  le  point 
d'intersection  (3  des  diagonales  de  Af, 

3®  Les  quadrilatères  As,  Ai,  circonscrits  à  deux  cer- 
cles qui  ont  respect ii^ement  pour  centres  le  centre  per- 
spectif et  le  point  O^  centre  d' inscription  de  A  ^  sont,  de 
plus,  inscrits  dans  deux  autres  cercles  dont  les  centres 
sont  respectivement,  pour  le  premier  au  même  point  O, 
pour  le  second  en  un  point  0|  situé  sur  le  rayon  d'ho- 
mothétie Oa. 

4^  Les  distances  des  points  alignés  O,  Oi>  a  et  ^  au 
centre  d^homothétie  T  des  deux  systèmes  sont  liées  par 
la  relation 

TO        V  TO. 

5**  Les  droites  menées  par  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  quadrilatère  A,  parallèlement  à  celles  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  passent  réci- 
proquement par  les  points  de  concours  de  ces  côtés. 

Théorème  XXIV.  —  Dans  le  quadrilatère  inscrit  A  à 
diagonales  rectangulaires,  les  milieux  des  quatre  côtés 
et  les  pieds  des  quatre  hauteurs  sont  huit  points  situés 
sur  une  même  circonférence.  Le  centre  de  cette  circon- 
férence est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  Je 
rencontre  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circonscrit. 
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Le  rayon  de  cette  circonférence  est  la  moitié  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  A  s* 

Cette  propriété  présente  une  grande  analogie  avec  le 
théorème  des  neuf  points,  démontré  par  Euler,  pour  le 
cas  du  triangle.  Les  huit  points  désignés  dans  Ténoncé 
correspondent  aux  milieux  des  trois  côiés  et  aux  pieds 
des  trois  hauteurs  dans  le  cas  du  triangle.  Les  trois  au- 
tres points,  dans  ce  même  cas,  sont  les  milieux  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  du  triangle  au  point  de  ren- 
contre des  hauteurs.  Dans  le  quadrilatère,  ces  trois  der- 
niers points  ont  pour  correspondants  les  milieux  des 
quatre  droites  qui  joignent  le  centre  perspectif,  ou  point 
de  rencontre  des  hauteurs  de  A,  aux  sommets  de  At- 
Mais  ces  quatre  points  se  confondent  avec  les  pieds  des 
quatre  hauteurs  de  A. 

Théorème  XXV.  —  Le  centre  commun  O  des  circon- 
férences circonscrites  aux  quadrilatères  K  et  k^  et  le 
centre  perspectif  a,  de  K  sont  les  foyers  d'une  ellipse 
qui  a  pour  centre  et  pour  grand  axe  le  centre  et  le  dia- 
mètre du  cercle  des  douze  points,  pour  tangentes  les 
côtés  du  qudrilatère  A,  pour  polaire  focale  la  diagonale 
extérieure  du  même  quadrilatère,  et  pour  cercle  direc- 
teur relatif  au  foyer  a  le  cercle  circonscrit  au  quadri- 
latère A  ^. 


SOR  LA  BÉCOMPOSITION  BES  NOIBRBS  IN  FACTEURS 
PREMIERS; 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Les  opérations  que  Ton  effectue  habituellement  pour 
décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  sont 
longues  et  pénibles,  puisque  Ton  est   obligé  de  faire 
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exacleiuenl  les  divisions  de  ce  nombre,  souvent  très- 
grand,  par  une  série  de  diviseurs  que  Ton  essaye  succes- 
sivement. On  peut,  à  Taide  de  la  remarque  suivante, 
abréger  le  calcul  d'une  manière  notable.  Considérons, 
par  exemple,  le  nombre 


2»H-I 


=  42782.55361, 


dont  tous  les  diviseurs  sont  de  la  forme  Sop  + 1 .  Prenons 
les  logarithmes  des  nombres  de  cette  forme,  compris 
entre  60000  et  6a  000,  et  retranchons-les  du  logarithme 
du  nombre  donné;  nous  pouvons  déterminer  exacte- 
ment les  cinq  chiffres  du  quotient  et  former  le  tableaa 
suivant  : 

I 


Diviseurs. 

63 1  2667 

Quotients 

60  161 

779  3i5o 

8519517 

71  112 

60961 

785o52i 

8462146 

70  180 

61  121 

786  1905 

8450762 

69996 

61  441 

7884583 

842  8084 

69632 

61  681 

790  i5i4 

841  ii53 

69361 

On  rejettera  d'abord  tous  les  quotients  non  terminés 
par  Tunité;  puis,  parmi  ceux  qui  font  exception,  on 
rejettera  tous  ceux  qui  ne  satisferont  pas  à  la  preuve 
par  9  ou  par  1 1,  en  supposant  la  division  exacte.  Lors- 
que le  calcul  logarithmique  ne  donne  pas  un  nombre 
suffisant  de  chîflFres  sur  lesquels  on  peut  compter,  on  peut 
obtenir  le  dernier,  les  deux  ou  les  trois  derniers,  en  dé- 
terminant, ce  qui  est  facile,  les  trois  derniers chiffresdu 
quotient  à  l'aide  des  derniers  chiffres  du  dividende  et  du 
diviseur,  en  supposant  toujours  la  division  exacte.  J'ai 
ainsi  démontré  que  le  nombre  pris  pour  exemple  est  pre- 
mier. Il  est  plus  grand  que  celui  que  Legendre  considère, 
d'après  Euler,  comme  le  plus  grand  des  nombres  pre- 
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miers  connus,  à  savoir  : 

a'*  — 1  =  2147483647. 

Nous  remarquerons  que  le  dernier  nombre  essayé  dans 
le  tableau  donne  le  produit 

6i68i  X  69361  =  4278255841, 

qui  ne  diffère  que  par  deux  chiffres  du  nombre  donné. 

J'observerai,  à  ce  propos,  qu  il  serait  bon,  dans  les 
Tables  de  logarithmes,  d'indiquer  par  uu  signe  placé  à 
côté  du  dernier  groupe,  formant  chacun  des  logarithmes 
de  10  000  à  100  000,  le  cas  où  le  nombre  considéré  est 
premier.  On  aurait  ainsi,  sans  plus  d'espace  et  sans  plus 
de  frais,  une  Table  des  nombres  premiers  de  i  à  108000 
avec  le  logarithme  en  regard,  ce  qui  serait  un  véritable 
progrès  dans  Tétude  de  la  théorie  des  nombres. 

Nous  indiquerons  encore  les  décompositions  suivantes  : 

3o'*— 1  =  7».i9.29  12211  837931. 51941 161, 
3o'*-4-i  =  ii.i3.3i  .67.271.4831.71261.517831, 
2*'  + 1  =  3. 83.8831418697. 

J'ai  essayé  ce  dernier  nombre  pour  tous  les  facteurs 
premiers,  inférieurs  à  60000,  et  ainsi 

57073  X  «54739  =  8831418947 

ne  diffère  que  par  deux  chiffres  de  ce  nombre,  et  d'ail- 
leurs le  dernier  facteur  est  divisible  par  i3.  L'opération 
qui  consiste  à  essayer  les  autres  nombres  premiers  de 
60000  à  pSioo,  et  qui  comporterait  une  seule  page  de 
calculs,  reste  à  faire;  mais  je  n'ai  pu  continuer,  n'ayant 
pas  i  ma  disposition  les  Tables  de  Chernac.  Il  serait 
donc  facile  de  s'assurer  si  ce  nombre  est  premier,  et, 
dans  le  cas  de  réussite,  ce  serait,  je  pense,  le  plus  grand 
nombre  premier  connu  actuellement. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


{  526  ) 

QUESTIONS  B  ANALYSE  INDÉTERMINËS  ; 

Par  m.  Édoua&d  LUCAS. 


1.  Si  (x^y-yz)  représente  une  solution  en  nombres 
entiers  de  Tëquation  indéterminée 

Ax»  -h  Bj^ -h  Cz»  -h  3  Dxyz  =  o, 

on  obtient  une  nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 

X        Y       Z 

-  -\ h-=o, 

X         X       z 

AXx>-f-  BY/»-h  CZz^=  o. 

2.  Si  (Xyj-y  z)  et  (Xiy  Yxy  ^i)  désignent  deux  solution» 
distinctes  de  Téquation  précédente,  on  obtient  une  nou- 
velle solution  à  Taide  des  équations 

X    Y    Z 

X     y      z       =0, 

«I   ri  2i 

AXxx,  H-  BY  jj',  4-  CZz*,  =  o. 

3.  L'équation  biquadratique  a:*  —  5^*  =  1  a  pour 
solution,  en  nombres  entiers,  x  =  3,  ^  =  a,  et  n'en  a 
point  d'autres. 

4.  La  différence  de  deux  cubes  consécutifs  n'est  ja- 
mais égale  à  un  bicarré. 

5.  Trouver  en  nombres  entiers  toutes  les  solutions 
des  deux  progressions  arithmétiques 

^;F2,2J^3^^4tt^ 
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et  ainsi  Ton  a,  pour  la  première, 

T  167*. 2  X97'.3x  57'. 4  X  i3%     de  raison    9071 
et,  pour  la  seconde, 
^  607^3  X  3o3*.5  X  igi'*?  X  ii3%     de  raison    93oaa. 

6.  La  différence  de  deux  cubes  consécutifs  n'est  ja- 
mais égale  à  un  bicarré. 

7.  Résoudre  complètement  l'équation 

dont  Legendre  a  donné  une  solution  incomplète  C^). 

8.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la 
somme  des  cinquièmes  puissances  des  x  premiers  nom- 
bres est  un  carré  parfait. 

QUESTIONS 

PaoposiES  PAR  M.  G.  MOREAU, 

Capitaine  d'Artillerie,  à  Calais. 


1 .  Démontrer  les  formules 

-(T)*-[=^r-["-^^s-']-- 

nit     rf/î-f-i) 
=  cos ) ^î 

*  '  7^"^    rr2^  rr^Ts»      ^       "Tir' 

et  indiquer  entre  quelles  limites  elles  sont  exactes^. 

(*)  Lecbkdrb,  Théorie  des  Nombres,  t.  Il,  p.  ia6. 
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2.  Dans  quels  cas  peut-on  aussi  représenter  sous 
forme  finie  la  série 

„7  /!»(«»—  l)  /|»(/l2  — 0(/l»—  4) 

3.  Faire  voir  que,  dans  le  produit  limité 
le  coefficient  de  z'  est  égal  à 

it±tO  (i  -  .r")(l  ~  ;r^-').  .  .(l  ^  J:*-*-^' ) 

Si,pour  a:<[i,  n  augmente  indéfiniment,  on  obtient 
k  développement  d'Euler.  Pour  x=ij  on  retrouve  la 
formule  du  binôme. 

QUESTION. 

1187.  Étant  donnée  l'équation  cubique 

a:*-h/?x-f-^  =  o, 

dans  laquelle  la  quantité  —  4p' —  ^77*  est  égale  à  un 
carré  r*,  on  sait  que  la  difTérence  entre  deux  racines  quel- 
conques de  cette  équation  est  exprimable  par  une  fonc- 
tion entière  de  la  troisième  racine,  fonction  qui  est  du 
second  degré,  et  dont  les  coefficients  sont  exprimés 
rationnellement  au  moyen  des  quantités  connues  p,  47,  r. 
On  propose,  réciproquement,  d'exprimer  Tune  quel- 
conque des  racines  par  une  Jonction  entière  du  second 
degré  de  la  différence  entre  les  deux  autres  racines,  les 
coefficients  de  cette  fonction  devant  de  même  être  expri- 
més rationnellement  au  moyen  de p,  ^,  r.      (S.  Reaxis. ) 
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SDR  LIS  SYSTEMES  DE  TIGES  ARTICULÉES; 

Par  m.  V.  LIGUINE, 

Professeur  à  IXTniversUc  d'Odessa. 


1.  L'élude  récente  des  divers  systèmes  de  tiges  arti- 
culées, à  liaison  complète,  a  commencé  par  celle  des  sys- 
tèmes à  six  tiges,  et  même,  parmi  toutes  les  dispositions 
connues  actuellement,  la  plupart  ne  sont  encore  que 
des  systèmes  de  ce  genre  particulier  ou  des  combinaisons 
simples  de  ces  systèmes. 

Ces  divers  systèmes  à  six  tiges  ont  été  inventés,  pour 
la  plupart,  indépendamment  Tun  de  Vautre  et  figurent 
ainsi  dans  la  question  comme  des  dispositions  isolées  et 
distinctes,  dont  rien  ne  parait  indiquer  une  liaison  mu- 
tuelle. Je  me  propose,  dans  celte  Note,  de  les  étudier 
sous  un  point  de  vue  complètement  général,  ce  qui  me 
permettra  ;  i^  d'indiquer  les  conditions  caractéristiques 
qui  distinguent  le  genre  de  systèmes  à  six  tiges,  étudié 
jusqu'à  présent,  de  toutes  les  autres  dispositions  possibles 
du  même  nombre  de  tiges,  et  qui  assignent  certaines  li- 
mites aux  recherches  de  nouvelles  combinaisons  utiles 
du  même  genre  ]  2°  de  décrire  un  système  dont  les  dis- 
positions connues  à  six  tiges  [*)  ne  sont  que  de  simples 
cas  particuliers;  3**  de  passer  brièvement  en  revue,  en 
discutant  ce  système  général,  tous  les  systèmes  connus  à 
six  tiges,  et  d'exposer  à  celte  occasion  quelques  obgerva- 

(*)  Le  système  récemment  proposé  par  M.  Kemp,  que  j'ai  décrit 
dans  le  n°  7  de  cette  Note,  ne  doit  pas  compter  dans  ce  nombre,  car  il 
présente,'  comme  on  le  verra,  un  type  tout  à  fait  exceptionnel,  qui  no  se 
rattache  pas  du  tout  h.  tous  les  autres  systèmes  connus  à  six  tiges,  puis- 
qu'il ne  jouit  pas  de  la  propriété  fondamentale,  commune  à  ces  derniers, 
d'aToir  constamment  trois  articulations  en  ligne  droite  pendant  le  mou- 
vement. 

jinn,  de  Mathimat.,  a«  série,  t.  XIV.  (Décembre  1875.)       34 
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lions  nouvelles  relatives  à  ces  derniers.  Les  systèmes  à 
six  tiges  formant,  comme  je  l'ai  déjà  observé,  la  grande 
majorité  de  tous  les  types  proposés  de  systèmes  articulés 
en  général,  il  ne  me  restait  à  décrire  qu'un  très-peiit 
nombre  de  dispositions  à  huit  et  à  quatre  tiges,  pour 
donner  en  même  temps,  par  ce  travail,  une  énumération 
complète  de  tous  les  types  de  systèmes  articulés  actuelle- 
ment connus,  énumération  qui  peut  être  utile  aux  per- 
sonnes s'occupant  de  la  question;  c^est  ce  que  j'ai  fait 
dans  un  appendice  placé  à  la  fin  de  cette  Note. 

Pour  abréger  le  langage,  je  nommerai  tout  système 
articulé  à  six  tiges  et  à  liaison  complète  élément  articulé, 

2.  Chaque  élément  articulé  se  compose  nécessairement 
de  six  tiges  et  de  sept  articulations,  en  comptant  les 
points  où  sont  réunies  trois  tiges  pour  deux  articula- 
tions (*).  Comme  l'a  déjà  fait  observer  M.Sylvester  (**), 
tous  les  éléments  et  systèmes  articulés  auxquels  on  a  été 
conduit  par  la  découverte  de  M.  Peaucellier  peuvent,  en 
dernière  analyse,  être  considérés  comme  des  assemblages 
de  couples  de  tiges  ou  de  dyadesy  c'est-à-dire  de  systèmes 
de  deux  tiges  réunies  par  une  articulation,  systèmes 
dont  le  compas  ordinaire  fournit  un  exemple  très-connu; 
et  c'est  en  vertu  de  cette  propriété  que  M.  Sylvester  avait 
même  proposé  de  donner  à  ces  dispositions  le  nom  de 

(*  )  M.  Sylvester,  dans  une  lecture,  aussi  belle  que  savante,  qu'il  a  faite 
l'année  dernière  à  l'Institution  royale  de  la  Grande-Bretagne  sur  la 
Transformation  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiligne,  lecture 
qui  a  été  publiée  dans  la  Revue  scientifique,  2^  série,  4"  année,  187!, 
p.  490-49S)  A  énoncé  la  règle  suivante,  facile  à  démontrer  :  Pour  qu'un 
système  de  tiges  articulées  soit  à  liaison  complète,  il  faut  qu'il  existe 
entre  le  nombre  n  de  tiges  et  le  nombre  m  des  articulations  le  rapport 
numérique  3 À  —  3m  =  4ien  comptant  chaque  point  où  sont  réunies 
A  tiges  pour  k  —  i  articulations  ;  par  conséquent,  pour  un  système  de  six 
tiges,  on  a  m  =  7. 

(*  *  )  T'oir  la  lecture  citée,  Revue  scientifique,  a*  série,  4'  année,  p.  497. 
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dyadismes.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  obtient 
pour  les  élëments  eu  question  le  mode  de  génération  gé- 
néral suivant. 

Prenons  une  dyade  ou  un  couple  de  tiges,  et  imaginons 
que  l'on  rend  fixe  son  articulation;  nommons  celte  arti- 
culation fixe  le  point  d'appui  (*)  et  les  deux  tiges  qui  y 
sont  réunies  les  connecteurs.  Prenons  ensuite  un  second 
couple  et  joignons,  au  moyen  de  deux  articulations,  ses 
deux  tiges  aux  deux  tiges  du  premier  couple,  en  articulant 
les  extrémités  libres  des  tiges  de  Tun  des  deux  couples  à 
deux  points  quelconques,  ou  aux  extrémités  libres  des 
deux  tiges  de  l'autre  couple  (^^);  nommons  les  deux  tiges 
de  ce  nouveau  couple  les  premiers  guides,  et  Tarticula- 
tion  qui  les  réunit  le  premier  pôle  ^  nous  aurons  formé 
ainsi  un  quadrilatère  articulé  qui  a  pour  côtés  les  deux 
connecteurs  et  les  deux  guides,  ou  certaines  parties  de 
ces  tiges.  Prenons  enfin  un  troisième  couple  et  adaptons 
ses  extrémités  libres,  au  moyen  d'articulations,  à  deux 
points  de  deux  côtés  adjacents  {^^**)  du  quadrilatère  men- 
tionné, ou  aux  extrémités  des  prolongements  de  deux 
côtés  adjacents,  si  ces  prolongements  existent;  donnons 
aux  tiges  de  ce  troisième  couple  et  à  Tarticulation  qui  les 


(**)  J'ai  puisé  la  plupart  des  noms  employés  ici  dans  la  lecture  citée 
de  M.  Syivester. 

C^"^)  Les  différents  cas  que  Ton  a  à  considérer  ici  ne  pouvant  pas  être 
réunis  dans  une  même  figure,  le  lecteur  est  prié  de  reproduire  ces  cas  en 
dessin  lui-même. 

(**')  Cette  dernière  restriction  est  inutile  pour  les  éléments  que  je 
nomme  plus  loin  de  la  première  espèce  et  qui,  comme  on  verra,  sont  de 
beaucoup  les  plus  importants^  puisqu'elle  y  est  remplie  d'elle-même; 
mais,  pour  ceux  de  la  deuxième  espèce,  il  y  a  lieu  de  \û.  faire,  car,  dans  ces 
derniers,  parmi  les  quatre  modes  possibles  de  jonction  du  troisième 
eouple,  il  y  a  deux  dispositions  où  les  extrémités  libres  des  deuxièmes 
guides  s'articulent  à  deux  côtés  opposés  du  premier  quadrilatère,  et 
dans  ces  deux  cas  on  obtiendrait^  au  lieu  du  second  quadrilatère,  un  pen- 
tagone articulé,  ce  qui  compliquerait  beaucoup  les  raison^iemdnts. 

34. 
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joint  les  noms  de  deuxièmes  guides  et  de  deuxième 
pôle,'  nous  aurons  formé  par  là  un  second  quadrilatère 
articulé,  ayant  un  sommet  et  un  angle  communs  avec  le 
premier  ;  mais  les  droites  qui  forment  ce  nouveau  qua- 
drilatère peuvent  être  différentes.  II  est  clair,  en  effet, 
que  la  jonction  du  troisième  couple  à  l'assemblage  des 
deux  premiers  peut  s'effectuer  de  trois  manières  dis- 
tinctes :  les  extrémités  libres  de  ce  troisième  couple  peu- 
vent être  jointes  ou  aux  deux  premiers  guides,  ou  aux 
deux  connecteurs,  ou  à  un  des  premiers  guides  et  à  un 
connecteur  adjacent;  dans  le  premier  cas,  le  nouveau 
quadrilatère  sera  formé  par  les  quatre  guides,  dans  le  se- 
cond par  les  deux  connecteurs  et  les  deux  deuxièmes  guides, 
dans  le  troisième  par  trois  des  quatre  guides  et  Tua  des 
deux  connecteurs.  Dans  tous  les  cas,  la  réunion  consi- 
dérée de  trois  couples  formera  un  élément  à  six  tiges  et 
à  sept  articulations,  et  l'on  remarquera  que  cet  élément  est 
toujours  composé  de  deux  quadrilatères  articulés.  Nous 
dirons  que  l'élément  est  de  première  espèce,  quand  le 
mode  de  jonction  du  troisième  couple  rentre  dans  les 
deux  premiers  des  trois  cas  cités,  et  qu'il  est  de  la 
deuxième  espèce,  lorsque  ce  mode  de  jonction  rentre 
dans  le  dernier  de  ces  cas.  Une  autre  distinction  qu'il  est 
encore  utile  de  faire  dans  le  cas  où  le  troisième  couple 
est  adapté  aux  deux  premiers  guides  est  relative  à  la 
position  du  point  d'appui  par  rapport  au  second  quadri- 
latère articulé;  le  point  d'appui  peut  être  situé  à  l'exté- 
rieur ou  à  rintérieur  de  ce  quadrilatère  :  dans  le  premier 
cas,  l'élément  sera  dit  positif,  dans  le  second,  négatif. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  parmi  les  six  tiges  de 
chaque  élément,  il  y  a  à  distinguer  les  deux  connecteurs, 
les  deux  premiers  et  les  deux  deuxièmes  guides,  et  parmi 
ses  sept  articulations  on  distingue  le  point  d^appui  et  les 
deux  p61es.  Les  distances  du  point  d'appui  aux  deux 
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pôles  seront  dîtes  les  bras  de  l'élément;  en  considérant 
ces  bras  comme  des  rayons  vecteurs  partant  d'une  même 
origine  fixe,  le  but  de  chaque  élément  consiste  à  établir 
une  relation  constante  entre  ces  rayons  vecteurs,  qui 
permette  d'opérer  une  certaine  transformation  sur  les 
coordonnées  polaires,  de  manière  que,  l'un  des  pôles  dé- 
crivant une  ligne  donnée,  l'autre  décrive  une  seconde 
ligne,  liée  à  la  première  par  la  loi  de  transformation  qui 
convient  à  l'élément  considéré. 

Afin  d'éviter  d'inutiles  répétitions,  convenons,  une  fois 
pour  toutes,  de  désigner  toujours,  sur  nos  figures,  par  A  le 
point  d'appui,  par  P  le  premier  et  par  Pt  le  deuxième 
pôle,  par  N,  N'  les  deux  points  de  jonction  des  premiers 
guides  avec  les  connecteurs,  et  par  M,  M' les  deux  points 
de  jonction  des  deuxièmes  guides  avec  les  premiers  guides 
ou  avec  les  connecteurs,  et  de  désigner,  dans  nds  for- 
mules, par  jO,  jOi  les  deux  bras  AP,  APi,  par  c,  d  les  dis- 
tances AN,  AN'  des  articulations  N,  IN'  au  point  d'appui, 
par  /},  n  les  distances  PN,  VW  des  mêmes  articulations 
au  premier  pôle,  par  m,  m!  les  deuxièmes  guides  Pi  M, 
P]M'  pris  en  entier,  enfin  par  mi,  m',  les  distances  PM, 
PM'  des  articulations  M,  M' au  premier  pôle,  quand  les 
deuxièmes  guides  s'articulent  aux  premiers  guides,  et 
par  Cl,  Cj  les  distances  AM,  AM'  des  mêmes  articulations 
au  point  d'appui,  lorsque  les  deuxièmes  guides  s'articu- 
lent aux  connecteurs. 

3.  Si  maintenant  on  compare  l'élément  général  que 
nous  venons  d'obtenir  par  la  voie  de  composition  de 
trois  couples  de  tiges  avec  les  éléments  qui  ont  été  pro- 
posés depuis  la  découverte  de  M.  Peaucellier,  on  voit 
immédiatement  que  ces  derniers  ne  sont  tous  que  des 
variétés  du  premier,  caractérisées  par  les  deux  propriétés 
particulières  que  voici  :  i^  ils  sont  tous  de  la  première 
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espèce  ;  2^  quel  q«e  soit  le  moirrement  de  Félënient,  titHs 
des  sept  articalations,  le  point  d'appui  et  les  deux  p6les, 
restent  eonsUmment  en  ligne  droite  pendant  ce  moii- 
vement. 

D'autre  part,  si  Ton  examine  attentivement  et  d'une 
manière  générale  les  conditions  suffisantes  pour  que  le 
point  d'appui  et  les  deux  pôles  d'un  élément  de  la  pre- 
mière espèce  restent  constamment  en  ligne  droite,  on 
reconnaît  qu'il  suffit  pour  cela  :  i^  ou  que  dans  une  seule 
position  de  l'appareil  les  deux  quadrilatères  articulés, 
dont  l'élément  est  toujours  composé,  soient  semblables 
et  semblablement  placés-,  a®  ou  que  dans  une  seule  po- 
sition de  l'appareil  les  trois  sommets  des  deux  quadrila- 
tères, qui  représentent  le  point  d'appui  et  les  deux 
pèles,  soient  en  ligne  droite,  et  les  deux  diagonales  de 
chaque  quadrilatère  se  coupent  à  angle  droit. 

En  effet,  pour  que  les  trois  points  A,  P,  Pi  restent 
continuellement  en  ligne  droite,  il  faut  évidemment  que 
les  deux  diagonales  AP',  PiP  des  deux  quadrilatères 
PNAM^,  PMP|M'^  coïncident  constamment  en  direction 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement  de  l'instrument; 
ot,  pour  que  cette  coïncidence  continuelle  ait  lien,  il 
suffit  que  les  deux  diagonales  NN',  MM'  soient  parallèles 
dans  une  seule  position  de  l'appareil,  et  que  l'angle 
formé  par  les  diagonales  AP,  NM'  de  l'un  des  quadrila- 
tères soit  égal  à  l'angle  formé  par  les  diagonales  Pf  P, 
lMM'  de  l'autre  dans  cbaque  position  de  l'élément.  Car 
les  deux  diagonales  NJN^  MM'  étant  parallèles  dans  une 
seule  position  de  l'appareil,  elles  le  seront  dans  une  posi- 
tion quelconque,  en  vertu  de  la  proportion 

NM:MP  =  W'M':M'P, 
dont  les  quatre  termes  restent  constants  pendant  le  mou- 
vement; et  si,  dans  chaque  position,  on  a 

UN'  parallèleàMM'    et    angle  (NN',  AP)  =ang1e  (MM',  Pi?)» 
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les  deux  droûet  iUP,  Pi  P  devient  constemment  coïncider > 
car  elles  ont  toujours  un  point  commun  P*  Mais  les  deux 
conditions,  le  parallélisme  des  diagonales  N!i\  MM  dans 
une  seule  position  de  l'appareil  et  régali  té  conlinuellfi 
des  angles  (NN^  AP),  (MM',  PiP),  seront  remplies  dans 
chacun  des  deux  cas  suivants  :  i^  si,  dans  une  seule  posi- 
tion de  Télémen  t,  lesdeux  quadrilatères PN AN',  P  M  Pi  M' 
sont  semblables  et  semblablement  placés;  a?  si,  dans  une 
seule  position  de  Télément,  les  trois  points  A,  P,  P|  sont 
en.  ligne  droite,  et  NN'  perpendiculaire  à  AP,  MM'  per^ 
pendiculaire  à  P|P.  Car,  dans  le  premier  cas,  il  est 
aisé  de  yoir  que,  si  les  deux  quadrilatères  PNAJN', 
PMPi  M'  sont  semblables  et  semblablement  placés  dans 
une  seule  position  de  Télément,  ils  jouiront  des  mêmes 
propriétés  dans  toutes  les  positions  de  Tappareil,  et,  par 
conséquent,  les  angles  homologues  (NN',  AP),  (MM^  Pi  P) 
seront  constamment  égaux.  Dans  le  second  cas,  le  pa- 
rallélisme des  diagonales  NN',  MM'  aura  lieu  pour  la 
position  où  les  trois  points  A,  P,  Pi  sont  en  ligne 
droite;  car,  dans  cette  position,  ces  diagonales  seront 
perpendiculaires  à  une  même  droite  A  Pi  P;  et  Fégalité 
des  angles  (NN',  AP),  (MM'jPjP)  aura  lieu  consum- 
ment  pendant  le  mouvement  en  vertu  de  cette  propriété 
facile  à  démontrer,  que,  de  quelque  manière  que  Ton  dé* 
forme  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  se  coupent  à 
angle  droit  et  dont  les  côtés  ont]  des  longueurs  inva- 
riables, ses  diagonales  resteront  toujours  perpendicu- 
laires entre  elles  (*). 

Cela  posé,  on  voit  que  Ton  peut  former  un  élément  de 

(*)  Cette  propriété  est  une  '  conséquence  immédiate  d'une  relation 
très-simple  entre  les  c^tés  d'un  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires, 
relation  qui  consiste  en  ce  que  la  somme  des  carrés  de  deux  c6tés  oppo- 
sés d'un  pareil  quadrilatère  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
auCMs  cètéa. 
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la  première  espèce,  dont  le  point  d'appui  et  les  deu\ 
pôles  restent  constamment  en  ligne  droiie,  de  deux  ma- 
nières distinctes  :  ou  en  construisant  un  quadrilatère 
quelconque  et  en  menant  par  un  point  de  l'une  de  ses 
diagonales  deux  droites  parallèles  à  deux  côtes  aboutis- 
sant à  Tune  des  extrémités  de  cette  diagonale  jusqu'à  la 
rencontre  avec  les  deux  autres  côtés,  ou  en  construisant 
un  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires  et  en  joi- 
gnant un  point  de  l'une  de  ces  diagonales  à  deux  points 
situés  à  la  fois  sur  deux  côtés  aboutissant  à  l'une  des  ex- 
trémités de  cette  diagonale  et  sur  une  même  perpendicu- 
laire â  cette  dernière  droite.  C'est  dans  le  dernier  de  ces 
deux  modes  de  génération  que  rentrent  les  éléments  qui  ont 
été  étudiés  depuis  la  découverte  de  M.  Peaucellîer;  par 
conséquent,  le  type  le  plus  général  de  ce  genre  sera  l'élé- 
ment représenté  sur  les  fig.  i  ou  a,  et  que  je  nommerai 

Fig.  I. 


par  cette  raison  élément  généralisé.  Je  vais  faire  voir 
comment  les  éléments  proposés  en  peuvent  être  déduits 
comme  cas  particuliers. 

4.  Pour  cela,  je  commencerai  par  établir  la  loi  de  la 
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transformation  effectaée  par  cet  élément  sur  les  bras  ou 
rayons  vecteurs.  En  employant  les  notations  adoptées  à 
la  fin  du  n^  %  cette  loi  consiste  en  ce  que,  pendant  toute 
la  durée  d'un  mouvement  quelconque  de  l'appareil,  il 
existe  entre  les  bras  ou  rayons  vecteurs  p,  p,  la  rela- 
tion 


(0 


ntt 


(p=FP.)(p*-^«*~^) 


où  il  faut  prendre  les  signes  supérieurs  quand  rélément 
est  positif  (Jîg»  i)j  et  les  signes  inférieurs  quand  il  est 
négatif  (Jig-^)»  Il  suffira  de  démontrer  l'équation  (i) 

Fîg.    Q. 


^P' 


pour  le  premier  de  ces  deux  cas;  hifig.  2  rend  parfaite- 
ment compte  des  modifications  que  Ton  aura  à  intro- 
duire dans  la  démonstration  pour  lesecond  cas;  en  outre, 
cette  démonstration  s'appliquera  encore,  et  sans  aucune 
modification,  au  cas  où  m|]>  tz,  cas  opposé  à  celui  des 
Jig.  I  et  a.  Enfin  la  même  relation  (i),  prise  avec  les 
signes  supérieurs,  conviendra  aussi  au  cas  où  le  second 
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quadrilatère  foroié  par  les  quatre  guides 
au  lieu  de  la  disposition  considérée  MPMTj  (fig.  i),  la 
disposition  MP]Vr(Pi),  c'est-ànlire  où  le  deuxième  pôle 
se  trouverait  à  Textérieur  du  premier  quadrilatère  forme 
par  les  connecteurs  et  les  premiers  guides,  et  où  en 
même  temps  le  second  quadrilatère  ne  renfermerait  pas  le 
point  d^appui. 

Prenons  dans  Isijig.  i,  sur  la  diagonale  AP,  deux  points 
P'  et  F,  tels  que,  fx  et  v  désignant  respectivement  les 
points  d'intersection  des  diagonales  MM',  PjP  et  NN', 
AP,  on  ait  fjtP'=/:APi,  vF,  =  vP,  et  joignons  MP' et 
NFj  ]  on  aura  alors  évidemment,  en  nommant  pour  an 
instant  AP'=  p\  AP',  =  p\, 

p'=Afx-hpP„ 
et  par  conséquent 

p,p'==:Aîi'-- jrp/=(AP-- ftp)»— jip;' 

=  AP  +f*p'  — f*P,'— aAP.fxP, 
ou 

p,p'  =  ÂP*H-  MP'  —  M^'—  MP^'-f-  M^'— aAP.ftP, 
ou 


(-) 

p,p'=  p»-f-  m]  —  m»—  ap.fxP. 

De  même 

p=Av-+-vP, 

donc 

P.=A»-vP; 

P?\  = 

=  Av  —  vP  =AN  -^Wv  —  NP  4-Nv  , 

ou 
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Maïs 

p'=  Ap  +  ^1?^=  Afi  4- Af*  —  p,=  a  A  fA  ■— p,=  2  (p  •— fiP)  —  p„ 

p'.=AP-PP',=  p-2vP, 

et,  comme  les  triangles  semblables  ]M(/xP,  NvP  donnent 
la  proportion 

vP  :  fxP  =  NP  :  MP  =  /ï  :  jw„ 
d'où 

vP=^^P, 
il  s'ensuit  qtte 

p'=ap  — pi  — afAp, 

En  substituant  ces  valeurs  de  p'^  p\  dans  les  égalités  (a), 
(P),  on  aura 

p,(  ap  —  Pi  —  2  tiP)  =  p» -f- /«î  —  l»*— 2p  .^P, 

OU 

2fxP(p  — p,)  =  p'  +  pj—  2pp,-*-mî  — m», 

2ilP p  =  p»-h/I»— c^, 

et,  en  divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  se- 
conde, on  obtient  la  relation  chercliée  (i),  prise  avec  les 
signes  supérieurs. 

Remarquons  que  la  relation  (i)  est  tout  à  fait  indé- 
pendante des  grandeurs  des  tiges  AN',  Pi  M',  PN',  PM' 
qui  se  trouvent  de  Fautre  c6té  de  la  diagonale  AP,  et 
que,  par  conséquent,  celte  relation  reste  identiquement 
la  même  pour  tous  les  éléments  de  différents  paramètres 
que  Ton  obtient  en  changeant  arbitrairement  le  lieu  du 
point  W  sur  la  droite  Nv  indéfiniment  prolongée. 
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5.  Je  ferai  voir  maintenant  comment  les  différents 
éléments  connus  se  déduisent  de  Télément  généralisé,  et 
j'ajouterai  à  cette  occasion  quelques  observations  sur 
plusieurs  propriétés  de  ces  variétés. 

L  Élément  de  M.  Peaucellier  généralisé,  indiqué  par 
M.  Sjlvester  (*)  [fig,  3).  —  Pour  obtenir  cet  élément, 
imaginons  que,  dans  \^  fig.  i,  le  point  P  soit  rendu  fixe 
au  lieu  du  point  A  \  les  deuxièmes  guides  seront  alors  ar- 
ticulés aux  deux  connecteurs,  et  l'on  aura  l'élément  re- 
présenté sur  Isi  fi  g'  3.  Pour  trouver  la  relation  que  cet 
appareil  établit  entre  les  bras  p,  pi,  il  faut,  d'après  les 
notations  adoptées  (n^  2),  changer  dans  la  formule  gêné- 


Fîg.  3. 


Fig.  4. 


raie  (i),  prise  avec  les  signes  supérieurs,  pi  en  p  —  pi,  c 
en  n^  n  en  c,  nii  en  c^,  ce  qui  donnera,  pour  l'élément 
actuel,  la  relation 


(a) 


(*)  Voir  Hevue  scientifique,  tome  cité,  p.  ^98.  C'est  I*étude  de  ce  sys- 
tème qui  0  servi  de  point  de  départ  k  l'intéressant  trayail  de  M.  Saint- 
Loup,  Des  sjrseèmes  articulés  simples  et  multiples  et  de  leurs  appUcatioms, 
inséré  dans  les  Mémoires  de  la  Société  d'émulation  du  Doubs  pour  1875. 
Les  deux  formules  fondamentales  (  1  )  et  (  Il  )  de  M.  Saint-Loup  corres- 
pondent aux  formules  (a)  et  (3)  de  notre  Mémoire. 
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On  n'a  pas  à  considérer  ici  le  cas  des  signes  inférieurs 
de  la  relation  (i);  car,  dans  la  disposition  actuelle,  le 
point  d'appui  est  le  sommet  commun  des  deux  quadrila- 
tères de  Télément,  et  ne  peut,  par  conséquent,  se  trouver 
dans  Tintérieur  de  l'un  d'eux. 

Remarquons  que  la  restriction  AN  =  AN',  AM  =  AM', 
indiquée  par  M.  Sylvester,  présentant,  il  est  vrai,  l'a- 
vantage d'une  disposition  parfaitement  symétrique,  n'est 
cependant  pas  nécessaire^  en  l'omettant  et  en  conservant 
seulement  les  conditions  NN^  perpendiculaire  à  AP, 
MM'  perpendiculaire  à  AP,  on  obtient  l'élément  plus 
général  représenté  sur  la  fig.  4 9  qui  satisfait  à  la  même 
relation  (a),  vu  que,  d'après  une  remarque  faite  plus 
haut,  la  relation  (i)  ne  dépend  que  des  tiges  situées  d'un 
côté  de  la  diagonale  AP. 

Observons  encore  que  les  éléments  des  fig.  3  et  4  peu- 
vent servir  pour  la  résolution  du  même  problème  que 
M.  Mannheim  avait  résolu  par  l'élément  II,  dont  nous 
allons  nous  occuper  tout  à  l'heure.  En  effet,  il  est  aisé  de 
vérifier,  en  éliminant  pi  entre  la  relation  (2)  et  l'équa- 
tion p' —  acos0.pi-HP  =  o,  ou  l'équation  jCi  =  acosO,  « 
et  (3  étant  des  constantes,  que,  si  le  point  Pi  décrit  une 
circonférence,  le  point  P  décrira  une  anallagmatique  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre,  selon  que  le  cercle  dé- 
crit par  Pi  passe  ou  ne  passe  pas  par  le  point  fixe  A. 

Si,  dans  l'élément  de la^i^.  3,  ou  dans  celui  de  la^g".  4? 
on  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du  point  A,  il  faudra  changer 
respectivement  dans  ces  figures  les  lettres  A,  P,  Pi,  M, 
M',N,N'enP,Pi,A,N,N',M,M',etdansréquation(a), 
c,  Cl,  w,  m,  p,  Pi  en  m,,  w,  m,  c,  p-t-pi,  pj  la  loi  de 
transformation  deviendra  donc  dans  ce  cas 

(3)  (p  +  p.)(p'-^^'— g')  __.  ^  . 

^    ^  p[(p-*-pi)H-»»î— iw'J       iw. 
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II.  Élément  proposé  par  M.  Mannlteim  pour  décrire 
uneanaUagmalique  du  quairième  ordre  {*)  {fig.  5  et  6). 

Fig.  5. 


—  On  obtient  cet  élément  de  Téléinent  généralisé  en  y 
posant  n  =  mi',  les  Jig.  i  et  2  prennent  alors  Taspect 
plus  simple  des  Jig.  5  et  6,  et  la  relation  (i)  devient 


(4) 


pM-^* 


M 


=±i. 


où  le  signe  +  correspond  k  la  forme  positive  (Jig*  5)  et 
le  signe  —  à  la  forme  négative  {/ig*  6). 

M.  M annheim  a  trouvé  qu'en  général,  lorsque  dans  cet 
élément  le  point  A  est  fixe  et  que  le  pôle  P|  décrit  une  cir- 
conférence, l'autre  pôle  P  décrit  une  anallagmaliqae  du 
quatrième  ordre.  On  peut  ajouter  que,  quand,  en  parti- 
culier, le  point  Pi  décrit  une  circonférence  passant  par 
le  point  fixe  A,  le  point  P  décrit  une  anallagmatique  du 
troisième  ordre. 

Si  Ton  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du  point  A,  on  devra 
changer,  dans  les  fig.  5  et  6,  P^,  A  en  A,  Pi,  et,  dans  la 
formule  (4),  c,  m,  p  en  m,  c,  p  -Hpi  dans  le  cas  de  la 


(*)  Gommunicatioa  faite  à  la  Société  mathématique  de  France  dans 
la  séance  du  9  décembre  1874*  ^oir  le  Bulletin  de  cette  Société,  t.  Ul. 
p.  17. 
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forme  positive,  et  en  m,  c,  p  —  p^  dans  le  cas  de  la  forme 
négative,  ce  qui  donne  la  même  relation  (4),  aux  signes 
près, 

le  signe  —  correspondant  ici  à  \^Jig.  5  qui,  après  la  fixa- 
tion du  point  P,,  représente  un  élément  négatif,  et  le 
signe  -H  correspondant  à  \^Jîg.  6  qui  représente  actuel- 
lement un  élément  positif. 

On  voit  ainsi  que  l'élément  de  M.  MannKeim  peut 
servir  de  deux  manières  différentes  à  décrire  une  anal- 
lagmatique  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre  ;  on  peut 
fixer  A  et  faire  décrire  à  P^  une  circonférence,  ou  bien 
on  peut  fixer  P|  et  faire  décrire  à  A  une  circonférence  5 
dans  les  deux  cas,  le  point  P  décrira  Tanallagmatique 
demandée. 

ni.  Irn^erseur  de  M,  Peaucellier  (*)  {Jig»  7  et  8).  — 
Dans  ce  cas,  n  =  mi=  /w,  et  l'équation  fondamentale  (i) 
donne  la  relation  bien  connue 

(6)  pp,=dz(c»-m'), 

où  l'on  prendra  le  signe  -H  ou  le  signe  — ,  selon  que  l'é- 
lément est  positif  (^g'.  7)  ou  négatif  (/igr.  8), 

(^)  C'est  la  découverte  de  cet  appareil  qui  a  servi  de  point  de  départ 
h  l'étude  de  tous  les  autres  éléments  articulés.  Cette  découverte,  qui  a 
résolu  pour  la  première  fois  d'une  manière  rigoureuse  l'important  pro- 
blème de  la  transformation  d'un  mouvement  circulaire  en  un  mouve- 
ment rectiligne,  M.  Peaucellier  l'a  énoncée  en  termes  généraux  et  sous 
forme  de  question,  en  1864,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
et  en  a  donné  ensuite  un  exposé  détaillé,  en  1873,  dans  le  même  journal. 
M.  Lipkine,  de  Saint-Pétersbourg,  a  trouvé  la  même  solution  en  1870  ; 
il  présenta  aussitdt  la  description  et  la  théorie  de  rappareil  à  TAcadémie 
de  Saint-Pétersbourg  {^ûir  Bulletin  de  VActtdémie  de  Saint-Pétersbourg, 
t.  XVl,  1871),  et  en  1873  il  en  exposa  un  modèle  à  l'Exposition  univer- 
selle de  Vienne. 
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Ou  remarquera  que,  d'après  uue  observation  faite 
plus  haut  sur  la  relatioiigénérale  (i),  on  ne  changerait 

Fig.  7.  ;    ^ .  Fig.  8. 

M 


en  rien  les  propriétés  de  Tinverseur,  si,  au  lieu  de  faire 
tous  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  PMPiM'  égaux 
entre  eux,  on  ne  les  prenait  qu'égaux  deux  à  deux,  de 
manière  que  PM  =  P^M,  PM'=:PiM',  comme  le  mon- 
trent les  fig.  9  et  10.  Ainsi,  dans  Tinverseur,  le  losange 


Fig.  y. 


n'est  pas  indispensable,  et  ce  n^est  certainement  que  IV 
vantage  de  l'extrême  simplicité  qui  l'a  fait  employer  ex- 
clusivement. 
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Si,  dans  Tin  verseur,  on  fixe  le  point  Pi  au  lieu  du 
point  A,  on  aura  un  élément  qui  a  servi  à  M.  Sylvester 
pour  décrire  les  cubiques  nodales  qui  sont  les  inverses 
des  sections  coniques,  avec  un  sommet  de  la  conique 
comme  origine  d'inversion  (hypercissoïdes,  hypocissoïdes 
et  cissoïde  ordinaire),  et  pour  former,  en  vertu  de  cette 
propriété,  un  conicographe  de  treize  tiges  (*)•  Dans  ce 
cas,  on  aura  à  changer  dans  les  fig,  7,  8,  9  et  lo,  A  en  Pi 
et  Pi  en  A,  et  à  substituer,  dans  la  formule  (6),  aux 
quantités  m,  c,  f>  respectivement  les  quantités  c,  m, 
p±  pi,  où  il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
selon  que  l'élément  primitif,  dont  A  est  le  point  d'appui, 
est  positif  ou  négatif;  on  aura  donc 

(7)  p;±po,  =  w«— c% 

où  l'on  devra  prendre  le  signe  -+-  ou  le  signe  — ,  selon 
que,  le  point  Pi  étant  fixe,  l'élément  est  négatif  ou  po- 
sitif. 

IV.  Élément  de  M.  Sylv^ester.  —  Cet  élément  lui  a 

Fig.  II.  Fig.  la. 


servi  pour  réaliser  un  système  circulo-circulaire,  c'est-à- 
dire  une  disposition  propre  k  transformer  un  mouvement 

(*)  Voir  B€9U9  teientifique,  tome  cité,  p.  49^. 

Ann.  de  Mathém.,  a«  série,  t.  XIV.  (Décembre  1875.)        35 
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circalaire  en  un  antre  mouvement  circulaire,  diflerentde 
celui  de  M.  Peaucellier  (*)  {fig.  ii  et  12).  On  obtient  ce 
nouvel  élément  en  supposant  m  =  mi  et  n  <^  m  dans  les 
fig.  I  et  a  et  dans  Téquation  (1),  ce  qui  donne  les  fig.  11 
et  12,  ou  plus  généralement  les  fig.  i3  et  14»  et  la  re- 
lation 

(8)  (nï  —  w)p'±/îppi  =  /M(c» — n*), 

le  signe  +  correspondant  à  la  forme  positive  (fig.  1 1  et 
i3],  et  le  signe  —  a  la  forme  négative  {fig.  12  et  14). 

Fîff.  i3. 


Lorsque,  dans  cet  élément,  le  point  P|  décrit  une  cir- 
conférence qui  ne  passe  pas  par  le  point  fixe  A,  le  point  P 
décrit  une  anal  la  gma  tique  du  quatrième  ordre  ^  cette  dis- 
position peut  donc  servir  à  la  description  de  ces  courbes 
aussi  bien  que  l'élément  11^  mais,  si  la  circonférence 
décrite  par  Pi  contient  le  point  d*appui  A,  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  P  se  décompose  en  deux  cercles,  ce  qui 
explique  précisément  comment  cet  élément  a  pu  servir 
a  M.  Sylvester  pour  la  transformation  d^un  mouvement 
circulaire  en  un  autre  mouvement  circulaire. 

{*)  Voir  Kevue  teienti/îque,  tome  cité,  p,  493»  aot«. 
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Si  l'on  fixe  le  point  P|  au  lieu  du  point  A,  il  faudra 
changer,  dans  les^g.  ii-i4i  A, Pi,  M,  M', N,N' respec- 
tivement en  Pi,  A,  N,]N',  M, M'  et,  dans  la  formule  (8), 
c,  m,  w,  p  respectivement  en  m,  c,  mi ,  p  -+-  pi  ou  en  m, 
c^  niij  p  —  pu  selon  que  Ton  prend  cette  formule  avec  le 
signe  -h  ou  avec  le  signe  —  ;  on  aura  donc,  pour  la  dis- 
position  actuelle,  la  relation 

(9)       (c  —  /M,)p*-I-  cpj  ±  (2c  —  OT,)pp,  =  c{m^—  m]), 

et  Ton  choisira  ici  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur, selon  que,  le  point  Pi  étant  fixe,  le  nouvel  élément 
sera  négatif  ou  positif. 

y.    Extracteur   hinôme   quadratique   de   M.   Syl" 
uester  {*)  (fig.  i5).  —  Dans  Télément  généralisé  (Jig»  1 


Fîff.  i5. 


Fig.  16. 


ou  2),  fixons  le  point  P,  au  lieu  du  point  A;  cela  re- 
vient à  changer  respectivement,  dans  les  Jîg.  i  et  2,  A, 
Pi,  M,  M',  N,  W  en  Pi,  A,  N,  N',  M,  M'  et,  dans  la  for- 
mule (i),  c,  m,  mt,  71  en  m,  c,  n,  mi,  et  p  en  p  +  pi  ou 
p  —  pi,  selon  que  l'on  prend  la  formule  (1)  avec  les 
signes  supérieurs  ou  avec  les  signes  inférieurs^  on  aura 


(*)  Voir  Bévue  tcientifique,  tome  cité,  p.  49^* 


35. 
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ainsi 

p[(p  ±  Pi)' -^ '"?-'"']        "'I 

Faisous  maintenant  n  =  c,  mi  =  2C*,  cette  hypo- 
thèse conduit  à  rélcmcnt  de  la  Jig.  i5,  qnî  n'est  antre 
chose  que  l'extracteur  binôme  quadratique  de  M.  Syl- 
vester,  ou,  plus  généralement,  à  \^  Jig.  i6\  la  relation 
(lo)  devient 

(ir)  pj«-p.=  ;„»-4c'. 

Les  doubles  signes  ont  disparu,  et  il  n*y  a  plus  lieu  de 
distinguer  la  forme  positive  et  négative.  La  relation  (ii) 
fait  voir  que,  lorsque  l'un  des  bras  est  égal  à  ^x* -H  A, 
k  étant  une  constante,  l'autre  bras  est  égal  à  x,  ce  qui 
explique  le  nom  de  Télément.  En  outre,  cet  appareil  a 
servi  à  M.  Sylvestcr  pour  tracer  les  lemniscatoïdes  en 
général  au  moyen  de  sept  tiges,  et  à  M.  Henrici  pour 
tracer  la  lemniscate  ordinaire  au  moyen  de  cinq  tiges 
seulement  (*). 

Si,  dans  l'extracteur  binôme  quadratique,  on  fixait  le 
point  Pi  au  lieu  du  point  A,  on  tirerait,  pour  cette  nou- 
velle disposition,  directement  de  l'équation  (i),  en  y  po- 
sant mi  =.7/,  rt  =  am,  la  relation 

(12)  ^'^Z^T.^^,  z=  4m»— .  c^ 

La  même  relation  s'obtiendrait  de  l'équation  (8),  en  y 
posant  n=r  2in;  l'élément  auquel  on  est  conduit  en  fixant 
le  point P|  dansles^î^.  i5ou  16  n'est  donc  qu'uncas  par- 
ticulier de  l'élément  IV,  et,  en  se  rappelant  ce  qui  a  été 
dit  sur  la  description  des  anallagmatiques  du  quatrième 
ordre  au  moyen  de  ce  dernier  appareil ,  on  voit  que  l'ex- 
tracteur binôme  quadratique  peut  aussi  servir  k  la  des- 

(*  )  Voîp  Bévue  scientifique,  tome  cité,  p.  493  et  49^* 
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cription  de  ces  courbes,  si  Ton  y  fixe  le  point  Pi  au  lieu 
du  point  A. 

VI.  Élément  pantographique  (*)  (fig.  17  et  1 8).  — 
Posons,  dans  notre  élément  généralisé,  m^  =  /n,  n=zc\ 
lesfig.  I  et  a  donneront  les  Jig.  17  et  18,  où  ANPN', 


Pi  MPM^  sont  deux  losanges  à  côtés  parallèles,  ou,  pins 
généralement,  les  Jig.  19  et  20,  et  Téquation  (1)  de* 
viendra 


(i3) 


p,  C 


le  signe -H  correspondant  à  la  forme  positive  (Jig>  17 
et  19},  et  le  signe  —  à  la  forme  négative  (Jig.  18  et  20). 
On  voit,  par  Téquation  (i3),  que  l'élément  considéré 
transforme  une  figure  donnée  en  une  autre  figure  sem- 
blable, ce  qui  justifie  le  nom  de  l'appareil. 

Si,  dans  Télément  pantographique,  on  fixe  le  point  Pi 
au  lieu  du  point  A,  il  faudra  changer,  dans  les  Jîg.  17- 
20,  A  en  Pi  et  Pi  en  A,  N,  N'  en  M,  M',  et  M,  M'  en  N, 

(*)  Voir  Hevtte  scientifique,  tome  cité,  p.  49a. 
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N',  et,  dans  la  formule  (i3),  c  enm,  m  en  c  et  p  en  p+pi 
ou  en  j9  —  pi,  selon  que  Ton  prend  celte  formule  avec  le 

Fig.  19. 


signe  +  ou  le  signe  — ;  le  nouvel  élément  effectuera 
donc  une  transformation  exprimée  par  Téquation 


(«4) 


et  sera  par  conséquent  aussi  un  élément  pantographique, 
mais  d^un  module  différent  de  celui  de  Télément  pri- 
mitif. 

En  résumé,  on  voit  donc  que  les  différents  éléments 
connus  que  nous  venons  de  considérer  ne  sont  en  effet 
que  des  cas  particuliers  de  Télément  généralisé. 

6.  Mais,  comme  il  a  été  déjà  dit  plus  haut,  tous  ces 
éléments  connus  sont  de  la  première  espèce,  c'est-à-dire 
que,  dans  tous  ces  appareils,  les  deuxièmes  guides  sont 
toujours  adaptés  par  leurs  extrémités  libres,  ou  aux  deux 
connecteurs  ou  aux  deux  premiers  guides.  Après  avoir 
examiné  les  appareils  de  ce  genre,  il  est  naturel  de  se 
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demander  si  Ton  ne  pourrait  pas  obtenir  d^autres  dis* 
positions  noavelles  et  utiles  parmi  les  éléments  de  la 
deuxième  espèce,  où  les  extrémités  libres  des  deuxièmes 
guides  s*appuient  sur  un  conuecteur  et  un  premier  guide 
adjacent. 

Je  ne  reproduis  pas  ici  Tanalyse  un  peu  minutieuse, 
mais  très-simple,  de  celte  question.  Celte  analyse  nous 
apprend  qu*en  se  bornant  au  même  degré  de  simplicité 
que  pour  le  cas  des  éléments  de  la  première  espèce,  c^est- 
à-direen  ne  considérant  que  les  éléments  de  la  deuxième 
espèce,  jouissant  de  la  propriété  que  leur  point  d'appui 
et  leurs  deux  pôles  restent  constamment  en  ligne  droite 
pendant  le  mouvement  de  l'appareil ,  les  seuls  éléments 
auxquels  on  se  trouve  conduit  sont  Pex  tracteur  binôme  qua- 
dratique de  M.  Sylvester  et  Télément pantographique  sous 
une  forme  particulière  servant  à  doubler  les  rayons  vec- 
teurs, ce  qui  nous  indique  une  propriété  curieuse  de  ces 
deux  éléments ,  de  pou  voir  serv  i  r  en  même  tempsd'éléments 
de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  selon  que  Ton 
fixe  dans  \^fig*  i5  le  point  A  ou  le  point  M,  et  dans  la 
Jig,  17,  considérée  dans  Tliypothèse  PM  =  MN,  le  point 
A  ou  le  point  N.  On  ne  retrouve  ainsi,  parmi  les  éléments 
delà  deuxième  espèce,  que  des  variétés  déjà  connues,  oe 
qui  montre  que  cettesecondesolutionpossibledu  problème 
est  stérile,  et  que,  autant  que  l'on  se  borne  à  cette  classe 
simple  d'éléments,  dont  le  point  d'appui  et  les  deux  pôles 
sont  assujettis  à  rester  constamment  en  ligne  droite,  de 
nouvelles  dispositions  ne  peuvent  être  cberchées  que 
parmi  les  éléments  de  la  première  espèce. 

7,  Il  a  été  proposé  récemment,  par  M.  Kemp,  un  sys- 
tème particulier  à  six  tiges,  présentant  une  nouvelle  so- 
lution du  problème  de  la  transformation  d'un  mouve- 
ment circulaire  en  un  mouvement  rectiligne  parfait.  Ce 
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système  ingénieux  joue,  parmi  les  éléments  connus,  un 
ràle  tout  à  fait  exceptionnel;  il  ne  jouit  plus  de  la  pro- 
priété commune  à  tous  les  éléments  que  nous  venons 
d'étudier,  d'avoir  constamment  trois  de  ses  articulations, 
le  point  d'appui  et  les  deux  pôles,  en  ligne  droite,  et  ne 
peut  pas,  par  conséquent,  élre  déduit  comme  cas  parti- 
culier de  notre  élément  généralisé.  Néanmoins,  pour 
compléter  l'exposé  de  tous  les  systèmes  connus  à  six  tiges, 
nous  jugeons  à  propos  d^en  donner  ici  la  description  et 
la  théorie. 

On  forme  un  quadrilatère  ANPN'  {fig^  ai),  a  diago- 

Fig.  ai. 


nales  rectangulaires,  dans  lequel  AN  =  PN,  AN'=  PN'; 
on  prend  le  sommet  A  pour  point  d'appui,  le  sommet  P 
pour  premier  pôle,  et  par  conséquent  les  côtés  AN=:  c, 
AN'=  c'  pour  connecteurs  et  les  côtés  PN  =  c,  PN'=  d 
pour  premiers  guides.  On  construit  ensuite  sur  les  côtés 
PN,  PN'  un  second  quadrilatère  NPMTi,  tel  que 

NP,  =  NP  =  r,     P.M'=  PM'  =  î*, 

c 

et  Ton  prend  son  sommet  P^  pour  deuxième  pôle  et  ses 
côtés  P,N,  P,M'  pour  deuxièmes  guides.  Dans  cet  élé- 
ment, les  bras  seront  représentés  par  les  droites  AP=py 
APi  =  /D,  ;  et  l'on  peut  faire  voir  que,  si  le  pôle  P  décrit 
une  circonférence  passant  par  le  point  fixe  A  et  dont 
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le  centre  n  est  symétrique  au  point  M'  par  rapport 
à  la  droite  AP,  le  pôle  Pi  décrira  une  droite  qui  passe 
par  A  et  qui  est  perpendiculaire  au  côté  N'P  du  premier 
quadrilatère  ANPN^  En  effet,  pour  faire  décrire  au 
point  P  la  circonférence  demandée,  il  suffit  d'ajouter  au 
système  considéré  de  six  tiges  une  septième  tige  Vu  égale 
et  parallèle  à  N'A  et  de  fixer  l'extrémité  ir  de  celte  nou- 
velle tige.  La  figure  AttPN' restera  un  losange  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  de  l'instrument,  et  ses  deux 
diagonales  AP,  N'tt  resteront,  en  vertu  d'une  propriété 
déjà  mentionnée  (n^3),  constamment  perpendiculaires 
entre  elles.  Désignons  respectivement  par  0,  0i  les  angles 
PAtt,  P|  Air  que  les  deux  bras  p,  Pi  font  avec  la  droite 
fixe  Air,  par  jui,  v  les  angles  PAN,  Pi  ANque  ces  bras  fout 
avec  le  côté  AN,  et  para,  (3  les  angles  opposés  AN'P,  ANP 
du  quadrilatère  ANPN'^  on  aura,  dans  une  position 
quelconque  de  l'appareil. 


,  =  0  +  v  — ^,ô  =  9o«— î. 


et,  par  conséquent, 


e,=9oo 


a 


2 


D'autre  part  les  deux  quadrilatères  ANPN',M'PNPi  étant 
constamment  semblables,  les  triangles  isoscèles  ANP, 
ANPi  donnent  respectivement 

6  6  — a 

p  =  9oo-^,     y=zgoo__t^ — 
On  aura  donc 

e.  =  90--.  -  -h 90--.  '— 90»+  ^  =90-, 

c'est-à-dire  que  le  rayon  vecteur  p,  du  point  P|  demeure 
constamment  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  Att;  le 
point  P|  décrit  donc  une  droite  APi  perpendiculaire  à 
Air  ou  à  la  droite  N'P  et  passant  par  le  point  fixe  A. 
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APPENDICE. 


8.  Pour  donner  une  éaumération  complète  de  tons  les 
types  de  systèmes  articulés  qui  ont  été  proposés  depuis  la 
découverte  de  M.  Peaucellîer,  il  ne  reste  à  ajouter  i 
ce  qui  vient  d*ètre  dit  sur  les  systèmes  à  six  tiges  que  la 
description  d^un  petit  nombre  de  systèmes  à  huit  etâ 
quatre  tiges. 

SrSTÈMES   A   HUIT   TIGES. 

I.  Protracteur  de  M.  Peaucellîer  (*).  —  Considé- 
rons un  inverseur  ordinaire  à  six  tiges  de  M.  Peaucellîer, 
et  joignons  son  deuxième  pôle  Pi  par  une  septième  tige 
avecun  point  ir  situé  de  manière  que  irPi=7r  A  {Jig-  2a). 


Fig.   32. 


Fig.  93. 


Si,  outre  le  point  A,  on  fixe  dans  ce  système  le  point  ;r, 
le  pôle  Pi  se  déplacera  suivant  une  circonférence  passant 
par  A  et,  diaprés  les  propriétés  connues  de  Tinversenr, 
le  pôle  P  décrira  une  droite  Vp  perpendiculaire  à  la 

{*)  Voir  Nouvelles  Jnnales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  Xlf,  annér 
1873. 
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ligne  des  centres  Air;  par  conséquent,  si  Ton  relie  les 
deux  points  fixes,  A,  ?r  par  une  nouvelle  tige,  et  si  Ton 
imagine  une  barre  rigide  liée  invariablement  au  point  p 
à  cette  huitième  tige  Att  suffisamment  prolongée,  per- 
pendiculairement à  la  tige  Att,  cette  barre  sera  pendant 
le  mouvement  de  Tappareii  constamment  dirigée  vers  le 
point  P.  En  rendant  maintenant  aux  points  A  et  tt  leur 
mobilité  et  eu  fixant  le  point  P,  on  obtient  un  appareil  à 
huit  tiges  qui  jouit  de  cette  propriété  que,  lorsque  l'un 
des  points  de  la  barre  liéed^une  manière  invariable  en  p, 
perpendiculairement  à  Air,  décrit  une  courbe  donnée 
ps=y(6),  tout  autre  point  de  cette  barre  décrira  une 
seconde  courbe  p±c  =y (9),  que  Ton  obtient  de  la  pre- 
mière, en  augmentant  ou  en  diminuant  tous  ses  rayons  vec- 
teurs d'une  quantité  constante  c,  et  qui  constitue  ce  que 
Ton  peut  nommer  la  protraction  ou  la  rétraction  radiale 
de  la  courbe  proposée.  Ainsi,  si  un  premier  point  de  la 
barre  décrivait  une  droite  ou  un  cercle,  un  second  point 
décrirait  respectivement  une  conchoïde  ordinaire  ou 
un  limaçon  de  Pascal,  etc. 

II.  Sytèmes  à  huit  tiges  de  M.  Sylvester  (*).  —  Dans 
un  inverseur  ordinaire  à  six  tiges,  substituons  à  la  tige 
PM  (fig*  a3)  une  tige  égale  et  parallèle  MiF,  passant 
par  le  point  d'intersection  O  des  diagonales  du  losange; 
articulons  aux  points  P,,  P  deux  nouvelles  tiges  AiP, 
A|Pi  réunies  par  une  articulation  en  un  point  Ai  de  la 
diagonale  MM^  prolongée,  et  fixons  le  point  O.  En  pre- 
nant pour  bras  les  longueurs  OA  =  p,  OAi  =pi,  ce  sys- 
tème à  huit  tiges  établira  entre  ces  bras  la  relation 

p'-h  pj  =  const. 

En  effet,  les  deux  droites  AO,  AfO  restant  constamment 

{*  )  Voir  Revue  teientifique,  tomo  cité,  p.  498- 
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perpendiculaires  entre  elles  pendant  le  monrement,  on 
aura,  dans  chaque  position  de  l'appareil, 


d'où 


p>-f.pJ=:AMVA,p/  — P.M'', 


OU,  en  posant 

AM  =  AM'=:r,     P,M  =  P.M'==  PM'=  P' M,  =  ot, 

A,P  =  A,P,=7, 

p'-4-pî  =c»-4-7« — m*=rconst. 

On  voit  donc  que  cet  appareil  peut  servir  i  la  transfor- 
mation de  ^k  —  x'  en  x,  k  étant  une  constante;  en 
outre,  M.  Sylvester  Ta  employé  pour  la  description 
de  l'inverse  d'une  conique  par  rapport  au  centre  de  cette 
conique,  et,  en  le  combinant  convenablement  avec  un 
inverseur  a  six  tiges,  pour  la  construction  d'un  conico- 
graphe  d'un  même  nombre  de  tiges  que  celui  de  M.  Peau- 
cellier,  mais  pratiquement  plus  avantageux  (*). 

Remarquons  qu'en  choisissant  dans  ce  système  à  huit 
tiges  les  paramètres,  de  manière  a  satisfaire  à  la  condi- 
tion c*  -H  y'  —  m*  =  I ,  l'appareil  effectuera  la  transfor- 
mation de  ^i  —  X*  en x ou  de  cosO  en  sin6.  Et, si  M.  Syl- 
vester emploie,  pour  la  transformation  du  cosinus  en 
sinus,  cinq  éléments  à  six  tiges  (*^),  cela  ne  tient  qu'à 
cette  circonstance  que,  dans  le  système  considéré  à  huit 
tiges,  les  deux  bras  ne  sont  pas  comptés  sur  une  même 
droite,  comme  dans  tous  les  éléments  à  six  tiges,  mais 
sur  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  ce  qui  of- 

(*)  Voir  Revue  seienti/içue,  tome  cité,  p.  498. 
(*»)  /*iV/.,  p.  496. 
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frirait  un  grand  inconvénient  toutes  les  fois  que  l'on  a 
à  construire  des  combinaisons  de  plusieurs  systèmes, 
comme  cela  a  lieu  dans  les  questions  considérées  par 
M.  Sylvester. 

Systèmes  à  quatre  tiges. 

I.  Système  de  M.  Roberts  (*).  —  Soit  CDD,Ci 
{Jig.  24)  un  quadrilatère  articulé  formé  de  quatre  tiges, 
et  tel  que  les  côtés  adjacents  soient  égaux  deux  à  deux, 
c'est-à-dire  que  CCt=CD  =  a,  DiD  =  D,Ci==i.  Si 
Ton  fixe  les  deux  sommets  C,  C|  ou  la  tige  CCi,  chaque 
point  de  la  tige  DD|  et  du  plan  emporté  par  cette  tige 
décrit  une  inverse  de  conique.  La  démonstration  de  cette 
propriété,  due  à  M.  Roberts,  ne  pourrait  pas  trouver 
place  ici  (**). 

On  voit  donc  que  le  système  de  M.  Roberts  offre  un 
moyen  de  décrire  une  inverse  de  conique  au  moyen  de 
trois  tiges  seulement.  De  plus,  M.  Mannheim  a  trouvé 
cette  propriété  aussi  curieuse  qu'élégante,  que  le  déplace- 
ment de  la  tige  DDi,  dans  ce  système,  peut  s'obtenir  par 
le  roulement  d'un  ovale  de  Descartes  dans  un  ovale  de 
Descartes. 

IL  Système  de  M.  Hatt  (***),  —  luiaginons  de  nou- 
veau un  quadrilatère  articulé  CDiDCt,  mais  tel  que  les 
côtés  o;>/^05é5  soient  égaux  deux  à  deux,  c'est-à-dire  que 
CCi=DDi  =  a,  CDi=  CiD  =  i;  nous  aurons  devant 
nous  ou  un  parallélogramme  ou  un  trapèze  isoscèle^ 

(*)  Voir  Revue  scienti/îque,  4*  année,  a*  série,  numéro  du  3  janvier 
1875,  p.  640. 

{**)  Cette  démonstration  est  indiquée  dans  le  compte  rendu  de  la 
communication  faite  par  M.  Sylvester  dans  la  troisième  session  de  l'As- 
sociation française  pour  ravancement  des  sciences  (Congrès  de  Lille. 
1874)»  inséré  dans  la  Revue  scientifique,  numéro  du  3  janvier  1876. 

(***)  Uid. 
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considérons  le  dernier  cas  représenté  sur  Isijîg.  25.  Si, 
dans  ce  système,  on  fixe  les  deux  sommets  C,  Ci  ou  la 
tige  CCi,  chaque  point  de  la  tige  DD|  et  du  plan  em- 
porté par  cette  tige  décrira  une  inverse  de  conique  (*), 
ce  qui  fournit  un  second  moyen  de  décrire  ces  inverses 


Cl 


Fig.  a5. 
c                      D 

/ 

><\ 
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T,            T 
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au  moyen  de  trois  tiges.  La  propriété  analogue  à  celle 
qui  a  été  trouvée  par  M.  Manuheim  pour  le  système  de 
M.  Roberts  consiste  ici  en  ce  que  le  déplacement  de  la 
tige  DDi  s^obtient  en  faisant  rouler  une  ellipse  sur  une 
ellipse  égale  ou  une  hyperbole  sur  une  hyperbole  égale; 
celte  propriété  est  due  à  M.  Clifford  (♦*). 

Si»  dans  le  système  a  quatre  tiges  de  M.  Hart,  on  fixe,  au 
lieu  des  deux  sommets  C,  C|,  un  point  quelconque  A  du 
côté  ce, ,  et  que  Ton  prenne  sur  les  tiges  CDi,  CiD  deux 
points  P,  Pi  situés  avec  le  point  A  sur  une  même  droite 
parallèle  aux  diagonales  CD,  CiDi  du  trapèze,  les  trois 
points  A,  P,  Pi  resteront  toujours  en  ligne  droite,  et  le 
produit  des  longueurs  AP,  APj  restera  constant  pendant 
le  mouvement  de  l'instrument.  Ainsi  le  système  consi- 
déré présente  un  inverseur  qui  diffère  essentiellement 
de  celui  de  M.  Peaucellier,en  ce  quMl  ne  compte  plus  que 
quatre  tiges  au  lieu  de  six.  Pour  démontrer  la  propriété 

C^)  On  trouvera  la  démonstralion  de  cette  propriété  dans  le  compte 
renda  cité  de  la  communication  de  M.  SyWetter. 
{♦*)  Ihid. 
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énoncée,  posons  AP  =  p,  APj  =  Pi,  ACi  =  <ii,  AC  =  a„ 
CD  =  «,  CiDi=  (3;  la  similitude  des  triangles  CCiDi, 
CAP  et  Ci  CD,  Cl  APi,  similitude  qui  se  conserve  pen- 
dant le  mouvement,  donne  les  deux  proportions 

p  :  p  =  a,  :  tf, 
p,  :  «  =  fl,  :  /i, 
d'où 

D'autre  part,  il  est  aisé  de  voir  que  le  produit  a^  des  dia- 
gonales du  trapèze  reste  constant  pendant  le  mouvement. 
En  effet,  en  nommant  8  la  commune  grandeur  des  pro- 
jections CiE,  D|F  des  côtés  CCi,  DDi  sur  la  diagonale 
CiD|,  on  a 

Mais  les  triangles  rectangles  Ci  FD,  Ci  EC  donnent  res- 
pectivement, en  désignant  par  h  la  hauteur  CE  du  tra- 
pèze, 

En  retranchant  la  seconde  de  ces  égalités  de  la  première, 
il  vient 

et,  par  conséquent, 

ap=zb^  —  a^=z  const. 

Si  Ton  porte  maintenant  cette  valeur  du  produit  aj3  dans 
l'expression  trouvée  plus  haut  pour  le  produit  ppi^  on 
obtient 

Les  quantités  a,  i,  a^  a^  étant  invariables,  on  voit  que 
le  produit  ppi  reste  constant  pendant  le  mouvement.  On 
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pourrait  démontrer  d'une  manière  tout  à  fait  analogue 
que,  si  l'on  fixe  un  des  trois  points  Ai,  Pt,  P  au  lieu  du 
point  A,  les  produits  AiP.AiPi,  PjAi.PiA,  PA.PAi 
resteraient  respectivement  constants;  Tappareil  peot 
donc  servir  dMnverseur  de  quatre  manières  différentes. 

D'après  !a  propriété  qui  vient  d'être  démontrée,  le 
point  A  étant  fixe,  si  l'un  des  pôles  P,  Pi  décrit  une  cir- 
conférence passant  par  A,  le  second  pôle  décrira  une 
droite.  Le  système  de  la  fig.  ^5  donne  donc  la  solution 
du  problème  de  la  transformation  d'un  mouvement  cir- 
culaire en  un  mouvement  rectiligne  exact  au  moyen  de 
cinq  tiges  seulement,  en  comptant  la  tige  qui  doit  relier 
le  pôle  décrivant  la  circonférence  au  centre  fixe  de  cette 
circonférence  (*).Et5  si  l'on  observe  que,  d'une  part, 
tout  système  de  tiges  articulées  servant  à  résoudre  cette 
question  doit  être  formé  d'un  nombre  impair  de  tiges, 
et  que,  d'autre  part,  un  système  de  trois  tiges  ne  donne 
point  de  solution  rigoureuse  du  problème,  on  voit  que, 
parmi  tous  les  systèmes  imaginables  de  tiges  articulées 
propres  à  résoudre  rigoureusement  la  question  de  la  trans- 
formation d'un  mouvement  circulaire  en  mouvement  rec- 
tiligne, celui  de  M.  Hart  est  formé  du  plus  petit  nombre 
possible  de  tiges  (**)• 


(*)  Dans  la  quatrième  Bcssion  de  l'Association  française  pour  Taran- 
cernent  des  sciences  (Congrès  de  Nantes,  1875),  M.  Bré(piet  fils  a  fait 
Toirun  très-heau  modèle  en  cuivre  de  ce  système  à  cinq  tiges. 

{**)  Les  divers  systèmes  à  quatre,  six  et  huit  tiges, décrits  dans  ce  fra- 
Tail,  épuisent,  je  crois,  le  nombre  total  des  types  connus  de  systèmes 
articulés,  c'esl-â-dire  des  systèmes  simples  et  essentiellement  distincts 
qui  ont  été  proposés;  tous  les  autres  systèmes  connus  n'en  présentent 
que  des  combinaisons  plus  ou  moins  compliquées.  C'est  à  cette  seconde 
classe  de  systèmes  combinés  on  multiples  qu'appartiennent,  par  exemple, 
les  divers  eonicograpkes  de  MM.  Pcaucellier,  Sylvester,  Hart,  etc.,  à 
quinze,  treize,  onze,  neuf,  sept  tiges  (combinaisons  d'un  système  propre 
à  décrire  l'iaverse  d'une  conique,  comme  le  système  de  M.  Sylvester  à 
huit  tiges,  ceux  de  MM.  Roberts,  Hart,  etc.,   avec  un   inverseur   de 
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THÊORBilE  DE  GÉOMËTRIE^ 

Pab  m.  C.  CHADU, 

Professeur  au  lycée  de  Mont-de-Marsan. 


Soient  a,  j3,  y,  5  quatre  points  pris  sur  chacun  des 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD;  soient  P,  P' 
les  points  d'intersection  de  la  droite  ay  avec  chacun 
des  plans  BC^,  AD(3.  Démontrer  la  relation 

Aa.Bp.Cy.D^  _  Pa      PTa 
A^.Ba.Cp.Dv  ""P^  '  P'v' 

Plaçons  en  A  un  point  matériel  dont  la  masse  A'  soit 
prise  arbitrairement  et  en  B,  C,  D  trois  autres  points 
matériels  dont  les  masses  B',  C,  IV  soient  telles  que 

a  soit  le  centre  de  gravité  de  A'  et  B', 
p  «  »  B'  et  C, 

7  »  »  C  et  D'. 


M.  Peaucellier  ou  de  M.  Harl);  le  paradoxe  cinématique  de  M.  Sylyestcr 
à  soixante-treize  tiges  obligeant  deux  points  non  liés  entre  eux  à  rester 
à  une  distance  inyariable  et  servant  h.  réaliser  le  mouTement  d'un  ou  de 
plusieurs  points  suivant  la  ligne  des  centres  (combinaison  de  huit  inver- 
seurs de  M.  Peaucellier  et  de  cinq  extracteurs  binômes  quadratiques); 
les  systèmes  de  M.  Sylvester  à  vingt-cinq  tiges,  pour  produire  un  mou^ 
vcment  suivant  une  parallèle  à  la  ligne  des  centres  (combinaison  de 
deux  inverseurs  de  M.  Peaucellier  avec  deux  extracteurs  binômes  qua- 
dratiques), et  à  quarante-trois  tiges  pour  produire  un  mouvement  sui- 
vant une  droite  formant  un  angle  donné  avec  la  ligqcdes  centres  (com- 
binaison de  quatre  inverseurs  de  M.  Peaucellier,  de  deux  extracteurs 
binômes  quadratiques  et  d'un  élément  pan tograpbique);  les  divers  sys- 
tèmes servant  à  l'extraction  des  racines,  etc.  Il  est  évident  que  la  théorie 
de  ces  systèmes  multiples  ne  présente  aucune  difGculté  dès  que  Ton  con- 
naît les  propriétés  des  systèmes  simples  qui  les  constituent. 
Jnm,  d€  Mathimat.^  2«  série,  t.  XIV.  (Décembre  1 875.)         36 
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Ces  conditions  entraînent  les  relations 

^'^  Ba^A''      Cp^B''      Dy^C' 

Le  centre  de  gravité  du  système  A',  B',  C,  U  sera  sur 
la  droite  ay;  d^ ailleurs  il  est  dans  le  plan  J3  AD;  il  devra 
donc  se  trouver  en  P  à  Tintersection  de  la  droite  et  du 
plan. 

Par  conséquent 

P7""A'H-  B'" 
En  tenant  compte  des  relations  (i),  on  aura 

Pa^Aa.Bp(C7-f-D7) 
^    ^  P7        Cp.Dy  (Aa-4-Ba)' 

F  étant  le  point  d'intersection  de  la  droite  ay  et  du  plan 
^BC,  on  aura  de  même 

Fa_  A^.Ba(C7  +  D7} 
^    ^  P'7        D^.C7  (Aa4-Ba)* 

En  divisant  membre  à  membre  les  relations  (3)  et  (3), 
on  obtient  Tégalité  qui  fait  Tobjet  du  théorème. 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  droites  ay,  (3$  soient  dan  s 
un  même  plan,  les  deux  points  P  et  F  se  confcmdent  : 

Pa  ,  Fa_ 
P7  '•  P'7'"'' 
et  alors 

Aa.Bp.C7.D5 


A<}.Ba.Cp.D7 


On   trouve   donc  comme  cas  particulier  le   théorème 
suivant  : 

Quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d^un  qua- 
drilatère gauche,  il  y  forme  huit  segments,  tels  que  le 
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produit  de  quatre  d'entre  eux,  qui  n'ont  pas  d'extré- 
mité  commune,  est  égal  au  produit  des  quatre  autres. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  établir 
le  théorème  précédent  est  due  à  Jean  Ce  va,  géomètre 
italien  [Aperçu  historique,  p.  394)» 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  H76 

(  Tolr  a*  sérlo,  t.  XIV,  p.  a8S  }, 

Par   m.   MORET-BLANC. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  tels  qu'une 
conique  donnée  se  projette  suivant  un  cercle  ayant  pow 
centre  la  projection  d'un  point  donné  sur  le  plan  de  la 
conique.  (Pellex.) 

On  sait  que,  si  deux  coniques  tracées  sur  une  surface 
du  sçcond  ordre  se  coupent,  le  carré  de  la  demi-corde 
commune  est  égal  au  produit  des  segments  qu'elle  inter- 
cepte sur  le  diamètre  de  chaque  conique  passant  par  son 
milieu  multiplié  par  le  carré  du  rapport  du  demi-dia- 
mètre de  la  conique  parallèle  à  la  corde  au  demi-diamètre 
conjugué.  Si  les  coniques  ne  se  coupent  pas,  le  théorème 
subsiste  pour  riniersection  de  leurs  plans  et  les  diamètres 
conjugués  à  sa  direction,  en  ce  sens  que  les  deux  pro- 
duits, qui  étaient  égaux  au  carré  de  la  demi- corde  com- 
mune, restent  égaux  entre  eux. 

Gela  posé,  soient  O  un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
conique  (C),  MN  sa  polaire,  O'  le  point  où  elle  est  cou- 
pée par  le  diamètre  ÂB  de  la  conique  qui  passe  par  le 
point  O.  Prenons  sur  cette  polaire,  à  partir  de  O',  deux 

36. 
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longueurs  (V  M,  O'  N,  telles  qae 

0^*=Ô^'=0'A.O'B.--» 

a* 

2a  et  ai  désignant  le  diamètre  AB  et  son  conjugué  paral- 
lèle à  MN, 

Soit  S  le  sommet  d^un  cône  de  projection.  La  projec- 
tion du  point  O  sera  le  centre  de  la  courbe  projection  de 
(C),  si  Ton  prend  le  plan  du  tableau  parallèle  ao  plan 
(S,  MN),  car  le  pôle  d'une  droite  située  à  Tinfini  est 
au  centre  de  la  courbe.  Pour  que  la  courbe  soit  un 
cercle,  il  faut  : 

i^  Que  la  droite  MN  ne  rencontre  pas  le  cône,  et, 
par  suite,  que  le  point  O  soit  a  l'intérieur  de  la  co- 
nique (C)  5 

a^  Que  le  plan  (S,MN)  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle  infiniment  petit,  et,  comme  MN  sera  la  direction 
conjuguée  de  SCX,  il  faut  que  ces  deux  droites  soient  rec- 
tangulaires, et  de  plus,  en  vertu  du  théorème  énoncé 
plus  haut,  on  aura  les  relations 

O^"  =  0' A.O'B  ^  =  O^* , 
à* 

0'S  =  0'M. 
Le  lieu  du  point  S  est  donc  la  circonférence  décrite  da 
centre  C avec  un  rayon  (yS  =  -  ^O'A.O^B  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  MN('^). 

(*)  Foir  PoNCiLBT,  Propriétés  projectives  des  figures,  n®  IIO- 
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QUAI   08S  ACQUSTIKS,    65,  A    PA^IS. 


GALLON  (Gh.)*  —  Cours  de  coBStrnolioii  de  maddnes,  professé  à  TÉcoIe 
centrale  des  Arts  et  Manufactures,  Àlbum  cartonné,  contenant  1 1 8  planches 
in-folio  de  dessins  avec  cotes  et  légendes  (Matériel  agricole.  Hjffrau^ 
liqiie)  ;  1875 3o  fr. 

LOTAU  (Achille),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures.  —  Album  des  char- 
pentes en  bois,  renfermant  différents  types  de  planchers,  pans  de  bois, 
combles^  échafaudages,  ponts  provisoires,  etc.  Grand  in-8,  contenant 
120  planches  de  dessins  cotés;  1873. a5  fr. 

MAIRE,  Capitaine  du  Génie.  —  Éléments  de  fortification  passagère,  à  Tu- 
sage  des  officiers  de  toutes  armes. 

I"  et  II'  Partie  :  Étude  générale  des  retranchements.  Construction  et 

organisation  des  retranchements,  In-8  avec  figures;  1870 4  fr. 

m*  Partie  :  Application  au  terrain,  In^S  ;  1875. 4  fr. 

MANSION  (Panl),  Professeur  à  TDniversité  de  Gand.  —  Théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  dn  premier  ordre.  In-8;  1875. . .    6  fr. 

PEAUGELLIER,  Lieutenant-Colonel  du  Génie.  —  Méâioirô  sur  les  condi- 
tions de  stabilité  des  Toutes.  In^8,  avec  Ggures ;  1875 2  fr. 

PHILLIPS,  Membre  de  Tins ti tut. —  Cours  d^Hydraulique  et  d'Hydrosta- 
tique, professé  à  l'École  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  (La  rédaction 
est  de  M.  AL  Gouilly,  agrégé  des  lycées,  répétiteur  du  cours  de  M.  Phil- 
lips. )  Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte  ;  1875 i5  fr. 

ROUGHË  (Eugène),  Professeur  à  l'École  Centrale,  Répétiteur  à  TÉcole 
Polytechnique,  etc. ,  et GOHBEROIISSE  (Charles  de),  Professeur  à  l'École 
Centrale  et  au  Collège  Chaptal,  etc.  —  Tiraité  de  Géométrie  élémentaire, 
conforme  aux  derniers  Programmes  officiels,  renfermant  un  très-grand 
nombre  d'Exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à  1' Exposition  des 
PRINCIPALES  Méthodes  de  là  Gbométrib  moderne.  3*  édition,  revue  et  no- 
tablement augmei^tée.  In*-8 ,  xxxvi-890  pafgés,  avec  6r  r  ûguresdans le  texte 

et  io85  Questions  proposées;  1873-1874 ta  fr . 

On  vend  séparément,  savoir  : 

r*'  Partie.  —  Géométrie  plane 5  fr . 

IP  Partie.  —  Géométrie  dans  V  espace,  courbes  et  surfaces  usuelles,  7  fr. 
AVE11TIS8BHBMT.  -«  En  se  bornant  anx  partie»  imprimées  en  caractères  ordinaires, 
le  lecteur  aura  à  sa  disposition  un  Traité  entièrement  conforme  aux  derniers 
Programmes  officiels.  Les  Candidats  aux  Écoles  spéciales  trouveront  dans  les  par- 
ties en  petits  caractères  d'utiles  développements.  Enfin  les  appendices  qui  ter- 
minent les  différents  Lirres  sont  consacrés  à  l'exposition  des  nouvelles  Méthodes 
géométriques. 

Les  Auteurs  ont  ihdiquë,  pour  les  Élèves  studieux,  un  très-grand  nombre 
d* Exercices  classés  par  paragraphes. 

HOUCHÉ  (Engèna)  et^D£^4S0lmR0USSE  (Charles).-  Ëléments  de  Oéo- 
métrie,  entièrement  conformes  aux  programmes.  %'  édition,  revue  et  cor- 
rigée. In-8;  1873 5  fr. 

^  Ces  nouveaux  illéinents  de  Gréométrie  (quMI  ne  faut  pas  confondre  avec  le 
Traité  de  Géométrie  élémentaire  ét%  mèmesAuteurs)  sont  entièrement  conformes 
aux  derniers  Programmes  ofllciels.Us  renfermenttoulesles  parties  de  la  Géomé- 
trie enseignées  successivemeni  dans  les  établissements  d'instruction  publique, 
depuis  la  classe  de  troisième  jusqu*à  celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusi- 
veiiwiii,  et  aMixtoatîné»  aux  élèves  appelés  ^  suivre  eea  différents  cours. 
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COMPAGNON  (P--F.],  ancien  Professeur  de  ITJniversité.  —  Ëléments  de 
Géométrie.  Cet  Ouvrage  est  surtout  destiné  aux  jeunes  gens  qui  se  pré- 
parent aux  Ecoles  du  Gouvernement,  a*  édit.  In- 8,  avec  6g.;  1876.    7  fr. 

But  m  l'*aoteiir  :  Rédiger  des  Éléments  de  Géométrie  en  suivani  un  ordre  tel, 
qu'il  soit  reconnu  comme  le  meilleur  et  qu'il Jînisse  par  éire générmlemeut  adopté. 

Plan  de  l^Odvracb  :  \^  Éléments  de  Géométrie  proprement  dits  y  d  irises  d*abord 
en  huit  LîTres,  puis  en  Chapitres  et  Paragraphes;  a*  Pfoies  nombreuses  se 
raltachant  au  texte  par  des  numéros  do  renvoi  et  se  rapportant  aoi  centres  drs 
moyennes  distances,  à  Vhomothétie,  aux  transversales ,  à  la  division  harmonique  tics 
droites,  Ol\ï\  figures  inverses,  slut  poljrgones  étoiles,  au  quadrilatère  gauche,  etc. 

Paincipsa  qui  ont  seryi  de  guides  :  Aller  du  simple  au  composé,  do  facile  au 
rlifllicilo;  mode  particulier  de  classification  consistant  à  subordonner  remploi 
des  théorèmes  à  la  démonstration  des  problèmes,  etc. 

COMPAGNON  (P..-F.).  —  Abrégé  des  Éléments  de  Géométrie.  Cet  Ou-  ^ 

vrage  s'adresse  plus  particulièrement  aux  Élèves  de  renseignement  secon- 
daire spécial  et  aux  Candidats  au  Baccalauréat  es  Lettres  ou  au  Baccalau- 
réat es  Sciences.  In-8,  avec  6  g.  ;  1876.  {Autorisé  par  le  Conseil  supérieur 

de  l'Enseignement  secondaire  spécial.) 4  fr.  5o  c. 

Cet  Abrégé  comprend  :  les  Éléments  de  Géométrie  réduits  k  ua  très^amd  d^^é 
de  simplicité  et  des  Notes  où  TAutour  a  rejeté  tout  ce  qui  lui  a  para  diffieilo  pour 
les  commençants. 

HOÎJEL  (  J.),  Professeur  de  Mathématiques  pures  à  la  Kaculté  des  Sciences  j 
de  Bordeaux.  —  Recneil  de  Fonnnles  et  de  Tables  nnmériqaes,  for- 
mant le  complément  des  Tables  de  Logarithmes  à  cinq  décimales  an  même  ' 
Auteur,  a"  édition,  revue  et  corrigée.  Grand  in-8;  1868. . .    4  fr-  5o  c,  ' 

JAMIN  (  J.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytechnique  et  è 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Petit  Traité  de  Phynqne,  à  Tusaize 
des  Établissements  d'instruction,  des  Aspirants  aux  Baccalauréats  et  dos 
Candidats  aux  Écoles  du  Go]uyernement^  In-8,.avec  686  6gures  dans  le 
texte  et  un  spectre  en  couleur;  1870 8  fr . 
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